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摘要:为了解决稀疏化造成的核主角不稳定问题,提出了集成主角方法. 集成主角求再生核希尔伯特空间的多组
近似基,将核主角问题极值向量的解空间限定在近似基张成的空间求核主角,然后集成特征值.利用集成主角
(ensemble principal angle, EPA)可以对复杂环境下的多变量工业过程进行在线故障检测. 最后本文通过在Tennessee
Eastman数据集上的实验,对集成主角在故障检测中的应用进行了说明.
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Ensemble principal angle and its application to fault detection
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Abstract: Ensemble principal angle is proposed to deal with the instability of a sparse kernel principal angle. Groups
of approximate basis are found in the Reproducing Kernel Hilbert Space. Eigenvectors for the principal angle problem are
limited to the spaces spanned by the approximate basis. Eigenvalues in different subspace are integrated to make up for the
sparsity. Ensemble principal angle (EPA) can be applied to online multivariable process for fault detection in complicated
conditions. An example is given to illustrate the application in fault detection by performing experiments on the tennessee
eastman data set.
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1 引引引言言言(Introduction)
统计学习理论为机器学习提供了重要的理论基础

和实际方法: 它明确指出了结构风险与经验风险的关
系,并且给出了控制结构风险的途径;同时,它还引入
核函数方法构造了支持向量机以解决非线性问题[1].
由于核函数方法解决非线性问题方便有效,一时之间
核主分量分析(kernel principal component analysis,
KPCA) [2]、核典型相关分析(kernel canonical correla-
tion analysis, KCCA)[3]、核独立分量分析(kernel inde-
pendent component analysis, KICA)[4]等 纷 纷 涌 现.
Wolf L和Shashua A适时提出了核主角方法(kernel
principal angle, KPA)[5]. 这些核学习方法需要解决两
个问题:第一,避免样本增加引起的核矩阵维数灾难;
第二,预防过学习.过学习问题通常有两种解决方法,
即正则化方法和稀疏化方法. 正则化方法无助于核矩
阵维数的缩减,所以稀疏化方法备受关注[6–8]. 由于稀
疏化方法很多时候牺牲了学习机的稳定性[9],所以本
文提出集成主角(ensemble principal angle, EPA).

计算机通过执行一定的程序获得按照某种标准评

价的性能改进. 监督学习通过外部教师为学习机提供
学习目标.无监督学习的目的是发现数据中的重要模
式和特征. 较早的集成学习方法用在监督学习中[10],
通过奖优惩劣提高学习机的性能.无监督学习由于无
法判断单次学习的效果,很难实现集成,集成学习的
研究成果集中在监督学习方面. 集成主角是一种非监
督学习方法,它在确保简单学习器多样性的前提下,
尽力保障每个简单学习器性能.集成学习理论证明,
如果能够确保简单学习器的多样性和有效性,集成学
习机的性能就能得到提高[11]. EPA借鉴核学习方法,
在无限维特征空间中求样本集的若干组近似基,然后
将核主角问题极值向量的解空间限定在近似基张成

的空间求核主角,最后平均集成.

2 核核核主主主角角角(Kernel principal angle)
文献 [12]首先介绍了计算子空间夹角的方法,为

解决非线性问题, Wolf等人[5]在此基础上提出了核主
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角的计算方法. 考虑两个相同维数的零均值的随机变
量X和Y . {a1; · · · ;aN}, {b1; · · · ; bM}是随机变量
X和随机变量Y的两个样本集. 用它们构造两个矩阵
A= [a1, · · · ,aN ]和B = [b1, · · · , bM ]. 两个空间的
主角被定义为θ,满足[5]

cos θ = max
u∈UA

max
v∈UB

uTv,

s.t. uTu=vTv= 1. (1)

cos θ的值通常被称为矩阵对(A,B)的典型相关值(ca-
nonical correlations); u, v被称作极值向量.

为了求解方便,极值问题(1)重写为

cos θ = max
x,y

yTBTAx,

s.t. ‖Ax‖2
2 = 1, ‖By‖2

2 = 1. (2)

问题(1)几何意义明确,问题(2)是典型的等式约束优
化问题.用Lagrangian方法求解问题(2)时构造函
数: L = yTBTAx−α(‖Ax‖2

2−1)−β(‖By‖2
2−1),

对变量求导并令其等于零,可得
∂L

y
= BTAx−2βBTBy = 0,

∂L

x
= ATBy−2αATAx = 0,

其中α和β具有惟一性,所以得到以下表达式:

x=α(ATA)−1
ATBy, (3)

y = β(BTB)−1BTAx. (4)

表达式(3)–(4)互相代入得到式(5)–(6):

(BTB)−1(BTA)(ATA)−1(ATB)y = λ2y, (5)

(ATA)−1(ATB)(BTB)−1(BTA)x = λ2x. (6)

式(5)–(6)合并后成为广义特征值问题:[
0 BTA

ATB 0

][
y

x

]
= λ

[
BTB 0

0 ATA

][
y

x

]
. (7)

方程(7)是计算主角的标准方程. 主角几何意义明确,
计算方便,但是在工程应用中长期受到限制.从主角
的几何意义不难知道,主角是由两个样本张成空间的
最小夹角. 当样本{a1; · · · ;aN}和{b1; · · · ; bM}数
量之和超过样本ai(或bi)的维数时,空间

UA = span{a1; · · · ;aN},
UB = span{b1; · · · ; bN}

必然重叠,最终最小夹角为零,主角计算没有意义.所
以最初的主角只是应用于图像识别等高维数、小样本

学习领域.

Wolf等人给出的KPA算法[5]解决了以上问题.
KPA通过非线性映射将样本映射到RKHS空间中:
ak → ϕ(ak). 在无限维的空间中,自然可以避免

ϕ(UA) = span{ϕ(a1); · · · ;ϕ(aN)}

与ϕ(UB) = span{ϕ(b1); · · · ;ϕ(bN)}相交的问题.
并且,只要在特征空间中找到满足条件k(ai,aj) =
ϕ(ai)Tϕ(aj)的核函数,不需要显式描述ϕ(ak),而是
利用核函数在训练过程中获得核矩阵. 由于支持向量
机的普及,找到合适的核函数并不困难.将无限维空
间的样本向量表示为

ΦA= [ϕ(a1); · · · ;ϕ(aN)],

ΦB= [ϕ(b1); · · · ;ϕ(bN)].

极值问题(2)可以写为[5]:

cos θ = max
x,y

yTΦT
BΦAx,

s.t. ‖ΦAx‖2 = 1, ‖ΦBy‖2 = 1, (8)

式 (8)在特征空间描述了主角计算问题. ΦAx和

ΦBy分别是空间 span{ϕ(a1); · · · ;ϕ(aM)}和空间
span{ϕ(b1); · · · ;ϕ(bN)}中的向量,其单位化后的内
积,也就是它们的夹角余弦值.单位向量的夹角余弦
越趋于1,这两个向量越是近似相等,也就是说两个空
间十分接近.所以主角描述了两个空间的相似程度.
与式(1)到式(7)的变换类似,极大值问题(8)转换为广
义特征值问题:[

0 ΦT
BΦA

ΦT
AΦB 0

][
y

x

]
=

λ

[
ΦT

BΦB 0
0 ΦT

AΦA

][
y

x

]
. (9)

利用核函数可以方便地计算出方程(9)中的ΦT
AΦB,

ΦT
BΦA, ΦT

AΦA和ΦT
BΦB,它们构成的方阵的维数

为M + N . 其中M和N分别是两个数据集的样本数,
与特征空间的维数无关.所以方程(9)特征矩阵的规模
是由样本数决定的,显然样本数太大,求解就会困难.
另一方面,也容易出现过学习:本来差异很大的两个
数据集,计算获得的主角却比较小,错误地显示两个
数据集是高度相似的. 为了避免这种情况,本文需要
发展稀疏核主角(sparse kernel principal angle, SKPA)
和EPA.

3 集集集成成成主主主角角角(Ensemble principal angle)
3.1 稀稀稀疏疏疏极极极值值值向向向量量量(Sparse extreme vector)

极值问题(8)清楚地揭示出极值向量是样本的线性
组合.文献 [13]指出,如果能够求出样本{ϕ(ai)}N

i=1

和{ϕ(bi)}M
i=1的基,用这两组基来描述极值向量应该

可以避免过学习;但是在无限维特征空间中
{ϕ(ai)}N

i=1和{ϕ(bi)}M
i=1的基不可能稀疏,所以通过

求近似基获得稀疏性.

求样本集{ϕ(xi)}N
i=1的近似基

[13]:

Step 1 建立集合XI和XD(初始时为空集),随
机从{ϕ(xi)}N

i=1抽取一个样本放入XI.
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Step 2 对{ϕ(xi)}N
i=1中的每个ϕ(xk),令

ϕ̄(xk) = ϕ(xk)−
∑

ϕ(xi)∈XI

λiϕ(xi),

计算

min ϕ̄T(xk)ϕ̄(xk). (10)

Step 3 如果min ϕ̄T(xk)ϕ̄(xk) 6 ε,认为ϕ(xk)
∈ XD,因为XI可以描述ϕ(xk);否则认为ϕ(xk) ∈
XI因为XI不能描述ϕ(xk), ε是控制线性描述误差的

参数.

Step 4 如果 k = N结束程序;否则 k = k + 1,
返回Step 2.

3.2 EPA算算算法法法(EPA algorithm)
极大值问题(8)的极值向量ΦAx和ΦBy分别是

ΦA和ΦB的线性组合.将ΦA分解为ΦAI和ΦAD(同理
可以将ΦB分解为ΦBI和ΦBD),如果认为ΦAI和ΦBI分

别是ΦA和ΦB的一组基,自然就可以将极大值问题
(8)改写为

cos θ = max
x,y

yTΦT
BIΦAIx,

s.t. ‖ΦAIx‖2 = 1, ‖ΦBIy‖2 = 1. (11)

极值问题(11)等价于广义特征值问题[
0 ΦT

BIΦAI

ΦT
AIΦBI 0

][
y

x

]
=

λ

[
ΦT

BIΦBI 0
0 ΦT

AIΦAI

][
y

x

]
, (12)

可以肯定, ΦAI和ΦBI的列数分别小于ΦA和ΦB的列

数,特征矩阵的维数缩小了. ΦAIx和ΦBIy都具有稀

疏性,所以方程(11)被称为SKPA问题[13]. SKPA最大
的缺陷在于描述极值向量使用了近似基计算,这可能
造成精度降低和不稳定. 当核函数选择径向基高斯函
数时,特征空间实际是一个无限维数的空间,为了获
得稀疏性,不得不采用截断误差参数,因而引入了计
算误差. 实验证明,稀疏化确实引起主角数值的波动.
文献[9]从理论上分析了稀疏化可能引起的不稳定,并
且提出这种不稳定是必须付出的代价. 由此,集成学
习自然进入视野.只要近似基能够对数据集做较高精
度的描述,就可以对SKPA集成. 因为从近似基算法可
知,每组近似基都可以以小于截尾误差的精度线性描
述样本集中的每一个样本,具备近似相等的描述全体
样本的能力,也就应当具有相同的权重,所以采取平
均集成是可行的. 在这一指导思想下,有了EPA算法:

Step 1 设定集成数Num、计算近似基的截尾误
差参数ε.

Step 2 调用近似基算法将ΦA分裂为两个集合

Ad和Ai,同样地将ΦB分裂为两个集合Bd和Bi.

Step 3 利用核函数和近似基计算矩阵BT
i Ai,

BT
i Bi,以及AT

i Bi和AT
i Ai,并根据式(11)求解特征

值问题,其中最大的特征值即为最小核主角的余弦.

Step 4 返回Step 2,注意为了保持Ai和Bi的多

样性,后一次求近似基时,优先从Ad和Bd中选择样

本. 共重复Num次计算.

Step 5 求主角(最大的特征值)的Num次平均值
即为集成主角余弦值.

仔细分析EPA算法,可得出以下结论:首先, KPA
描述极值向量依赖于全体样本,不仅特征矩阵维数
高、计算量大,而且可能导致过学习;其次,稀疏化方
法将极值向量限定在近似基张成的空间,减小了计算
量,同时根据统计学习理论可知,与参数成线性关系
的函数集的VC维等于参数的个数,所以稀疏化方法
能够控学习能力,预防过学习;最后稀疏化方法可能
遗漏数据集的某些特性(通常称作学习不足或欠学
习),可以通过反复多次的稀疏–集成加以弥补.

4 EPA应应应用用用于于于故故故障障障检检检测测测(Ensemble principal
angle for fault detection)
故障是指为了保证系统的正常工作不能允许的状

态偏离,包括系统参数改变,超范围的扰动,执行或检
测机构的非正常工作等. 故障检测是通过传感器检测
的数据判断系统是否有故障发生. 故障检测尤其是实
时的在线故障检测对安全高效生产具有重大意义[14].

EPA正好可以作为在线故障检测的工具. KPA将
故障检测范围从线性系统扩展到非线性系统,摆脱了
数据集数量与维数之间的束缚; EPA则可以提高故障
检测的稳定性和精度. TE过程是一个多变量的复杂化
工过程, Downs和Vogel为了方便试验研究,为该过程
建立了等效模型,并在网络公开,作为故障检测的标
准(benchmark)问题,经常被用于测试故障检测方法的
有效性[8, 15].

研究人员模拟了22种不同工作状态下的生产过
程,每种工作状态运行两次,运行过程中每3分钟对关
键的52个过程变量采样一次,每次的采样结果构成一
个样本,所以每种工作状态测得2个数据集,将22种工
况的数据按顺序编号,第0组的两个数据集是正常工
作下采集的,将其中的训练数据集记作train00,测试
数据集记作test00. 其他21组数据都是在不同的故障
状态下测得,将它们编号为故障01-21.

假设经过充分积累获得一个信息充分的无故障的

数据集D0 = {x0
i }N

i=1,用EPA检测在线采集的某数据
是否为故障数据的流程如下.

EPA在线故障检测流程:

Step 1 标准化数据集,包括中心化、归一化. 对
无故障数据集D0 = {x0

i }N
i=1每个样本,先计算平均

值X̄ =
1
N

N∑
i=1

x0
i和中心偏离值x̃0

i = (x0
i − X̄),再
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作归一化处理,取每个过程变量的最大和最小中心偏
离值,分别构成向量Xmax和Xmin,计算归一化值
xc0

i = x̃0
i ÷ (Xmax −Xmin). 这里的运算符“÷”表

示两个向量对应位置的元素相除,用x0
ci记录标准化

样本数据. 标准化处理后的无故障数据集记作Dc0

= {xc0
1 , · · · ,xc0

N }.

Step 2 计算近似基:将标准化处理后的特征空
间中无故障数据集记作ϕ(Dc0),求出ϕ(Dc0)的K组

近似基,并将其记作A1
i , · · · , AK

i ,这里K是设定的近

似基的组数.

Step 3 在线数据处理: 按照在线采样顺序获得
现场数据集B = {bt−M+1, bt−M+2, · · · , bt},其中M

是采样数据构建的样本长度.对在线获得现场数据集
中的每个数据进行中心化和归一化,取

bc
i = (bi − X̄)÷ (Xmax −Xmin),

其中: i = t−M + 1, · · · , t, X̄ , Xmax和Xmin均为

第1步中在无故障数据集上计算所得的向量,用bc
i构

造Bi = [bc
t−M+1, b

c
t−M+2, · · · , bc

t ].
Step 4 计算主角: 对每个Ai

k(k=1, · · ·,K),求[
0 BT

i Ak
i

AkT
i Bi 0

][
y

x

]
=

λ

[
BT

i Bi 0
0 AkT

i Ak
i

][
y

x

]

的特征值,并取其最大值.

Step 5 故障判断: 对K个最大的特征值求平均

值,并判断这个平均值是否小于控制限,由此判断故
障是否发生.

利用Tennessee Eastman数据集可以设计实验验
证EPA具有比SKPA更好的稳定性和更强的泛化能力.

实实实验验验 1 EPA的稳定性检验. 实验原理: 因为集
成EPA的真值是无法获得的,只能观察逐渐逼近过程
检验EPA的稳定性. 所以在设计实验时,从train00独
立产生两组近似基,其中一组有300个近似基,称为参
照组,用于计算test00的样本与这该组每个近似基的
余弦值并计算平均值作为EPA的真值,详细算法参
见3.2节的EPA算法;另一组有150个近似基,称为检
验组,从检验组分别抽取1∼150个近似基计算主角平
均值,并与300个近似基计算的EPA对比. 如果随着检
验组近似基数量的增加其主角平均值趋近于参照

组EPA,则可以证明EPA稳定. 在图1中以虚线描绘的
是参照组EPA,横轴是test00的500个样本,实线是部
分检验组SKPA或平均值,然后通过检验组不同数
目SKPA平均值与参照组EPA的对比来得到结论.子
图1(a)和子图1(b)显示了基于检验组的不同近似基计
算所得的SKPA,并同EPA对比. SKPA与EPA的显著
差异说明SKPA不稳定. 子图1(c)和子图1(d)显示随着

近似基数量的增加,检验组中多个SKPA的平均值趋
向与EPA重合,说明EPA算法稳定. 图1中的波谷意味
着系统运行至此时受到干扰,所以与正常数据集的相
似度降低了,余弦值变小了.

图 1 EPA收敛

Fig. 1 Convergence of EPA

图2通过统计图1中虚线与实线的差值减小过程,
更直观地验证EPA收敛. 图2横轴是用于集成的SKPA
的数量,纵轴是标准偏差

σK=

√
1

500
[(cos θi)K − (cos θi)EPA]2,

其中: K是用于集成的近似基的数量,从1∼150变化,
(cos θi)K是test00的第i个样本与检验组的K个近似

基的余弦平均值, (cos θi)EPA是test00的第i个样本与

参照组的全部近似基的余弦集成值.随着近似基数目
增加标准差越来越小,所以认为EPA收敛.

图 2 EPA的标准偏差

Fig. 2 Standard deviation of EPA

实实实验验验 2 EPA的学习精度与泛化能力检验. 首先
通过分析test00中的样本与train00数据集的相似程
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度(用EPA描述),确定一个控制限.然后计算现场采样
数据(来自test01–test21数据集)与train00数据集的主
角余弦集成值,最后根据控制限进行故障判断. 由于
现场采样数据不在test00和train00中,所以如果EPA能
够正确做出检测结论,就说明它具有良好的泛化能力.

图3显示了集成主角控制限的确定方法. 对于测试
数据集test00中的每一个向量,计算其与训练数据
集train00的集成主角;根据精度要求,当要求误报警
的频率小于1.0%时,控制限取值为D = 0.985.

图 3 控制限的确定

Fig. 3 Decide the limitation

图4显示了故障04和故障11的模拟检测过程. 在
确定控制限取D = 0.985后,对于从test04或是test11
中选取的待测数据,计算其与无故障训练数据集
train00主角的余弦集成值.余弦值较大,笔者认为测
试数据与train00接近,判断为正常. 否则判断为故障

数据.

图 4 故障检测过程

Fig. 4 Fault detection process

表1将EPA检测的结果列出,与文献 [8, 15]的检测
结果对比. 表中SKPA的检测结果来自文献 [8],
KPCA和IKPCA(改进核主分量分析)的检测结果直接
摘自文献 [15], EPA数据是本文提出的检测方法的统
计结果.表1明确显示,基于EPA故障检测的结果精度
全部高于KPCA方法的检测结果:用EPA与IKPCA、
SKPA对7组相同的故障数据进行检测, EPA在6组数
据上获得了更精确的结果.这表明,集成学习在提高
非监督学习机的学习精度和泛化能力.

表 1 故障检测错误率对比
Table 1 Comparison of error rations

测试数据集
统计量

03 04 09 11 13 15 21

SPE(KPCA) 1.00 1.00 1.00 0.99 0.97 0.99 1.00
T 2(KPCA) 0.97 0.98 0.96 0.70 0.21 0.91 0.72

SPE(IKPCA) 0.99 1.00 1.00 0.51 0.18 0.86 0.70
T 2(IKPCA) 0.75 0.83 0.83 0.12 0.15 0.74 0.33

COSINE(SKPA) 0.90 0.01 0.93 0.11 0.04 0.40 0.34
COSINE(EPA) 0.86 0.01 0.72 0.17 0.03 0.38 0.28

5 结结结论论论(Conclusions)
为了解决SKPA不稳定问题,获得在线的复杂工

业生产过程故障检测有效方法,本文提出了集成主
角算法. 该方法充分利用核函数的特点,在特征空
间中利用线性组合这一技巧,用比较少的样本以较
小的精度损失描述原本由全体样本构成的特征空

间. 由近似描述引起的精度降低和不稳定性通过集

成方法得到了解决,具有更高的学习精度和较强的
泛化能力. 该方法在标准测试数据集(TE数据集)在
线故障检测实验中,展现出较高的检测精度,因此
认为是一种优秀的故障检测方法. 特别是通过
与SKPA方法的比较,说明本文提出的核心方法–集
成主角能有效提高学习的精度和算法的稳定性. 未
对非监督集成学习作深入的理论探讨,是论文的不
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足之处.
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