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摘要:本文考虑一类具有未知时变参数并且控制方向未知的非线性系统的重复学习控制.针对重复学习控制的
特点,所构造的李亚普诺夫函数不仅与当前参数估计误差有关,也与前一次参数估计误差有关. 基于该李亚普诺夫
函数,结合Nussbaum类型函数,提出了控制方向未知的系统的重复学习方法. 该方法不采用饱和控制,但能保证在
闭环系统中跟踪误差在重复区间上一致收敛于零. 最后,一个仿真例子说明了该方法的可行性.
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Repetitive control for a class of systems with
unknown time-varying parameters and unknown control direction

ZHAO Ye-lei, CHEN Peng-nian†
(College of Mechanical and Electrical Engineering, China Jiliang University, Hangzhou Zhejiang 310018, China)

Abstract: The paper studies the repetitive control of a class of nonlinear system with unknown time-varying parameters
and unknown control direction. The Lyapunov functions used in the paper relate not only to the present parameter estimation
errors, but also to the previous parameter estimation errors. A repetitive control law is presented by using the Lyapunov
functions combined with the Nussbaum-type functions. Although in this method no saturation control is used, the tracking
errors in the closed-loop converge to zero on the interval of repetition. Finally, a simulation example is presented to validate
the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际控制系统中,经常会遇到具有重复性质的

控制任务,例如,数控机床、光盘和磁盘驱动器等,都
需要对周期性的外部信号进行跟踪或抑制.因此,对
重复控制的研究具有重要理论和实际意义[1–2]. 重
复控制虽然与迭代学习控制并行发展[3], 但有其自
己的特点. 重复控制的特点是当前次重复控制的初
始状态是前一次重复控制的最终状态,无定位问题,
因此可以避免迭代学习中的初始定位误差问题[4].
近年来,重复控制得到重视,但是主要是针对控制方
向已知系统的研究.
在系统中存在时变不确定的情况下, 为了达到

一致收敛,一般需要采用饱和控制[4–5]. 如果不采用
饱和控制,则一般只能做到点点收敛或二次积分收
敛[6–7]. 但饱和控制一般需要知道未知时变参数的
上下界. 文献 [8]针对一类具有未知时变参数的非线
性系统提出了一种不采用饱和控制的迭代学习算

法,所提出的算法可以保证跟踪误差的一致收敛.

控制方向未知的系统在实际应用中广泛存在,
例如, 船舶航向、航空航天等中的某些控制系统.
解决控制方向未知的控制问题的方法通常是釆用

Nussbaum增益技术[9–10]. 文献 [10]针对一类控制方
向未知的高阶非线性系统研究了鲁棒自适应状态

反馈控制问题. 但文献 [9–10]的方法并不适用于控
制方向未知的重复控制.本文针对一类控制方向未
知的参数不确定非线性系统,基于Nussbaum类型函
数提出了一种没有采用饱和控制的重复学习控制方

法,因此不需要将参数限制在预先给定的范围内.在
证明系统的收敛性时, 本文构造的重复控制律保证
跟踪误差一致收敛到零, 克服了通常只能保证跟踪
误差在重复区间上点点收敛的缺点.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑下面的时变参数不确定系统:




ẋi = xi+1, 1 6 i 6 n− 1,

ẋn = ξT(x, t)w(t) + bu,

y = x1,

(1)
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其中: x = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn表示系统的状态

向量, u ∈ R和y ∈ R分别为系统的输入和输出; ξ :
Rn × [0, T ] → Rl是已知连续函数, w : [0, T ] → Rl

是未知的时变参数,假设w(t)是连续函数,代表系统
的干扰; b 6= 0是未知常数, 表示系统的控制方向;
[0, T ]是重复学习控制区间. 用




ẋi,j = xi+1,j, 1 6 i 6 n− 1,

ẋn,j = ξT(x̄j, t)w(t) + buj,

yj = x1,j

(2)

表示系统(1)的第j次重复系统, x̄j = (x1,j, x2,j, · · · ,

xn,j)T是第j 次重复系统的状态向量, uj和yj分别为

第j次重复系统的输入和输出变量, j = 1, 2, · · · .
设yd(t), t ∈ [0, T ]是期望信号. 本文的目的是:

设计一个重复控制律,使得当j→∞时, yj(t)在[0, T ]
上一致地趋于yd(t),即

lim
j→∞

(yj(t)− yd(t)) = 0

对t ∈ [0, T ]一致地成立.

像通常的重复控制研究一样,做两点假设:

假假假设设设 1 重复系统(2)的初始状态满足 x̄j+1(0)
= x̄j(T ), j = 1, 2, · · · .
假假假设设设 2 期望信号yd(t)是n次连续可微的周期

函数, 即y
(n)
d (t)在 [0, T ]上连续, 而且满足 y

(i)
d (0) =

y
(i)
d (T ), i = 1, 2, · · · , n.

3 重重重复复复控控控制制制律律律设设设计计计(Design of repetitive con-
trol laws)
设

ei,j = xi,j(t)− y
(i−1)
d (t), 1 6 i 6 n, (3)

其中j = 1, 2, · · · .记ej = (e1,j, e2,j, · · · , en,j)T. 则
ej满足方程{

ėi,j = ei+1,j, 1 6 i 6 n− 1,

ėn,j = −y
(n)
d (t) + ξT(x̄j, t)w(t) + buj.

(4)

设

sj = en,j + αn−1en−1,j + · · ·+ α1e1,j, (5)

选择系数αi, i = 1, 2, · · · , n− 1,使得

p(λ) = λn−1 + αn−1λ
n−2 + · · ·+ α1

为Hurwitz多项式. 设

Vj(t) =
1
2
s2

j(t), j = 1, 2, · · · , (6)

容易看到Vj+1(0) = Vj(T ). 对V (t)求导得

V̇j = sj(α1e2,j + α2e3,j + · · ·+ αn−1en,j −
y

(n)
d (t) + ξT(x̄j, t)w(t) + buj) =

sj(η(ej, t) + ξT(x̄j, t)w(t) + buj), (7)

其中η(ej, t) = α1e2,j + α2e3,j + · · · + αn−1en,j −

y
(n)
d (t).

基于式(7),对系统(2)设计下面的重复控制律:



uj(t) = zj(t)N(kj),
zj(t) = qsj(t) + η(ej, t) + ξT(x̄j, t)ŵj(t),
k̇j(t)=zj(t)sj(t), kj(0)=kj−1(T ), k1(0)=0,

(8)

其中: N(·)是Nussbaum函数, q > 0为常数, ŵj(t)是
未知时变参数w(t)的第j次估计,由如下定义:




ŵ0(t) = 0, t ∈ [0, T ],
ŵj(t) = ŵj−1(t) + γsj(t)ξT(x̄j, t),

t ∈ [0, T ], j = 1, 2, · · · ,

(9)

其中γ > 0为常数.

有关函数的概念和性质可参阅文献 [10].

4 收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence analysis)
先介绍两个引理.

引引引理理理 1 [10] 设V (t)在[0, tf)上连续, k(t)在[0, tf)
上连续可微,且对t ∈ [0, tf), V (t) > 0. 设N(k)是一
偶的光滑的Nussbaum类型函数, θ是一非零常数. 若
对t ∈ [0, tf)有

V (t) 6
w t

0
(θN(k) + 1)k̇(τ)dτ + c, (10)

式中c为一常数,则V (t)和k(t)在[0, tf)上有界.

引引引理理理 2 设φj : [0, T ] → Rl连续可微, j = 1, 2,

· · · . 设φj(t)在[0, T ]上关于j一致有界,而且

lim
j→∞

w T

0
‖φj(τ)‖2dτ = 0.

如果
w T

0
‖φ̇j(τ)‖2dτ关于j有界,则序列{φj(t)}∞j=1在

[0, T ]上一致收敛到零,即

lim
j→∞

φj(t) = 0 (11)

对t ∈ [0, T ]一致成立.

引理2的证明可参见文献[4, 8].

定定定理理理 1 在式(4)和(8)组成的闭环系统中, 对所
有的j > 1, ej(t), ŵj(t)和kj(t)都在[0, T ]上存在, 而
且

lim
j→∞

ej(t) = 0 (12)

在[0, T ]上一致成立.

证证证 首先证明e1(t), ŵ1(t)和k1(t)在[0, T ]存在.
设e1(t), ŵ1(t)和k1(t)的最大存在区间为[0, tf) ⊂ [0,

T ]. 用w̃j(t)=w(t)−ŵj(t)表示w(t)的估计误差, j =
0, 1, 2, · · · . 定义函数

E1 = V1 +
1
2γ

w t

0
‖w̃1(τ)‖2dτ +
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1
2γ

w T

t
‖w̃0(τ)‖2dτ, t ∈ [0, tf), (13)

其中V1由式(6)定义.容易看到, E1在[0, tf)上连续可
微.
对E1求导得

Ė1 = V̇1 +
1
2γ

(‖w̃1(t)‖2 − ‖w̃0(t)‖2
)

=

s1(η(e1, t) + ξT(x̄1, t)w(t) + bu1) +
1
2γ

(‖w̃1(t)‖2 − ‖w̃0(t)‖2
)
. (14)

根据式(9),有
1
2γ

(‖w̃1‖2 − ‖w̃0‖2
)

=

−s1ξ
T(x̄1, t)w̃1 − 1

2γ
‖ŵ1 − ŵ0‖2. (15)

根据式(14)−(15)和式(8),得到

Ė1 6 (bN(k1) + 1)s1z1 + s1η(e1, t) +

s1(ξT(x̄1, t)w(t)− z1)− s1ξ
T(x̄1, t)w̃1 =

−qs2
1 + (bN(k1) + 1)k̇1, (16)

由此对t ∈ [0, tf),得到

E1(t) 6 E1(0)− q
w t

0
s2
1(τ)dτ +

w t

0
(bN(k1) + 1)k̇1dτ. (17)

根据式(17)和引理1, 可得E1(t)和k1(t)在[0, tf)上有
界. 而E1(t)在[0, tf)上有界蕴含着e1(t)在[0, tf)上有
界. 根据式(9), ŵ1(t)在 [0, tf)上也有界. 因此, 根据
微分方程理论, e1(t), ŵ1(t)和 k1(t)都可延拓. 这同
[0, tf)是e1(t), ŵ1(t)和k1(t)的最大存在区间的假设
矛盾. 因此, e1(t), ŵ1(t)和k1(t)在[0, T ]上存在,而且
式(17)对t ∈ [0, T ]成立.
设

Ej = Vj +
1
2γ

w t

0
‖w̃j(τ)‖2dτ +

1
2γ

w T

t
‖w̃j−1(τ)‖2dτ, j =2, 3, · · · . (18)

用类似上面的方法, 可以证明, 对所有的j >
2, ej(t), ŵj(t)和kj(t)都在[0, T ]上存在, 而且对t ∈
[0, T ]有

Ej(t) 6 Ej(0)− q
w t

0
s2

j(τ)dτ +
w t

0
(bN(kj) + 1)k̇jdτ. (19)

另外,有

Ej+1(0) = Ej(T ), j = 1, 2, · · · . (20)

由式(16)(19)−(20)可知: 对j > 1, t ∈ [0, T ],有

Ej(t) 6 E1(0)− q
j−1∑
i=1

w T

0
s2

i (τ)dτ −

q
w t

0
s2

j(τ)dτ +
j−1∑
i=1

w T

0
(bN(ki) + 1)k̇idτ +

w t

0
(bN(kj) + 1)k̇jdτ. (21)

注意, 当j = 1时, 约定求和运算
j−1∑
i=1

是空运算, 也就

是不求和.现在定义[0,∞)上的函数E, k和s. 当t ∈
[(j − 1)T, jT ), j = 1, 2, · · ·时,

E(t) = Ej(t− (j − 1)T ), (22)

k(t) = kj(t− (j − 1)T ), (23)

s(t) = sj(t− (j − 1)T ). (24)

显然, E(t), k(t)和s(t)是[0,∞)上的连续函数, 而且
E(t) > 0, t ∈ [0,∞).

根据式(22),对t ∈ [0, T ]有
w t

0
(bN(ki(τ)) + 1)k̇i(τ)dτ =

w (i−1)T+t

(i−1)T
(bN(k(τ) + 1)k̇(τ)dτ, (25)

w t

0
s2

i (τ)dτ =
w (i−1)T+t

(i−1)T
s2(τ)dτ. (26)

由式(21)−(26),对t > 0,有

E(t) 6 E1(0)− q
w t

0
s2(τ)dτ +

w t

0
(bN(k) + 1)k̇(τ)dτ. (27)

由式(27)和引理1知道, E(t)和k(t)在[0,∞)上都是有
界的. 由此可知, Ej(t)和kj(t)关于j在[0, T ]上一致
有界,而且

lim
j→∞

w T

0
s2

j(t)dτ = 0. (28)

根据式(6)和式(13), Ej(t)关于j在[0, T ]上一致有界

意味着sj(t)和
w t

0
‖w̃(τ)‖2dτ在[0, T ]上关于j都是一

致有界的. 因此,存在m1 > 0使得对t ∈ [0, T ]有

|sj(t)| 6 m1,
w t

0
‖w̃j(τ)‖2dτ < m1, j > 1.

(29)

由于sj = e
(n−1)
1,j + αn−1e

(n−2)
1,j + · · · + α2e

(1)
1,j +

α1e1,j和p(λ)是Hurwitz多项式, ej(t)在[0, T ]上关于j

也是一致有界的. 因此,存在m2 > 0,使得

‖ej(t)‖ 6 m2, t ∈ [0, T ], j = 1, 2, · · · . (30)

由式(7)−(8)知

ṡj = η(ej, t) + ξT(x̄j, t)w(t) + buj =

ξT(x̄j, t)w̃(t) + (bN(kj) + 1)zj − qsj. (31)

根据式(29)−(31),可以证明: 存在m3 > 0,使得
w T

0
|ṡj(τ)|2dτ 6 m3. (32)
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根据引理2, lim
j→∞

sj(t) = 0对t ∈ [0, T ]一致成立. 这

意味着 lim
j→∞

ej(t) = 0对t ∈ [0, T ]一致成立.

证毕.

5 仿仿仿真真真算算算例例例(Numerrical simulation)
受扰的船舶运动控制系统可以表示成[10]




ẋ1 = x2,

ẋ2 =
2∑

j=1

θjφj(x2)+ξ(x1, x2)w(t)+θ0u,

y = x1,

(33)

其中: θ0 6= 0, θ1, θ2是未知时不变参数, w(t)是系统
的未知扰动, φ1(x2) = x2, φ2(x2) = x3

2, ξ(x1, x2) =
sin x1为已知函数. 当外部扰动w(t) = 0时, 系统
设重复控制区间[0, T ] = [0, 2], 期望信号yd(t) =
sin(πt). 釆用式 (8)的重复控制律, 其中: N(kj) =
k2

j cos, kj, q = 10, γ1 = 1, γ2 = 100, α1 = 1. 设初
始状态为x1,1(0) = 0, x2,1(0) = π. 图1和3显示了当
θ0 = 0.011, θ1 = −0.05, θ2 = −0.014的仿真结果.
图2和4显示了当θ0 =−0.011, θ1 =0.05, θ2 =0.014
时的仿真结果.从仿真结果可知,跟踪误差随着重复
次数的增加而一致收敛到零.

图 1 θ0 = 0.011时的跟踪误差

Fig. 1 Tracking errors, θ0 = 0.011

图 2 θ0 = −0.011时的跟踪误差

Fig. 2 Tracking errors, θ0 = −0.011

图 3 θ0 = 0.011时的ŵj(t)的变化曲线

Fig. 3 Curves of ŵj(t), θ0 = 0.011

图 4 θ0 = −0.011时ŵj(t)的变化曲线

Fig. 4 Curves of ŵj(t), θ0 = −0.011

6 结结结论论论(Conclusions)
本文针对控制方向未知的参数不确定系统, 基

于Nussbaum函数增益提出了一种重复学习控制方
法,在没有使用饱和控制的情况下,建立了跟踪误差
的一致收敛性.
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