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摘要:针对一类典型的带有控制约束的非线性离散时间系统,提出了一种基于自适应动态规划(adaptive dynamic
programming, ADP)算法的多设定值跟踪控制方法,并对其收敛性和稳定性做了严格分析.在ADP迭代跟踪控制的基
础上,根据多模型控制的思想,设置阶梯状的参考轨迹,使得系统状态逐渐地跟踪到最终设定值,保证了系统的稳定
性,极大地减小超调量,加快了响应时间,改善控制品质;同时由于控制器约束的存在,引入非二次型的性能指标函
数,使得控制量始终在有界的范围内变化. 最后对仿真结果进行了分析,结果表明了此方法的可行性和有效性.
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Abstract: To deal with a class of nonlinear discrete time systems with control constraints, we propose a multiple set-
points tracking control strategy based on adaptive dynamic programming (ADP), and rigorously prove the convergence and
stability of the system. According to the idea of multiple-model control, a ladder-shaped reference trajectory is designed.
In the entire control process, system states track the final value of the reference trajectory step by step, ensuring the stability
of the system and significantly reducing the overshoot and response-time. A non-quadratic performance functional is
introduced to tackle the control constraints by consistently restricting the control inputs in a bounded range. Simulation
results are shown and analyzed, demonstrating the feasibility and validity of the proposed optimal tracking control scheme.
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1 引引引言言言(Introduction)
自适应动态规划(adaptive dynamic programming,

ADP)的本质是根据强化学习原理,模拟人脑通过环
境反馈进行学习,被认为是一种非常接近人脑智能
的方法[1]. 其主要原理是利用函数近似结构,如神经
网络, 来逼近动态规划中的性能指标函数和控制策
略,从而满足最优性原理. 自适应动态规划有效地解
决了传统动态规划计算中“维数灾”的难题, 为求
解非线性离散系统最优控制提供了一种切实可行的

理论和方法. 自1991年Werbos P J[2]首次提出ADP算
法的概念以来, 这种方法受到国内外专家学者的广
泛关注,并取得了丰硕的成果. Al-Tamimi A, Lewis F
L等提出了离散系统的ADP算法,并证明了迭代控制
的稳定性和迭代性能指标的收敛性[3–4]. Abu-Khalaf,

Ferrari S等讨论了带有控制器约束的ADP算法[5–6].
Zhang H G等用ADP算法成功解决了最优跟踪控制
问题[7]. Azhmyakov V等将动态规划与鲁棒最优控
制结合起来,开辟了新的理论方向[8].

由于非线性系统的复杂性和多样性,其控制问题
一直是控制理论中的难点, 人们往往期望控制系统
满足两方面要求: 首先, 在保证系统稳定性的情况
下,输入和状态有界,并且输出值能够精确地跟踪期
望设定值.其二, 提高控制性能,在减小超调量的同
时,缩短调节时间. 这在实际控制中很难达到. 带控
制器约束的ADP算法能够把控制量的波动限定在一
个范围内,保证了系统的稳定性,但却常常导致很大
的超调量,控制效果不好.

近几年来,多模型控制作为强有力的非线性控制
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方法成为了控制工程界的研究热点, 其思想是利用
多个简单模型逼近非线性系统的不确定性, 再根据
多个简单模型设计多个控制器分而治之,进而构成
多模型控制算法,从而获得更好的控制品质[9].

本文针对一类典型的非线性离散时间系统, 把
ADP跟踪控制算法和多模型控制器设计思想相结
合,建立多个阶梯状的参考设定值,设计控制器使得
系统输出阶梯状地接近最终跟踪期望设定值,既保
证系统的稳定性,又极大的减小了超调量. 同时,由
于控制器约束的存在,控制量始终保持有界. 仿真实
验的结果表明,此方法能有效的改善系统的瞬态响
应,并把控制量的波动限定在一个很小的范围内,快
速得到最优控制律.

2 基基基于于于ADP算算算法法法的的的带带带有有有控控控制制制器器器约约约束束束的的的非非非线线线
性性性离离离散散散时时时间间间系系系统统统跟跟跟踪踪踪控控控制制制(ADP algorithm
based tracking control of nonlinear discrete-
time system with control constraints)

2.1 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下一类带有控制器约束的仿射非线性离

散系统:

x(k + 1) = f(x(k)) + g(x(k))u(k), k > 0, (1)

其中: x(k) ∈ Rn是状态向量, f(x(k))∈Rn, g(x(k))
∈ Rn×m是Lipschitz连续函数. 假设系统在集合Ω ⊂
Rn上是可控的,且Ωu = {u(k)|u(k) = [u1(k), u2(k),
· · · , um(k)]T ∈ Rm}.

定义如下状态误差e(k):

e(k) = x(k)− η(k), (2)

其中η(k)是参考轨迹,且η(k) ∈ Rn.

给出稳态输入控制ue(k)=g−1(η(k))(η(k+1)−
f(η(k))), 且g−1(·)为g(·)的伪逆矩阵. 考虑v(k) =
u(k)− ue(k),则有

e(k + 1) = x(k + 1)− η(k + 1) =

f(x(k)) + g(x(k))u(k)− η(k + 1) =

f(e(k) + η(k)) + g(e(k) +

η(k))(v(k) + ue(k))− η(k + 1). (3)

设定|v(k)| 6 v̄, v̄是控制器约束的饱和界,且定
义Ū = diag{v̄1, v̄2, · · · , v̄m}.

对于带有控制器约束的离散系统最优跟踪控制

问题,其目的是寻找最优控制律,使得系统(3)渐近稳
定,并且能够使性能指标函数最小. 为了求解最优跟
踪控制问题,下面的假设是必须的:

假假假设设设 1 对于系统(3),存在控制v(k),满足

1) v(k)在Ωv域上是连续的,如果e(k) = 0,那么

v(k) = 0;

2) v(k)稳定系统(3).

令性能指标函数为

J(e(k), v(k)) =
∞∑

n=k

{Q(e(n)) + W (v(n))} =

Q(e(k)) + W (v(k)) +
∞∑

n=k+1

{Q(e(n)) + W (v(n))} =

Q(e(k)) + W (v(k)) +

J(e(k + 1), v(k + 1)), (4)

其中Q(e(k))和W (v(k))是正定函数,取



Q(e(k)) = eT(k)Qe(k),

W (v(k)) = 2
w v(k)

0
ϕ−T(Ū−1s)ŪRds.

(5)

这里Q和R取对角正定矩阵, s ∈ Rm, ϕ ∈ Rm. 定
义ϕ−T = (ϕ−1)T,且

ϕ−1(v(k)) =

[ϕ−1(v1(k)) ϕ−1(v2(k)) · · · ϕ−1(vm(k))]T,

ϕ(·)是一个有界的单调递增奇函数,满足|φ(·)| 6 1,
其一阶导数的界是一个常数. 例如, 双曲正切函数
ϕ(·) = tanh(·). ϕ−1(·)表示ϕ(·)的反函数,通过上面
的定义, ϕ−1(·)为单调的奇函数且R是正定的, 所以
W (v(k))也是正定的[10].

令J∗(e(k))代表最优性能指标函数,根据贝尔曼
最优性原理, J∗(e(k))满足下面的HJB方程:

J∗(e(k)) = min
v(k)

{Q(e(k)) + W (v(k)) +

J∗(e(k + 1))}. (6)

最优控制律v∗(k)满足

v∗(k) = arg min
v(k)

{Q(e(k)) + W (v(k)) +

J∗(e(k + 1))}. (7)

令J∗(e(k))对v(k)的偏导数为零:

∂J∗(e(k))
∂v(k)

=

2ŪRϕ−1(Ū−1v(k))+
∂e(k+1)

∂v(k)
× ∂J∗(e(k+1))

∂e(k + 1)
=

2ŪRϕ−1(Ū−1v(k))+gT(e(k))
∂J∗(e(k+1))

∂e(k + 1)
=0.

求得最优控制律v∗(k):

v∗(k)= Ūϕ(−1
2
(ŪR)−1gT(e(k))

∂J∗(e(k+1))
∂e(k + 1)

).

(8)

综上所述,带有控制器约束的非线性离散系统跟
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踪控制问题, 转化成为求解最优性能指标J∗(e(k))
的问题.本文用迭代ADP算法来求解.

2.2 ADP算算算法法法的的的推推推导导导 (Derivation of ADP algo-
rithm)

ADP的原理是通过利用函数近似结构神经网络,
来近似动态规划中的性能指标函数J(e(k)),从而获
得最优性能指标函数J∗(e(k))和最优控制律v∗(k)
以满足最优性原理.

首先, 对于任意给定的初始状态误差e(k), 令初
始的性能指标函数J0(·) = 0,注意到这个初始性能
指标函数不一定是最优的. 然后求得相应的控制律
为

v0(k) = arg min
v(k)

{Q(e(k)) + W (v(k)) +

J0(e(k + 1))}. (9)

继续更新性能指标函数

J1(e(k)) = Q(e(k)) + W (v0(k)) + J0(e(k + 1)),

(10)

其中

e(k + 1) =

f(e(k) + η(k)) + g(e(k) +

η(k))(v0(k) + ue(k))− η(k + 1). (11)

然后, 对于i=1, 2,· · · , ADP算法在vi(k)和Ji+1(e(k))
之间反复迭代,可得到如下迭代公式:

vi(k) = arg min
v(k)

{Q(e(k)) + W (v(k)) +

Ji(e(k + 1))}, (12)

Ji+1(e(k)) =

Q(e(k)) + W (v0(k)) + Ji(e(k + 1)), (13)

e(k + 1) =

f(e(k) + η(k)) + g(e(k) +

η(k))(vi(k) + ue(k))− η(k + 1). (14)

引引引理理理 1[2] 对方程(6)−(7),当i趋近于∞时, vi(k)
收敛到最优控制律v∗(k), 性能指标函Ji+1(e(k))收
敛到离散HJB方程的最优解J∗(e∗(k)), 且满足性能
指标函数J∗(e∗(k))是正定的.

定定定理理理 1[11] 由引理1,最优控制律v∗(k)使得系统
(1)渐近稳定.

证证证 最优性能指标J∗(e∗(k))表达成式(6)的形式
为

J∗(e∗(k)) =

Q(e∗(k)) + W (v∗(k)) + J(e∗(k + 1)),

则可得

J∗(e∗(k + 1))− J∗(e∗(k)) =

−{Q(e∗(k)) + W (v∗(k))} 6 0. (15)

根据Lyapuno函数的定义, J∗(e∗(k))为Lyapunov
函数,系统是渐近稳定的.

2.3 ADP算算算法法法的的的神神神经经经网网网络络络实实实现现现(Neural networks
implementation of ADP algorithm)
为了便于实现ADP算法,采用径向基函数(radial

basis function, RBF)神经网络来近似Ji(e(k))和vi(k).
假设神经网络隐含层神经元的个数是l, 输入层和
隐含层之间的权值矩阵是V , 隐含层和输出层之
间的权值矩阵是W , 隐含层激活函数采用高斯函
数φ(·) ∈ Rl, 输出层采用线性激活函数. 在本文中,
需要两个神经网络,它们分别是评判网络和执行网
络.

2.3.1 评评评判判判网网网络络络(Critic network)
评判网络被用来近似性能指标函数,其输入层和

隐含层之间的权值矩阵是V c,隐含层和输出层之间
的权值矩阵是Wc,输入为e(k),输出表示成

Ĵi(e(k)) = (Wci(k))Tφ((V ci(k))Te(k)). (16)

目标函数为

Ji(e(k)) = Q(e(k)) + W (vi−1(k)) +

Ĵi−1(e(k + 1)). (17)

定义评判网络的误差函数

eci(k) = Ĵi(e(k))− Ji(e(k)). (18)

评判网络的目标是使得下面函数极小化:

Eci(k) =
1
2
(eci(k))2. (19)

因此根据梯度下降法,评判网络的权值更新法则表
示为





Wci+1(k) = Wci(k) + ∆Wci(k),

∆Wci(k) = αc[− ∂Eci(k)
∂Wci(k)

],

∂Eci(k)
∂Wci(k)

=
∂Eci(k)
∂Ĵi(e(k))

∂Ĵi(e(k))
∂Wci(k)

,

(20)

其中αc是评判网络的学习率.

2.3.2 执执执行行行网网网络络络(Action network)

执行网络用来得到控制律,其输入层和隐含层之
间的权值矩阵是V a,隐含层和输出层之间的权值矩
阵是Wa,输入为e(k),输出表示成

v̂i(k) = (Wai(k))Tφ((V ai(k))Te(k)). (21)

目标函数为
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vi(k) = arg min
v(k)

{Q(e(k)) + W (v(k)) +

Ĵi(e(k + 1))}. (22)

定义执行网络的误差函数

eai(k) = v̂i(k)− vi(k). (23)

执行网络的目标是使得下面函数极小化:

Eai(k) =
1
2
(eai(k))2. (24)

执行网络的权值更新法则与评判相似. 根据梯
度下降法,可以得到




Wai+1(k) = Wai(k) + ∆Wai(k),

∆Wai(k) = αa[− ∂Eai(k)
∂Wai(k)

],

∂Eai(k)
∂Wai(k)

=
∂Eai(k)
∂v̂i(k)

∂v̂i(k)
∂Wai(k)

,

(25)

其中αa是执行网络的学习率.

给出初始状态误差, 执行网络、评判网络1和评
判网络2的初始权值,给定迭代上限imax,对于第i次

迭代,算法流程如下:

1) 根据式(21),由执行网络得到v̂i(k);再根据式
(16),由评判网络2得到Ĵi(e(k)).

2) 用v̂i(k)代替vi(k),把v̂i(k)和e(k)代入系统方
程(14),得到下一时刻的状态误差e(k + 1);

3) 再根据式(16),由评判网络1得到Ĵi(e(k + 1)),
并反馈给执行网络, 根据式 (25)调整权值, 更新为
Wai+1(k);

4) 根据式 (20)调整评判网络 2的权值, 更新为
Wci+1(k),并赋值给评判网络1.

第i次迭代计算完毕, i = i + 1, 若i 6 imax返回

步骤1). 否则迭代结束.

整个迭代算法的结构如图1所示.

图 1 ADP算法结构图

Fig. 1 The structure diagram of the ADP algorithm

3 基基基于于于ADP算算算法法法的的的多多多设设设定定定值值值控控控制制制器器器设设设计计计
(Design of multiple set-points controller
based on ADP)
对于仿射非线性离散系统,设计稳定的、具有很

好控制品质的控制器往往很难做到. ADP方法把神
经网络与动态规划方法相结合,设计非线性仿射系
统的控制器,可以保证在输入有界的情况下,使得被
控对象的状态跟踪设定值.但是控制器不能保证系
统的动态品质, 尤其是瞬态过程, 常常导致超调很
大.

将ADP算法与多模型控制相结合,在控制量有界
的前提下设计多设定值跟踪控制器,使被控对象的
状态从一个设定值跟踪到另一个设定值,逐渐的接
近最终的跟踪目标.这种思想,席裕庚教授在1996年
的非线性系统预测控制的多模型方法里就曾经提

出[12],后在相应的文献里又多次出现在实际应用当
中. 这种方法是将非线性被控对象的输出设定值阶
梯化, 再对不同的设定值其附近寻找系统的工作平
衡点,并在平衡点处将非线性系统线性化,据此设计
多个线性模型,然后基于多个线性模型设计控制器,
阶段性的跟踪阶梯状的参考设定值,最终跟踪到期
望设定值.但由于线性模型的逼近误差,多线性模型
控制器的切换常常导致系统不稳定,并且对被控对
象的输入输出特性有一定要求.

本文保留了多模型控制阶梯状设定值的思路,考
虑到ADP控制方法输入有界的优良性质, 不会由于
设定值的微小变化使得输出有大的波动.采用ADP
控制器,阶梯式的、渐近地跟踪设定值,减少超调,改
善控制品质.

考虑下面的带有控制器约束的非线性离散时间

系统:

x(k + 1) = f(x(k)) + g(x(k))u(k), k > 0,

其中:

f(x) =

[
−0.8x2(k)

sin(0.8x1(k)− x2(k)) + 1.8x2(k)

]
,

g(x) =

[
0

−x2(k)

]
.

设控制器约束为v̄ = 0.2,取式(5)中Q = I2, R =

0.5,初始状态x(0) =

[
x1 (0)
x2 (0)

]
=

[
0
0

]
.

选择评判网络和执行网络都为2个输入、8个隐
层神经元和1个输出的2–8–1结构模型, 初始权值均
设置为[– 0.1, 0.1],学习率αc =αa =0.1,每次迭代循
环1000次, 设状态x1(k)的参考轨迹η1(k)是在– 0.16
和0之间波动的矩形波,状态x2(k)的参考轨迹η2(k)
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是在0.2和0之间波动的矩形波, 则其状态轨迹曲线
如图2所示.

图 2 状态跟踪曲线

Fig. 2 The state tracking curves

由图2可看出, 对于设定的跟踪, 超调量还是比
较大的,接近100%,且稳定时间较长. 采用多模型控
制的思想[13], 设置阶梯状的参考轨迹, 使得系统状
态x(k)阶梯状地跟踪设定值,最终渐近的达到稳态.

首先, 建立2个设定值, 即x1(k)先跟踪– 0.08, 而
后跟踪到– 0.16;然后先跟踪– 0.08,再跟踪到0;即曲
线设定值0∼ – 0.08∼ – 0.16之间过渡.同理, x2(k)在
0∼ 0.1∼ 0.2之间过渡.则状态曲线图如图3所示.

图 3 2个阶梯形设定值的状态跟踪曲线
Fig. 3 The state tracking curves of 2 steps set-points

若建立3个设定值, x1(k)在0∼ – 0.05∼ – 0.11∼
– 0.16之间过渡. x2(k)在0∼ 0.07∼ 0.14∼ 0.2之间过
渡.则状态曲线如图4所示.

图 4 3个阶梯形设定值的状态跟踪曲线
Fig. 4 The state tracking curves of 3 steps set-points

对比图2至图4可看出,随着设定值的增加, 在调
节时间相差不大的情况下, 状态轨迹曲线的超调量
越来越小,跟踪的更平稳,系统也越稳定.
图5为分别采用1个、2个、3个设定值时, 控制量

u(k)的轨迹,从图中可以看出,由于控制器约束的存
在, 实际控制量与稳态控制之间的差值v(k)的幅值
始终被限制在[–0.2 0.2]之间,控制输入不会有大的
波动,保证了系统的稳定性.
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(a) 1个设定值时

(b) 2个设定值时

(c) 3个设定值时

图 5 控制量对比图

Fig. 5 The comparison of controlling quantities

在状态的初始值和最终期望跟踪的设定值η(k)
之间取N个中间设定值,设计阶梯状的参考轨迹,通
常要考虑以下两个问题:若N的选取过大,即中间设
定值过多,可以减少超调,但会使得系统的稳定时间
过长, 同时输出波动较大;若N过小, 中间设定值过
少,第N − 1个设定值与最终设定值η(k)之间有较大
的距离, 仍然会出现超调较大的结果.因此, 设计多
个设定值, N的选取往往针对以上两个因素折中处

理, 通常N取值2或3, 也可适当增大. 对于响应较快
的控制系统,可在状态的初始值和最终设定值之间
等间隔的取多个中间设定值,防止状态值在短时间
内增长过快;而对于响应较慢的控制系统,可在最终
设定值的60%∼80%处和最终的设定值之间设立多
个中间设定值.

4 化化化工工工过过过程程程连连连续续续搅搅搅拌拌拌釜釜釜的的的ADP控控控制制制(ADP
control of continuous stirred tank reactor )
化工过程连续搅拌釜(continuous stirred tank re-

actor, CSTR)是关联严重、非线性强的控制对象. 被
控对象的变量包括生成物的浓度、反应器的温度和

反应器冷却装置的温度等等,十分复杂.

对于CSTR反应过程的控制是一个典型的过程控
制问题,很多文献都提出过针对此类系统的控制器
设计方法, 其中就有多模型控制[14–15]. 首先求解系
统的平衡点曲线(近似为一个S型的曲线),在平衡点

附近建立多个线性模型, 并在线性模型附近建立过
渡型的设定值,使得系统状态阶梯式的上升. 但由于
线性模型与系统模型存在误差,模型的多少,模型的
选取,控制系统的鲁棒性,控制器的切换过程,或控
制量的跳变都会导致控制效果不好.

本文将具有控制器约束的ADP控制应用于CSTR
的控制,即采用阶梯式设定值,同时只是针对原非线
性系统设计ADP控制器,由于控制输入的上限约束,
不会带来多模控制切换过程中的输入值大的跳变,
保证了控制系统的稳定性,同时控制品质得到提高.

CSTR反应过程可由如下的离散时间状态方程和
输出方程来描述:

x1(k + 1) =

0.8x1(k) + 0.2Da(1− x1(k)) exp[
γx2(k)

γ + x2(k)
],

x2(k + 1) =

0.8x1(k) + 0.2BDa(1− x1(k)) exp[
γx2(k)

γ + x2(k)
] +

0.2βDa(u(k)− x2(k)),

y(k) = x2(k),

其中: 状态变量x1(k)为生成物的浓度, x2(k)为反应
器的温度,输入量u(k)为反应器冷却装置的温度.在
一定的反应条件下,取常量参数Da =0.072, γ =20,

B = 8, β = 0.3.

化成仿射形式

x(k + 1) = f(x(k)) + g(x(k))u(k), k > 0,

其中:

f(x(k)) =


0.8x1(k)+0.0144(1−x1(k)) exp[
γx2(k)

γ+x2(k)
]

0.74x2(k)+0.1152(1−x1(k)) exp[
γx2(k)

γ+x2(k)
]


 ,

g(x(k)) =

[
0

0.06

]
.

假设抗饱和控制器约束为v̄ =5. 取式(5)中, Q =
I2, R = 0.5;初始状态

x(0) =

[
x1(0)
x2(0)

]
=

[
0
0

]
.

选择评判网络和执行网络都为2个输入, 8个隐层
神经元和1个输出的2–8–1结构模型, 初始权值均设
置为[– 0.1, 0.1],学习率αc = αa = 0.1,每次迭代循
环1000次.

首先考虑单设定值的情况,系统直接跟踪到y(k)
= x2(k) = 5.5, 既η(k) = 5.5, 0 6 k 6 100, 经过k =
100步后,其状态轨迹曲线如图6所示.
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图 6 单设定值状态跟踪曲线

Fig. 6 The state tracking curves of one set-points

可看出, 系统的响应时间较长, 取4.5(最终设定
值的80%)为第一个设定值,之后在4.5和最终的设定
值5.5之间, 设立阶梯状的参考轨迹, 即取式(2)中的
η(k)为

η(k) =





4.5, 0 6 k < 30,

5, 31 6 k < 60,

5.5, k > 61.

使得输出逐渐跟踪上最终值5.5, 其状态轨迹曲
线如图7所示.

图 7 多设定值状态跟踪曲线

Fig. 7 The state tracking curves of multiple set-points

两图比较可看出, 对于输出量y(k) = x2(k), 单
设定值控制方法需要的调节时间约为75步,多设定
值控制需要70步; 在超调量方面, 单设定值控制的
峰值为6.5,多设定值控制仅在跟踪第一个阶梯时出
现了0.5的超调, 就全局而言, 输出量没有超过最终
值5.5. 因此,在调节时间相差不大的情况下,多设定
值控制能大大减小系统的超调,实现更平稳的跟踪.

图8是系统的控制律误差u(k)的轨迹, 其中点线
为单设定值控制律, 虚线为多设定值控制律. 由于
控制器约束的存在, 二者的控制律误差v(k)都在
v̄ = 5以内,但多设定值控制的误差更小.

图9为式(4)中性能指标J的曲线,同样地,点线为
单设定值控制作用下的结果,虚线为多设定值控制
作用下的结果,可看出,多设定值同样优于单设定值
控制方法.

图 8 控制量曲线

Fig. 8 The curves of controlling quantities

图 9 性能指标函数曲线

Fig. 9 The curves of performance indexes

5 结结结论论论(Conclusions)
本文主要研究了基于ADP算法的非线性离散时

间仿射系统的最优控制问题,采用多模型控制中多
设定值控制的思想,使得系统状态的参考轨迹成阶
梯状,逐渐跟踪到最终设定值;同时由于控制器约束
的存在,把控制量限定在合理的范围内.仿真实验达
到了期望的控制效果,极大的提高了系统的动态响
应特征和控制品质.
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