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摘要:研究单边Lipschitz非线性系统的函数观测器设计.基于线性矩阵不等式获得了函数观测器增益矩阵存在的
条件,然后提出函数观测器增益矩阵的设计方法. 通过一个仿真实例,验证所设计的函数观测器不仅能够估计系统
的状态,而且可使观测误差快速收敛到零.
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Functional observer design for a class of nonlinear systems
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Abstract: A functional observer design for one-sided Lipschitz nonlinear systems is investigated. The existence con-
ditions for gain matrices of a functional observer are derived based on linear matrix inequalities. Then, a design method
for gain matrices of the functional observer is presented. Simulation results show that the proposed approach estimate the
states of the system with a high convergence rate of the estimation errors.
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1 引引引言言言(Introduction)
自从Thau[1]提出非线性系统状态观测器的概念以

来,非线性系统的观测器设计问题一直受到研究者的
重视并提出了众多的设计方法,如扩展的Kalman滤波
器方法[2–3]、坐标变换法[4]、类Lyapunov方法[5–8]等.
在实际问题中,作为状态反馈的实施手段,对非线性
系统观测器的研究是十分有必要的[5]. 文献[6]提出了
一类Lipschitz非线性系统的观测器设计方法,文
献[7]对此类非线性系统给出了确保观测器渐近稳定
的充分必要条件,并提出观测器增益矩阵的设计方法.
文献[8]将文献[7]的研究结果推广到降维观测器的设
计中.
通常基于Lipschitz条件得到的观测器增益矩阵的

设计具有较大的保守性,为了减小保守性,数学界引
入单边Lipschitz条件.文献[9]扩展性地提出了单边
Lipschitz条件的概念,给出了单边Lipschitz非线性系
统观测器增益矩阵存在的充分条件,但没有给出有效
的观测器增益矩阵的设计方法. 文献[10]在文献[9]的
基础上,通过求解线性矩阵不等式得到观测器的增益
矩阵. 文献[11]得到单边Lipschitz非线性系统降维观
测器增益矩阵存在的充分条件.文献[12]提出了单
边Lipschitz非线性系统的观测器设计的新方法,利用

二次内积有界性给出了观测器增益矩阵存在的充分

条件,此条件须解非线性矩阵不等式,该文进一步将
该条件改进为解线性矩阵不等式,给出了观测器增益
矩阵的设计方法. 文献[13–14]利用Lyapunov方法,给
出了观测误差渐近稳定的条件,并将观测器的设计问
题转化为一组线性矩阵不等式的求解问题,通过求解
线性矩阵不等式直接设计观测器的增益矩阵. 文
献[15]基于代数Riccati方程,给出了单边Lipschitz
非线性系统降维、全维观测器的具体设计方法. 然而,
文献[9–15]给出的有关单边Lipschitz非线性系统的观
测器设计都是针对状态观测器,还没有见到针对此类
非线性系统函数观测器的设计.控制工程中函数观测
器专指重构状态反馈的函数的一类观测器. 直接重构
状态反馈的函数有可能使观测器的维数较降维状态

观测器维数更低,因而对单边Lipschitz非线性系统函
数观测器的研究是十分有必要的. 本文研究了单边
Lipschitz非线性系统的函数观测器设计问题.基于线
性矩阵不等式给出了函数观测器存在的条件,然后给
出函数观测器增益矩阵的设计方法.

本文中用到以下符号: Rn表示n维欧氏空间; (·)+
表示矩阵的Moore-Penrose伪逆; 〈·, ·〉表示欧几里德内
积.例如,已知x, y ∈ Rn,那么有〈x, y〉 = xTy,其中:
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xT是x ∈ Rn的转置; ‖ · ‖表示欧氏范数,即‖x‖ =√
〈x, x〉.

2 系系系统统统的的的描描描述述述与与与预预预备备备知知知识识识(System description
and preliminaries)
考虑如下非线性系统:

ẋ(t) = Ax(t) + Φ(x, u),
y(t) = Cx(t),

(1)

其中: x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rp分别表示系统的状

态、输入和输出; A ∈ Rn×n, C ∈ Rp×n为已知的实

矩阵, Φ(x, u)关于x, u都为连续的非线性函数.

下列的定义1−2由文献[13]给出.

定定定义义义 1 D为包含原点的区域,如果存在ρ ∈ R,
使得对任意的x1, x2 ∈ D,

〈Φ(x1, u
∗)−Φ(x2, u

∗), x1 − x2〉6ρ‖x1 − x2‖2,

(2)

那么称函数Φ(x, u)为关于ρ的单边Lipschitz函数,其
中ρ为单边Lipschitz常数,可以是正数、零或负数,条
件(2)被称为单边Lipschitz条件.

定定定义义义 2 D̄为包含原点的闭区域,对任意的x1,

x2,如果存在β, α ∈ R,使得

(Φ(x1, u
∗)−Φ(x2, u

∗))T(Φ(x1, u
∗)−Φ(x2, u

∗))6
β‖x1−x2‖2+α 〈x1−x2, Φ(x1, u

∗)−Φ(x2, u
∗)〉 ,

(3)

则称函数Φ(x, u)在区域D̄上为二次内部有界.

3 函函函数数数观观观测测测器器器设设设计计计(Function observer design)
对非线性系统(1),设计如下形式的函数观测器:

η̇(t) = Qη(t) + Sy(t) + TΦ(K+ς̂ , u),
ς̂(t) = η(t) + ϕy(t),

(4)

其中: η(t) ∈ Rr, 0 < r 6 n, K ∈ Rr×n为一给定的

矩阵, K+为矩阵K的伪逆. ς̂(t)为Kx(t)的状态重构
向量,要求ς̂(t)渐近收敛于Kx(t), Q ∈ Rr×r,其中:
S ∈ Rr×p, T ∈ Rr×n, ϕ ∈ Rr×p为待定矩阵.

给定K ∈ Rr×n, C ∈ Rp×n,记Y =

[
C

In

]
, Y +为

Y的伪逆. 考虑到ϕC+T = K可以表示成下式:

[ϕ T ]

[
C

I

]
= K, (5)

易知rankY = rank

[
Y

K

]
成立,因此方程(5)的一般

解为

[ϕ T ] = KY + + Z(Ip+n − Y Y +), (6)

其中Z是r × (n + p)维的任意矩阵. 令





J1 =KY +

[
Ip

0

]
, F1 =(Ip+n−Y Y +)

[
Ip

0

]
,

J2 =KY +

[
0
In

]
, F2 =(Ip+n−Y Y +)

[
0
In

]
,

(7)

则有ϕ = J1 + ZF1, T = J2 + ZF2.

引引引理理理 1 给定K ∈ Rr×n, C ∈ Rp×n,若有矩阵
Z ∈ Rr×(n+p)使得ϕ = J1 + ZF1满足以下条件

rank

[
K − ϕC

C

]
= rank




K − ϕC

C

(K − ϕC)A


 , (8)

那么存在矩阵Q ∈ Rr×r, S ∈ Rr×p使得下式成立:

QT + SC − TA = 0. (9)

证证证 由于式(9)可以表示成下式:

[Q S ]

[
T

C

]
= TA, (10)

考虑到T = K − ϕC,令φ =

[
T

C

]
, φ+为φ的伪逆.

由条件(8)成立,可得方程(10)的一般解为

[Q S ]= (TA)φ+ + X(Ir+p − φφ+), (11)

其中X为r × (r + p)维的任意矩阵. 令




M1 =(TA)φ+

[
Ir

0

]
, N1 =(Ir+p−φφ+)

[
Ir

0

]
,

M2 =(TA)φ+

[
0
Ip

]
, N2 =(Ir+p−φφ+)

[
0
Ip

]
,

(12)

则有Q = M1 + XN1, S = M2 + XN2,引理1证毕.
如果K ∈ Rr×n为行满秩矩阵,则K+ = KT

(KKT)−1为矩阵K的伪逆,且

K(K+ς̂ − x) = ς̂ −Kx, (13)

其中: ς̂ ∈ Rr, x ∈ Rn,存在可逆矩阵Υ ∈Rr×r, Ψ ∈
Rn×n使得K = Υ−1(Ir 0)Ψ−1,由此可以推出下式:

K+ς̂ − x = Ψ

[
Ir

0

]
Υ (ς̂ −Kx). (14)

定定定理理理 1 考虑系统(1). 假设存在常数ρ, α, β ∈
R,使得非线性函数Φ(x, u)满足条件(2)−(3). 给定行
满秩矩阵K ∈ Rr×n,如果有矩阵Z ∈ Rr×(n+p),使得
条件(8)成立,且存在矩阵P = PT > 0, X ,以及常数
ε1, ε2满足如下线性矩阵不等式:[

Ω + (ε1ρ + ε2β)ΓTΓ Λ

ΛT −ε2I

]
< 0, (15)

其中: Ω = P (M1 + XN1) + (M1 + XN1)TP, Γ =
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Ψ [Ir 0]TΥ ,可逆矩阵Υ ∈ Rr×r, Ψ ∈ Rn×n使得K =
Υ−1(Ir 0)Ψ−1,矩阵M1, N1由式(12)给定, Λ=PT +
(−ε1+αε2)γT[Ir 0]ΨT

2
,那么函数观测器(4)的观测

误差收敛于零. 此时,矩阵ϕ=J1+ZF1, T =J2+
ZF2,若线性矩阵不等式(15)有可行解,则存在矩阵P

=PT >0, X ,那么有Q=M1+XN1, S =M2+XN2.

证证证 取T = K − ϕC,由观测器(4)可得观测误差
为

e(t) = ς̂ −Kx(t) = η(t)− Tx(t), (16)

因此观测误差动态方程满足

ė(t) = η̇(t)− T ẋ(t). (17)

将系统(1)与(4)代入式(17),整理后可得

ė(t) = Qe(t) + (QT + SC − TA)x(t) + T∆Φ,

(18)

其中∆Φ = Φ(K+ζ̂, u)− Φ(x, u). 如果存在矩阵Z ∈
Rr×(n+p)满足引理1的条件,那么误差动态方程(18)可
表示成下式:

ė(t) = Qe(t) + T∆Φ, (19)

其中Q = M1 + XN1.
选取Lyapnnov函数

V (e) = e(t)TPe(t), P = PT > 0, (20)

则V (e)沿着闭环系统轨线的导数为

V̇ (e) = e(t)TΩe(t) + 2e(t)TPT∆Φ =
[
e(t)
∆Φ

]T [
Ω PT

TTP 0

] [
e(t)
∆Φ

]
. (21)

由于非线性函数Φ(x, u)满足条件(2)−(3),考虑到
式(14)(16),因此对任意的正数ε1,有

ε1

[
e(t)
∆Φ

]T

ρΓTΓ −ΓT

2
∗ 0




[
e(t)
∆Φ

]
> 0. (22)

对任意的正数ε2,有

ε2

[
e(t)
∆Φ

]T

βΓTΓ

αΓT

2
∗ −I




[
e(t)
∆Φ

]
> 0, (23)

其中Γ = Ψ [Ir 0]TΥ .
由式(21)−(23)可得

V̇ (e) 6
[
e(t)
∆Φ

]T [
Ω + (ε1ρ + ε2β)ΓTΓ Λ

ΛT −ε2I

] [
e(t)
∆Φ

]
.

(24)

若存在矩阵P = PT > 0, X以及正数ε1, ε2,使得
线性矩阵不等式(15)成立,则对任意e(t) 6= 0,有

V̇ (e) < 0, (25)

这表明当 t→∞时, e(t)→0. 所以当 t→∞时, ς̂(t)
→Kx(t). 定理1证毕.
综上可得函数观测器(4)增益矩阵的具体设计步

骤:

步步步骤骤骤 1 给定矩阵K ∈ Rr×n,按式(7)计算矩阵
J1, J2, F1, F2,那么有ϕ = J1 +ZF1, T = J2 +ZF2,
其中Z是r × (n + p)维的任意矩阵.

步步步骤骤骤 2 验证矩阵Z ∈ Rr×(n+p)是否使得条件

(8)成立. 若成立则进入下一步,否则返回步骤1或者停
止.

步步步骤骤骤 3 按式(12)计算矩阵M1, M2, N1, N2. 并
按定理1要求求解线性矩阵不等式(15).

步步步骤骤骤 4 若存在矩阵P , X1 = PX和正数ε1, ε2

满足线性矩阵不等式(15),那么有X =P−1X1, Q=
M1 + XN1, S = M2 + XN2. 函数观测器增益矩阵
设计完毕.

4 仿仿仿真真真实实实例例例(Simulation example)
考虑形如式(1)的非线性系统,其中:

A=




0 1 0 0
−48.6 −1.26 48.6 0

0 0 0 10
1.95 0 −48.6 0


 , C =




1 0
0 1
0 0
0 0




T

,

Φ(x, u) = [0 21.6u 0 −x
1
3
4

], u = sin t.

给 定 行 满 秩 矩 阵K =




0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 1


,由 于

rank(K) = 3 < 4,那么所设计的函数观测器(4)为降
维观测器,取Z = 0,按定理1设计函数观测器,得到

P =




3.4409 0.8012 −0.3015
0.8012 2.8874 −2.0486
−0.3015 −2.0486 1.8802


 ,

ϕ=




0 0.5
0 0
0 0


, Q=



−2.9026 −24.3 24.3
1.2338 48.6 −48.6
−30.6032 58.6 −48.6


,

T =




0 0.5 0 0
0 0 0 1
0 0 1 1


 , S =



−24.3 0.8213
1.95 −0.6169
1.95 15.3016


 .

状态x2和x4的误差响应曲线如图1−2所示,其中:
初值为x2(0)=0, x̂2(0) = −1, x4(0) = −2, x̂4(0)
= 1,仿真结果表明,状态x2和x4的误差响应曲线能够

在6 s内收敛到0.
给定矩阵K = I4,函数观测器(4)为全维观测器,

状态x2和x4的误差响应曲线如图3−4所示. 仿真结果
表明,状态x2和x4的误差响应曲线能够在5 s内收敛
到0.
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图 1 状态x2的误差响应曲线

Fig. 1 Observer error dynamics of state x2

图 2 状态x4的误差响应曲线

Fig. 2 Observer error dynamics of state x4

图 3 状态x2的误差响应曲线

Fig. 3 Observer error dynamics of state x2

图 4 状态x4的误差响应曲线

Fig. 4 Observer error dynamics of state x4

5 总总总结结结(Conclusions)
本文研究了单边Lipschitz非线性系统的函数观测

器设计问题,通过求解线性矩阵不等式(LMI)给出了

函数观测器增益矩阵存在的条件.当矩阵K的秩小于

状态的维数,所设计的函数观测器实现了降维观测器
的功能;矩阵K的秩等于状态的维数,所设计的函数
观测器实现了全维观测器的功能.仿真结果表明本文
设计方法的有效性.
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