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摘要:尽管区间参数高维多目标优化问题普遍存在且非常重要,但是,目前求解该问题的方法却很少. 本文提出
一种有效解决该问题的集合进化优化方法,通过在进化过程中融入决策者的偏好,以得到符合决策者偏好
的Pareto解集. 该方法将原优化问题转化为以超体积、不确定度、决策者满意度为新目标的确定型3目标优化问题;
为了求解转化后的优化问题,采用集合Pareto占优关系比较个体,并设计融入决策者偏好的延展性测度,以进一步
区分具有相同序值的个体;此外,还提出集合变异与重组策略,以生成高性能的子代种群. 采用4个基准高维多目标
优化问题和1个汽车驾驶室设计问题测试所提方法的性能,并将其与另外3种方法进行对比. 实验结果验证,该方法
能得到收敛性、延展性、不确定度,以及决策者满意度均衡的Pareto解集.
关键词: 进化算法;高维多目标优化;偏好;区间;集合进化

中图分类号: TP301 文献标识码: A

Optimizing interval higher-dimensional multi-objective problems using
set-based evolutionary algorithms incorporated with preferences

GONG Dun-wei, JI Xin-fang†
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Abstract: Multi-objective optimization problems with interval parameters are ubiquitous and important，yet not many
effective methods are available for solving them. To solve these problems, we propose a set-based evolutionary algorithm
incorporated with decision-maker (DM)’s preferences to obtain a Pareto solution set which satisfies DM’s preferences. In
this algorithm, the original optimization problem is first transformed into a tri-objective deterministic optimization problem
with three performance indicators: hyper-volume, uncertainty and DM satisfaction. To solve the transformed problem,
we employ a set-based Pareto dominance relation to compare different individuals. Individuals with the same rank are
distinguished by using a specially designed extension measure incorporating DM’s preferences. Additionally, a set-based
mutation and recombination scheme is suggested to generate an offspring with high performance. Four benchmark multi-
objective optimization problems and a car cab design problem have been used to evaluate the proposed method; results are
compared with those from other three methods. Conclusions indicate that the proposed method can obtain a Pareto solution
set with a desirable compromise between the convergence, extension, uncertainty and the DM’s satisfaction.

Key words: evolutionary algorithms; higher-dimensional multi-objective optimization; preference; interval; set-based
evolution

1 引引引言言言(Introduction)
在现实生活中,有多种含有多个目标的优化问题,

如汽车驾驶室设计[1]和热轧带钢轧制批量计划[2]. 这
些优化问题的共同点是: 它们不仅包含多个目标,而
且各目标之间是相互冲突的,即不能找到1个解,使其
在所有目标上都达到最优,称这类优化问题为多目标
优化问题.由于主客观因素的影响,这些目标中往往
含有不确定参数,如模糊数、随机变量或者区间,这类
问题称为不确定多目标优化问题.当相互冲突的目标
函数多于3个时,称为不确定高维多目标优化问题.进

一步地,本文求解含区间参数的高维多目标优化问题.

目前,已有的基于占优准则的多目标进化优化方
法求解高维多目标优化问题时,目标函数的增多导致
如下困难[1]: 1)种群中大部分解为非被占优解,减缓
了搜索进程; 2)重组操作生成高性能解的概率降低;
3)指数提高了进化过程中一些性能指标的计算耗时;
4)无法观测问题的Pareto前沿. 因此,结合区间参数优
化问题本身求解的复杂性,寻求有效的方法解决区间
参数高维多目标优化问题,是十分有意义的.

已有的多目标进化优化方法的目的是找到收敛性
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与分布性均衡的Pareto前沿. 在实际应用中,决策者只
需要求得众多前沿面解中的1个或几个.因此,搜索
Pareto优化解只是优化任务的一个方面. 为了得到决
策者最满意的解,另一个任务–决策也是非常重要的,
为此需引入决策者偏好信息.从总体上讲,有3种引入
偏好信息的方式[3]: 先验法,即先决策后优化;后验法,
即先优化后决策;交互法,即边优化边决策. 其中,交
互法能提供比先验法准确的偏好信息,同时,算法耗
时比后验法少,且决策者选择负担小. 鉴于此,本文将
采用交互法求解区间参数高维多目标优化问题.

本文针对区间参数高维多目标优化问题,提出一
种融入决策者偏好的集合进化优化方法. 该方法采用
语言值表达决策者偏好;根据给出的偏好,能够求出
一个集合满足决策者偏好的程度,结合集合的超体积
和不确定度,将原区间参数优化问题转化为3目标确
定型优化问题;采用NSGA-II范式,求解转化后的优
化问题,利用基于集合的Pareto占优关系,以及设计的
融入决策者偏好的延展性测度,能够得到个体的全序
关系;通过提出的集合变异和重组策略,产生高性能
的子代种群.

本文的结构安排如下: 第2节综述相关工作;第3
节详细介绍本文提出的方法;所提方法在典型区间高
维多目标优化问题的应用及对比实验,将在第4节给
出;最后,第5节总结全文,并指出需要进一步研究的
问题.

2 相相相关关关工工工作作作(Related work)
考虑如下优化问题:



minf(x, c) = (f1(x, c), f2(x, c), · · · ,

fm(x, c)),

s. t. x ∈ S ⊂ Rn,

c = (c1, c2, · · · , cl)T,

ck = [c−k, c̄k], k = 1, 2, · · · , l,

(1)

式中: x为n维决策变量; S为x的决策空间; fi(x, c)
= [f

−i(x, c), f̄i(x, c)](i = 1, 2, · · · ,m)为第i个含区

间参数的目标函数; m为目标函数的个数,且m > 3;
c为区间向量参数, ck为c的第k个分量, c−k和c̄k分别为

ck的下限和上限.如果不同目标函数的标度不同,则
将问题(1)各目标函数归一化处理[4].

Limbourg等针对目标函数含有噪声的多目标优化
问题,利用区间表示不确定目标函数值,定义区间占
优关系及反映优化解逼近性和分布性的超体积测度,
给出解决该问题的非精确传播多目标进化算法

(imprecision-propagating multi-objective evolutionary
algorithm, IP--MOEA)方法[5]. 笔者曾提出含区间参数
的多目标进化优化方法,定义基于区间目标函数值的
Pareto占优关系和拥挤距离测度,并用于比较个体的

优劣[6].

上述2种方法直接求解区间参数多目标优化问题,
这些问题的目标函数一般为2或3个.对于多于3个目
标函数的区间参数优化问题,目前,相关的求解方法
还很少.

采用新的占优关系代替传统的Pareto占优关系,以
提高选择Pareto优化解的压力,可以求解高维多目标
优化问题,但是,需要付出昂贵的计算代价. 如果采用
合适的方法,将高维多目标函数缩减为2或3个,甚
至1个,那么,就可以利用已有的方法,高效地比较不
同优化解,此即高维多目标优化问题的降维求解.
Murata等采用目标函数间的相互关系构建目标组,然
后将同一组的目标函数进行加权,从而减少优化问题
目标函数的个数[7]. Lygoe等通过设计的系统化和模
块化的进程,将Pareto优化前沿进行分类,采用包含偏
好的基于规则的主元分析,识别每类的冗余目标[8].
Sato等提出的算法中采用部分Pareto占优,即仅采用
部分目标函数,比较2个解之间的占优关系,提高了非
被占优解的选择压力,且选择的目标函数集每隔固定
代数变化一次[9]. Ishibuchi等为了增加非被占优解的
选择压力,采用加权的目标函数值作为适应值,用于
父代选择和种群更新[10]. Lindroth等提出一种最优的
减少目标集的方法,使得减少目标后优化问题的前沿
近似于原问题的前沿[11].

上述降维方法得到的目标函数(集),是原目标函数
集的各种组合.从而,当目标函数很多,而冗余目标很
少时,降维后的目标函数(集)也可能很大.因此,需进
一步提高这些方法的性能.

目前,还存在一种基于集合进化的方法求解高维
多目标优化问题. Bader等[12]将种群划分为几个解集

合,仅以集合的超体积为优化目标,并设计基于超体
积的集合重组策略,将该方法与传统的多目标进化优
化方法比较,证实了其高效性. 该方法将多目标优化
问题转换为单目标优化问题,但是,这种转换脱离了
原目标函数集,因此,该方法能够克服上述降维方法
可能遇到的困难.目前,这方面的研究成果还很少,本
文也将采用集合进化方法,对区间参数高维多目标优
化问题降维求解.

可以看出,上述方法的目的都是找到收敛性好且
分布均匀的Pareto前沿. 但是,在实际应用中,只需得
到决策者最满意的解,为此,需在进化过程中融入决
策者的偏好信息.

目前,针对确定型多目标优化问题,已经有很多交
互式多目标进化优化方法. Rachmawati等将采用目标
间相对重要性描述的决策者偏好,映射到标准Pareto
前沿上,从而得到它的数学模型,利用该模型,将偏好
信息分别融入到约束、秩惩罚、拥挤距离计算中,并用
于NSGA-II中优化解的进一步排序[13]. Lily等采用不
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精确向量表示决策者偏好,该不精确向量由语言描述,
且每个语言变量根据决策者的期望,具有3种程度的
不确定性. 这种不确定性对应目标子集里期望解的密
度,在进化过程中决策者可以更改语言变量值,且偏
好信息被用于修改个体间的占优关系[14]. Said等采用
参考点体现决策者的偏好,并提出一种基于该参考点
的占优关系, r–占优. 这种占优关系可以区分任意2个
解,引导种群向决策者偏好的区域进化[15].

对于区间参数多目标优化问题,笔者提出的方法
定期将部分非被占优解提交给决策者,以最差解为顶
点,构建偏好多面体,并用于优化解排序[16]. 此外,笔
者针对区间混合性能指标优化问题,提出一种不确定
偏好大种群进化优化方法. 该方法中决策者偏好采用
交互法输入,并用区间表示;通过求解一个优化问题
将区间偏好量化;通过计算具有相同Pareto序值个体
的决策者偏好值,进一步区分它们的性能[17].

可以看出,上述方法要么解决区间参数多目标优
化问题,要么解决确定型高维多目标优化问题,而针
对区间参数高维多目标优化问题的求解方法还很缺

乏. 因此,将交互式融入决策者偏好与集合进化相结
合,求解区间参数高维多目标优化问题,是非常有意
义的,也是本文的主要工作.

3 提提提出出出的的的方方方法法法(Proposed method)
本文求解式(1)描述的区间参数高维多目标优化问

题,提出一种交互式融入决策者偏好的集合进化优化
方法. 该方法在种群进化前,请求决策者输入对各目
标的偏好(将在第3.1节详述);采用反映Pareto前沿逼
近性、不确定性以及满足决策者偏好程度的性能指标,
将原优化问题转化为确定型的3目标优化问题(将在
第 3.2节详述);为了求解转化后的优化问题,采用
NSGA-II范式,利用集合Pareto占优关系得到个体的
序值;对具有相同序值的个体,通过个体延展性,进一
步比较其性能(将在第3.3节详述);通过设计的集合进
化策略,产生高性能的子代个体(将在第3.4节详述).
在进化过程中,每隔20代,决策者可以修改偏好信息.
当算法满足终止条件时,第1个优势个体即可作为满
足决策者偏好的原优化问题的Pareto最优解集.

为了实现本节方法,需要解决如下4个关键技术:
决策者偏好表示、优化问题降维转化、集合比较,以及
集合进化策略设计等.

3.1 决决决策策策者者者偏偏偏好好好表表表示示示(Expression of decision-
maker’s preferences)
指定目标向量的期望范围,是一种直观表示决策

者偏好的方式[18]. 因此,本节借鉴文献[14]的思想,采
用由语言值构成的向量g = (g1, g2, · · · , gm),表示决
策者偏好,其中gi反映第i个目标的期望范围.

为了便于说明,本文可能用到的语言值限定为

“很小”、“小”、“中”、“大”,以及“很大”,且对
于每个语言值,采用高斯隶属函数表示. 为此,对于每
一目标函数,首先,通过合适的方法,设定其最小和最
大值;然后,将基于最小和最大值形成的区间,均匀划
分为4等分,并自小到大将每一等分的端点,依次作为
上述语言值高斯隶属函数的均值;最后,将决策者对
其给出偏好的不确定程度作为高斯函数的均方差. 为
了便于利用,将该不确定度分为3个等级,即“低”、
“中”、“高”,量化值分别对应每个目标范围的
2.5%, 5%, 10%. 通过上述方法,能够得到每一语言值
的隶属函数,如图1所示,其表达式为

µi
j(z) =





e
−(

z−ui
j

σi
j

)2

, U i
min 6 z 6 U i

max,

0, 其他,
(2)

式中: µi
j(z)表示第i个目标函数的值z属于语言值j的

程度, j ∈{很小,小,中,大,很大}; U i
min和U i

max分别

为第 i个目标函数的最小和最大值; ui
j和σi

j分别为

µi
j(z)的均值和均方差.

图 1 语言值的隶属函数

Fig. 1 Membership functions of linguistic values

鉴于本文优化问题的目标函数值为区间,而式(2)
仅适合于计算某精确数的隶属度,因此,需要扩展式
(2),使其能够计算任一区间的隶属度.利用辛普森求
积公式,第i个目标的区间fi(x, c) = [f

−i(x, c), f̄i(x,

c)]属于语言值j的程度为

µi
j(fi(x, c)) =

1
f̄i(x, c)− f

−i(x, c)

w f̄i(x,c)

f−i(x,c)
µi

j(z)dz =

1
6
(µi

j(f−i(x, c)) + µi
j(f̄i(x, c)) +

4µi
j(f−i(x, c) + f̄i(x, c))/2). (3)

3.2 优优优化化化问问问题题题降降降维维维转转转化化化(Dimensionality reduction
of optimization problem)
本节解决的问题是,如何将区间参数高维多目标

优化问题转化为确定型多目标优化问题,使得转化后



1372 控 制 理 论 与 应 用 第 30卷

优化问题目标函数的个数远少于原优化问题.鉴于已
有降维方法存在的缺陷,借鉴文献[12]的思想,本节将
采用合适的性能指标对问题(1)降维求解.

对于确定型多目标优化问题, Pareto优化解集一般
要求具有如下3个特性[19–20]: 1)对应的Pareto前沿离
真实Pareto前沿近,即具有好的逼近性; 2)构成Pareto
前沿的点在目标空间分布均匀,即具有好的分布性;
3) Pareto前沿在每个目标取到尽可能优的值,即具有
好的延展性. 对于区间参数多目标优化问题,除了对
Pareto优化解集要求上述 3个特性外,还要求对应的
Pareto前沿具有小的不确定度.目前,适用于区间参数
多目标优化问题Pareto优化解集的性能指标还比较少,
仅有Limbourg等[5]提出的超体积和不确定度,其中,
超体积能同时反映Pareto前沿的逼近和分布性,因此,
本文将超体积和不确定作为转化后优化问题的2个目
标函数. 此外,为了使得到的Pareto优化解集满足决策
者偏好,也将决策者偏好的满足度作为转化后优化问
题的1个目标函数. 这样一来,式(1)描述的优化问题
能够转化为如下确定型的3目标优化问题:

max F1(X) = λ(
⋃

xj∈X

{h|f
−
(xj) < h < f̄(xref)}),

F2(X) = − ∑
xj∈X

m∑
i=1

|f̄i(xj)− f
−i(xj)|,

F3(X) =
1

mN

∑
xj∈X

m∑
i=1

µi
gi

(fi(xj)),

s. t. X ∈ P (S),
(4)

式中: P (S)为S的幂集,由S的所有子集构成; X =
{x1,x2, · · · ,xN}为由问题(1)的N个解构成的集合,
也为问题(4)的进化个体; N为X包含的原优化问题解

的个数; λ(·)为勒贝格测度; xref是用于计算超体积的

参考点. 一般地,对于最大化问题,参考点由小于或等
于优化问题各目标最小值的点组成;对于最小化问题,
参考点则由大于或等于优化问题各目标最大值的点

组成. 由于本文采用的测试函数经不确定化后,均是
最大化问题,且经过归一化处理,因此,参考点取为
(0, · · · , 0, 0).

由式(4)可以看出, 1) F1(X)用于反映X的逼近度,
该值越大,说明越逼近原优化问题的真实Pareto前沿;
2) F2(X)用于反映X的不确定度,该值越大,说明X

中原优化问题解的不确定度越小; 3) F3(X)用于反映
X符合决策者偏好的程度,该值越大,说明X越符合

用户偏好,取值范围为[0, 1].
可以看出,上述转化方法具有下述3个特点: 1)转

化后优化问题的目标函数脱离了原目标函数集,且个
数远少于原优化问题; 2)转化后优化问题的决策变量
是原优化问题的解集; 3)转化后优化问题是确定的.
由此可知,转化后优化问题的最优解可作为原优化问

题的一个最优解集,因此,与已有的方法有本质区别.

通过上述过程,将区间参数高维多目标优化问题
转化为确定型多目标优化问题.为了得到原优化问题
高性能的Pareto优化解集,寻找合适方法求解式(4)表
示的优化问题,是非常必要的.

本文将采用NSGA-II范式,求解上述转化后的优
化问题. NSGA-II中包含的主要操作有: 快速非被占
优排序、拥挤距离计算、精英选择策略以及交叉、变

异等遗传操作,这些操作都是基于单个解的,而式(4)
中的个体解码后不再是传统意义上的一个解,而是一
个解集,因此,上述操作均需重新设计.第3.3节首先给
出集合进化个体的优劣比较方法,包含集合Pareto占
优关系的定义和延展性测度计算;然后,第3.4节给出
集合进化策略,包含选择、集合变异和集合重组操作.

3.3 集集集合合合比比比较较较(Comparison of sets)
文献[21]基于解的占优关系,提出集合占优关系,

本质仍然是比较属于不同集合的解的质量,因此,随
着目标函数的增多,互不占优集合的数量也会增加,
导致选择压力降低. 本文基于式(4)赋予个体适应值,
把原优化问题集合的比较,转化为转化后优化问题解
的比较,因此,基于集合的Pareto占优关系类似于传统
Pareto占优关系,有利于提高集合的选择压力,其定义
如下:

定定定义义义 1 假设X1与X2为问题(4)的任意2个解,即
X1, X2 ∈ P (S),且X1 6= X2,

1) 如果∀k ∈ {1, 2, 3},有Fk(X1) > Fk(X2),且
∃k′ ∈ {1, 2, 3},使得Fk′(X1) > Fk′(X2),则称X1集

合占优X2,记为X1 Âspar X2;

2) 如果∃k′ ∈ {1, 2, 3},使得Fk′(X1) > Fk′(X2),
且∃k′′ ∈ {1, 2, 3},使得Fk′′(X1) 6 Fk′′(X2),则称
X1和X2互不集合占优,记为X1||sparX2.

利用定义1,能够得到种群个体的序值.对于种群
中相同序值的个体,需要设计个体性能进一步比较的
策略.第3.2节提到问题的Pareto优化解集需要满足3
个特性,而式(4)描述的转化后优化问题只能体现收敛
性和分布性,因此,这里将采用一种能体现Pareto优化
解集延展性的测度.文献[22]给出了一种延展性度量
方法,但是,仅适用于目标函数为精确值的情况. 本文
将该度量扩展到能适用于目标函数为区间的情况,并
用于进一步比较具有相同序值的个体.该延展性测度
可以表示为

Is(X) =

√
m∑

i=1

(max
xj∈X

f̄i(xj)− min
xj∈X

f
−i(xj))2

√
m∑

i=1

(max
z∈Z

fi(z)−min
z∈Z

fi(z))2
, (5)

式中Z为决策者期望得到的集合,通过第3.1节决策者
对每个目标的偏好范围,调节分母取值.



第 11期 巩敦卫等: 融入偏好的区间高维多目标集合进化优化方法 1373

可看出,式(5)中的分子和分母均是由Zitzler等[19]

提出的计算集合延展性的公式,分子计算的是所得集
合X的真实延展性,分母计算的是决策者期望得到的
集合Z的延展性,因此: 1)当Is(X) = 1时, X具有理

想的延展性; 2)当Is(X) > 1时,具有高延展性; 3)当
Is(X) < 1时,具有低延展性. 本文希望得到的进化个
体X的实际延展性接近期望延展性,因此,为了能够
比较2个体的延展性,对式(5)进行如下扩展:

D(X) = |Is(X)− 1|, (6)

用于计算经式(5)得到的X的延展性与理想延展性的

距离. 该值越小,则Is(X)越接近1,即X的实际延展性

越接近决策者期望得到的延展性,说明X中原优化问

题解的延展性越理想, X的性能越好;反之亦然.

通过上述方法,能够对种群的个体进行优劣比较.
为了产生高性能的优化解,下面给出有针对性的进化
策略.

3.4 集集集 合合合 进进进 化化化 策策策 略略略 设设设 计计计(Design of set-based
evolution strategies)
本节详细阐述基于集合的选择、交叉及变异策略.

1) 交配选择.

采用规模为2的联赛选择,方法如下: 对于任意2
个体X1和X2,如果X1 Âspar X2,选择X1作为优胜个

体;如果X2 Âspar X1,选择X2作为优胜个体;如果
X1||sparX2,选择X =arg min{D(X1), D(X2)}作为
优胜个体.

2) 集合变异.

对选择进行变异操作的个体Xi,选取Xi中最差的

解进行变异,该操作进行 brand(0, 1) ·Nc次,其中:
rand(0, 1)为区间[0, 1]的随机数; b·c为向下取整函数.
假设Xi中第j个原优化问题的解最差,即xij被选定,
那么,通过下式进行变异:




x′dij = xd
ij + ∆xd

ij,

∆xd
ij =





rand(0, 1) · (P d
l − xd

ij),
rand(0, 1) · (P d

g − xd
ij),

rand(0, 1),

(7)

式中: d = 1, 2, · · ·n; x′dij为xd
ij变异后的第d个分量;

∆xd
ij为变异步长; Pl为Xi中原优化问题的最优解;

Pg为进化种群的最优个体中原优化问题的最优解.

由式(7)可以看出,可以有3种方式得到∆xij的值,
但是,每次变异只需随机选取1种. 如果x′ij优于xij ,
那么,用x′ij替换xij ;如果xij优于x′ij ,那么,不用x′ij
替换xij . 这种对最差解变异的方式,优于以往的随机
变异操作,能够加速种群的进化.

需要说明的是,在每次变异操作前,需对Xi中原

优化问题解进行全序排序,从而挑出最差和最优解.
该排序方法为:先采用区间Pareto占优关系[6],得到解

的Pareto序值,对于序值相同的解,再利用式(3)计算
解满足决策者偏好的程度,满足度越高,解的性能越
好.此方法也用于x′ij和xij之间的优劣比较.

3) 集合重组.
集合重组操作的目的,是期望得到的Pareto优化解

集中的解均为非被占优解. 对于转化后优化问题的3
个个体X1, X2, X3,依式(8)的方式组合,从而生成3
个新的个体X ′

1
, X ′

2
, X ′

3
,其中“∩”表示从2个合并的

个体中,选择原优化问题性能最优的前N个解,形成
新的个体.采用类似的方法,能够得到集合数多于3
个时的重组结果.




X ′
1

= X1 ∩X2,

X ′
2

= X2 ∩X3,

X ′
3

= X3 ∩X1.

(8)

3.5 算算算法法法步步步骤骤骤(Steps of algorithm)
本文所提方法的步骤如下:
步步步骤骤骤 1 初始化规模为w的集合进化种群P (0),

且每个集合进化个体包含问题(1)的N个解;令进化代
数t = 0;
步步步骤骤骤 2 采用第3.1节的方法,表示决策者偏好,

并输入决策者的偏好信息;
步步步骤骤骤 3 采用第3.2节的式(4)计算集合进化个体

适应值,从而将原优化问题转化为3目标优化问题;
步步步骤骤骤 4 采用第3.3节提出的集合Pareto占优关系

和延展性测度,对种群P (t)中的进化个体进行排序;
步步步骤骤骤 5 采用第3.4节的集合进化策略,实施基于

集合的联赛选择、变异,以及重组操作,生成临时种
群Q(t);
步步步骤骤骤 6 合并P (t)和Q(t),并选取前w个进化个

体组成子代种群P (t + 1);
步步步骤骤骤 7 判断种群进化终止条件是否满足,如果

是,输出种群的第1个优势个体,算法结束;否则,令t

= t+1,如果mod (t, 20) 6= 0,转步骤3;否则,反馈第
1个优势个体中原优化问题所有解的各目标区间中点
平均值的曲线给决策者,并询问决策者偏好是否改变,
如果是,转步骤2;否则,转步骤3.

4 应应应用用用(Applications)
为了验证所提方法,记为融入偏好的区间高维多

目标集合进化算法(set-based evolutionary algorithms
incorporated with preferences for solving interval many
objective problems, PI--SET--MOEA)的有效性,将所
提方法与如下3种方法比较. 方法1记为IP--MOEA[5],
是一种典型的区间参数多目标进化优化方法,采用该
方法种群进化结束后,根据决策者偏好选择1个Pareto
优化解集;方法2记为SET--MOEA[12],是一种基于集
合的进化优化方法,种群进化结束后,根据决策者偏
好选择1个个体;方法3在种群进化前确定决策者偏好,
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且该偏好在种群进化过程中不变,并采用本文方法求
解,记为Priori PI--SET--MOEA(PPI--SET--MOEA).在
这些方法中,所提方法属于交互法,方法1与方法2均
属于后验法,而方法3属于先验法. 与方法1比较,是为
了验证所提方法优于传统的区间参数多目标进化优

化方法;与方法2比较,是为了验证本文所提的集合进
化优化方法优于方法2所提的集合进化优化方法;同
时,与这3种方法比较,也是为了说明所提方法能更快
的得到符合决策者真实偏好的优化解集. 每种方法采
用MATLAB 7.0编程实现,且均独立运行20次.

4.1 优优优化化化问问问题题题(Optimization problems)
选择基准优化问题DTLZ1, DTLZ2, DTLZ3,以及

DTLZ5[23]进行性能验证. 各优化问题决策变量的取
值范围均为[0, 1];决策变量的维数为n = m + k − 1,
DTLZ1中k的取值为5, DTLZ2, DTLZ3以及DTLZ5中
k的取值为10. 实验中, DTLZ1和DTLZ2的目标函数
个数分别取2, 5, 15,以及20; DTLZ3和DTLZ5的目标
函数个数分别取5, 15,以及20.

鉴于上述优化问题的目标函数均不含有区间参数,
为了测试不同方法的性能,采用文献[5]的方法引入扰
动因子,使得目标函数值为区间. 具体地讲,对于2目
标优化问题,其目标函数的扰动量分别为sin(10π ·∑
i

xi)/4和sin(20π
∑
i

xi)/4;当优化问题分别含有5,

15,以及20个目标函数时,每个目标函数的扰动量相
同,分别为sin(10π

∑
i

xi)/4, sin(20π
∑
i

xi)/4,以及

sin(40π
∑
i

xi)/4. 扰动后,相应的优化问题分别记为

DTLZ1′, DTLZ2′, DTLZ3′,以及DTLZ5′,且均为最大
化问题.

此外,为了进一步验证PI--SET--MOEA的性能,将
其应用于1个工程设计问题,即汽车驾驶室设计问
题[1]. 该问题是一个包含9个目标的车辆性能优化问

题,包含11个变量,数学模型见附录. 为了利用该问题
测试不同方法的性能,对每个目标引入扰动分量
sin(20π

∑
i

xi)/4,使得每一目标函数值为区间.

4.2 参参参数数数设设设置置置(Parameters setting)
综合考虑文献[5, 12]中种群的规模,将PI--SET--

MOEA的种群规模和每一个体包含原优化问题解的
个数均取10,采用第3.4节提出的集合进化策略; PPI--
SET--MOEA采用同样的参数. 同样, SET--MOEA的种
群规模和每一个体包含原优化问题解的个数均取10,
根据文献[12]的实验结果,变异步长为10;对于IP--
MOEA,种群规模取100,使其与前3种方法中种群所
包含的原优化问题解的个数相同;进一步地,文献
[5,12]中, SET--MOEA中的集合变异操作和IP--MOEA
中的遗传操作均采用规模为2的联赛选择、模拟二进
制交叉,以及多项式变异,其中,交叉和变异概率分别
为 0.9和 0.1. 文献[5]中, 4种方法的最大进化代数取
为100. 当目标函数超过4个时, PI--SET--MOEA, PPI--
SET--MOEA,及SET--MOEA均采用文献[21]提出的
Monte Carlo方法近似计算超体积,采样次数取10,000.
需要说明的是,本文对于相同的参数,不同的方法具
有相同的取值.因此,不管这些参数怎么设置,不同方
法的比较均是公平的.

对于所有优化问题,采用相同的决策者偏好.不同
方法的偏好设置如表1所列,其中,初始偏好是PPI--
SET--MOEA使用的偏好,也是PI--SET--MOEA中决策
者初始输入的偏好;后期偏好是IP--MOEA与SET--
MOEA进化结束后使用的偏好,也是PI--SET--MOEA
中决策者进化过程中输入的最后1次偏好.为方便表
示和输入偏好信息,采用1, 2, 3, 4,及5分别表示“很
小”、“小”、“中”、“大”,及“很大”;偏好的不确
定度“低”、“中”、“高”分别采用L, M, H表示.

表 1 偏好设置
Table 1 Preferences setting

目标个数 偏好

初始偏好

2 {5, 4}; {H, H}
5 {5, 5, 4, 4, 4}; {H, H, H, H, H}

15
{5, 5, 5, 5, 5, 4, 4, 4, 4, 4, 3, 3, 3, 3, 3}

{M, M, M, M, M, H, H, H, H, H, H, H, H, H, H}

20
{5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 3, 3, 3, 3, 3}

{L, L, L, M, M, M, M, M, M, H, H, H, H, H, H, H, H, H, H, H}

后期偏好

2 {5, 5}; {L, M}
5 {5, 5, 5, 5, 4}; {L, L, M, M, M}

15
{5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 4, 4, 4, 4, 3, 3}

{L, L, L, L, L, L, M, M, M, M, M, M, H, H, H}

20
{5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 3, 3}

{L, L, L, L, L, L, L, L, L, L, M, M, M, M, M, M, M, H, H, H}
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4.3 性性性能能能指指指标标标(Performance indicators)
采用如下5个性能指标比较这4种方法的性能:

1) 最好超体积,简称H测度,采用式(4)的第1个
式子计算.该值越大,得到的Pareto前沿的逼近性越
好.

2) 不确定度,简称I测度,采用式(4)的第2个式
子计算.该值越小,得到的Pareto前沿越精确.

3) 与理想延展性的距离,简称D测度,采用式
(6)计算.该值越小,得到的Pareto前沿的延展性越符
合决策者偏好.

4) 偏好值,简称P测度,采用式(4)的第3个式子
计算.该值越大,决策者对得到的Pareto前沿越满意.

5) CPU时间,简称T测度.某方法的CPU时间越
少,效率越高.

4.4 实实实验验验结结结果果果与与与分分分析析析(Experimental results and
analysis)
实验分为3组: 第1组通过最优个体中,原优化问

题的非被占优解的个数与该个体包含解的个数比

值,验证所提集合重组方法的有效性;第2和第3组
分别通过基准优化问题和工程设计问题,比较各方
法的性能.

1) 最优个体中非被占优解的比例.

记最优个体包含原优化问题解的个数为N ,其
中,非被占优解的个数为ND,那么,非被占优解与
最优个体包含解的个数比值为ND/N . 图2给出所
提方法求解4种不同目标个数的DTLZ1′和DTLZ2′

时, ND/N随进化代数的变化曲线.由于DTLZ3′和
DTLZ5′的变化曲线与它们类似,这里不再给出.

由图2可以看出:①对于同一优化问题,随着进
化代数的增加, ND/N值总体呈上升趋势,说明最
优个体中非被占优解不断增多,个体的质量不断变
好;②对于相同的进化代数,随着目标的增多, ND/
N值不断增大.当目标个数大于或等于5时,最后得
到的最优个体中ND/N值为1,说明最优个体中任
一解均为非被占优解;当目标个数为2时,最后得到
的最优个体中ND/N值小于1,但是,也大于0.8. 这
说明,提出的集合重组策略是有效的,对于所有优
化问题,能够在进化结束时,得到的最优个体中非
被占优解至少为80%.

2) 不同方法关于基准优化问题的性能.

下面分如下3部分: 第1部分通过2目标优化问题
DTLZ1′和DTLZ2′的Pareto前沿,比较不同方法的
性能;第2部分将所提方法PI--SET--MOEA与先验法
PPI--SET--MOEA比较,验证所提方法能够得到符合
决策者真实偏好的解;第3部分将PI--SET--MOEA与

2种后验法IP--MOEA与SET--MOEA比较,验证所提
方法能够更快的得到收敛性、不确定性,以及延展
性均衡,且更符合决策者偏好的Pareto优化解集.

由于PI--SET--MOEA, PPI--SET--MOEA及SET--
MOEA都是基于集合的进化优化方法,在种群进化
结束时,只输出1个最优个体;此外,本文中集合的
规模取为10,因此,最优个体是一个包含原优化问
题10个解的集合.为了公平比较,对于IP--MOEA得
到的非被占优解,按满足决策者偏好的程度降序排
序,并选取前10个作为该方法得到的优化解集.

(a) DTLZ1′

(b) DTLZ2′

图 2 ND/N随进化代数的变化曲线
Fig. 2 Curves of ND/N with respect to number of

generations

I) 2目标优化问题的Pareto前沿.

采用PI--SET--MOEA, IP--MOEA及SET--MOEA
求解 2目标DTLZ1′和DTLZ2′,得到如图 3所示的
Pareto前沿. 图中:“◦”,“☆”,“�”分别表示这
3种方法得到的10个解的目标区间的中点;实线框、
虚线框、点划线框分别表示这3种方法得到的目标
区间(长方形). 由图3可以直接比较不同方法得到的
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Pareto前沿H和I测度的优劣. 此外,表2列出根据这
些前沿得到的P和D测度的值.需要说明的是,图、
表中PI, IP及SET分别是PI--SET--MOEA, IP--MOEA
及SET--MOEA的缩写,其他图、表也采用该表示方
式.

(a) DTLZ1′

(b) DTLZ2′

图 3 不同方法得到的Pareto前沿

Fig. 3 Pareto front obtained by different methods

表 2 不同方法得到的Pareto前沿的P和D测度

Table 2 P and D indictors of Pareto front obtained
by different methods

DTLZ1′ DTLZ2′

P D P D

PI 13.55 0.24 9.79 0.22
IP 15.13 0.79 7.85 2.42

SET 15.12 0.67 5.53 1.91

由图 3和表 2可知: ① PI--SET--MOEA得到的
Pareto优化解集中含有个别被占优解,这在4.4节的
1)中已进行了分析;② IP--MOEA得到的Pareto前沿
的逼近性优于PI--SET--MOEA得到的,这是因为,当
优化问题含有较少目标时,优化解的选择压力能够
得到保证,采用基于Pareto占优的IP--MOEA能够很
好的解决该优化问题; SET--MOEA得到的Pareto前

沿的逼近性也优于PI--SET--MOEA得到的,这是因
为,该方法的集合变异和重组策略都以最大化集合
的H测度为目标,而PI--SET--MOEA仅把H测度作

为优化目标之一;③ PI--SET--MOEA得到的Pareto
前沿的 I测度不劣于 IP--MOEA,且优于 SET--
MOEA;④ PI--SET--MOEA得到的优化问题DTLZ1′

和DTLZ2′的P测度值分别小于和大于其他2种方
法;⑤ PI--SET--MOEA得到的D测度值均优于其

他2种方法.

综上可知,集合进化优化方法不适用于求解低
维多目标优化问题,也就是说,当优化问题包含较
少目标函数时,采用传统的多目标进化优化方法求
解,会得到更好的效果.

II) 所提方法与先验法比较.

PI--SET--MOEA与PPI--SET--MOEA的最大区别
在于: 2种方法在种群进化过程中采用的偏好信息
可能不一致.这是因为前者在种群进化过程中,可
以任意修改决策者偏好;后者只能在种群进化开始
前,输入1次决策者偏好,从而使得PPI--SET--MOEA
得到的解可能不符合决策者真正的偏好.本部分的
实验就是为了验证这种差异,因此,只比较这2种方
法得到的Pareto前沿与偏好相关的测度,即4.3节所
提的P和D测度.

图4和图5分别给出PI--SET--MOEA与PPI--SET--
MOEA求解优化问题DTLZ2′和DTLZ5′时,得到
的Pareto前沿的P和D测度的箱图. 为了检验这2种
方法在相应测度上差异的显著性,对得到的测度值
分别进行Mann-whitney非参数检验,显著性水平取
0.05,表3列出这2种方法求解所有优化问题时,得到
的相应测度的非参数检验结果,简称p–值.其中:
“+”和“−”分别表示PI--SET--MOEA明显优于
和劣于PPI--SET--MOEA,“0”表示两者之间无明
显区别.需要说明的是,后面的假设检验均采用此
种方法,并取相同的显著性水平.

表 3 不同方法得到的Pareto前沿的
P和D测度的p–值

Table 3 p-values of P and D indicators of Pareto
fronts obtained by different methods

DTLZ1′ DTLZ2′ DTLZ3′ DTLZ5′

P D P D P D P D

5 + + + + + + + +

15 + + + + + + + +

20 + 0 + + + + 0 +

由图4和图5,以及表3可以看出:①除了20目标
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DTLZ5′, PI--SET--MOEA得到的Pareto前沿的P测

度与PPI--SET--MOEA无显著差异外,对于其他优化
问题, PI--SET--MOEA得到的Pareto前沿的P测度显

著优于PPI--SET--MOEA,这表明,所提方法得到的
Pareto优化解集更符合决策者的真实偏好;②除了
20目标DTLZ1′, PI--SET--MOEA得到的Pareto前沿
的D测度与PPI--SET--MOEA无显著差异外,对于其
他优化问题, PI--SET--MOEA得到的Pareto前沿的D

测度显著优于PPI--SET--MOEA.这是因为, D测度

的计算涉及决策者偏好,而PPI--SET--MOEA在种群
进化过程中,采用的决策者偏好与最后计算该测度
时不一致.

由上述分析可知,交互法优于先验法,不仅体现
在没有优化问题先验知识的前提下,决策者能够方
便的提供偏好,也体现在交互法得到的优化解集更
符合决策者的真实偏好.

图 4 不同方法得到的Pareto前沿的P测度箱图

Fig. 4 Box plots of P indicator of Pareto fronts obtained by different methods



1378 控 制 理 论 与 应 用 第 30卷

图 5 不同方法得到的Pareto前沿的D测度箱图

Fig. 5 Box plots of D indicator of Pareto fronts obtained by different methods

3) 所提方法与后验法比较.
图4至图7分别给出PI--SET--MOEA, IP--MOEA,

以及SET--MOEA求解优化问题DTLZ2′和DTLZ5′

时,得到的Pareto前沿的P, D, I ,以及H测度的箱

图. 表4列出了PI--SET--MOEA与IP--MOEA和SET--
MOEA求解所有优化问题时,得到的各测度的非参
数检验结果.表5给出不同方法求解优化问题的
CPU耗时,即T测度值.

图 6 不同方法得到的Pareto前沿的I测度箱图

Fig. 6 Box plots of I indicator of Pareto fronts obtained by different methods
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图 7 不同方法得到的Pareto前沿的H测度箱图

Fig. 7 Box plots of H indicator of Pareto fronts obtained by different methods

表 4 不同方法得到的Pareto前沿的H, I, P以及D测度的p–值
Table 4 p-values of H, I, P and D indicators of Pareto front obtained by different methods

DTLZ1′ DTLZ2′ DTLZ3′ DTLZ5′

H I P D H I P D H I P D H I P D

5 0 − − + − − + + 0 0 0 + − − + +

IP 15 − + + + − + + + − 0 + + − + + +

20 − + + + − + + + − + + + − + − +

5 − 0 0 + − + + + − + + + − 0 + +

SET 15 − + + − − + + + − + + 0 − + + +

20 − + + + − + + + − + + + − + + +

由图4–7和表4可以看出:① PI--SET--MOEA得
到的Pareto前沿的H测度显著劣于其他2种方法. 这
是因为,在IP--MOEA中, H测度被用于非被占优解

的进一步排序,且目标维数的增多,导致种群中非
被占优解增多,将使得更多的非被占优解运用H测

度比较优劣,从而降低了非被占优解选择压力的减
少对种群收敛性的影响;在SET--MOEA中,集合变
异和重组策略均以最大化集合的H测度为目标;而

所提方法中, H测度只是优化目标之一;②除了5目
标优化问题外, PI--SET--MOEA得到的Pareto前沿
的I测度显著优于IP--MOEA;当优化问题的目标个
数为5时,所提方法得到的Pareto前沿的I测度显著

劣于IP--MOEA.这说明, IP--MOEA只能很好的求
解目标函数较少的区间参数优化问题.所提方法得
到的Pareto前沿的I测度显著优于SET--MOEA,可
能的原因是,本文仅对SET--MOEA作了微小的变
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化,使其适用于求解区间参数多目标优化问题,即
仅采用IP--MOEA的区间占优代替了原来的占优关
系,采用个体区间适应值的上限计算超体积,而没
有专门设计优化进化种群不确定度的策略;同时,
也因为所提方法将I测度作为优化目标之一;③除
了个别优化问题外, PI--SET--MOEA得到的Pareto前
沿的P测度显著优于其他2种方法,这说明,在种群
进化过程中,融入决策者偏好能够引导进化方向,
从而得到更符合决策者偏好的优化解集;④除了个
别优化问题外, PI--SET--MOEA得到的Pareto前沿
的D测度显著优于其他2种方法. 这是因为,所提方
法将D测度作为个体进一步比较的准则,而其他2种
方法均没有单独考虑个体的延展性.

表 5 不同方法的T测度(s)
Table 5 T indicator of different methods(s)

T /s DTLZ1′ DTLZ2′ DTLZ3′ DTLZ5′

5 40.1 39.2 43.2 38.4
PI 15 98.7 88.8 92.9 90.4

20 124.8 120.4 116.2 112.5
5 83.5 89.7 91.3 85.3

IP 15 176.9 170.4 176.9 174.9
20 214.2 226.6 221.9 214.2
5 361.3 347.6 395.9 321.9

SET 15 1701.4 1660.8 1722.6 1677.1
20 2113.9 2531.5 2182.1 2642.9

由表5可以看出:①同一方法的运行时间会随着
目标函数的增多而不断增加;②对于相同的优化问
题, PI--SET--MOEA的运行时间约是IP--MOEA的一
半,说明采用降维方法求解高维多目标优化问题,
能够减少计算量;③对于相同的优化问题, PI--SET--
MOEA的运行时间远少于SET--MOEA.这是因为,
虽然这2种方法都基于集合进化降维求解高维多目

标优化问题,但是, SET--MOEA涉及大量超体积的
计算,而超体积计算是非常耗时的,随着目标函数
的增多而指数增加,从而导致SET--MOEA的运行时
间长.

通过上述基准优化问题实验,得到如下结论:
①当目标函数较少时,例如为2, PI--SET--MOEA不
一定优于传统的多目标进化优化方法;② PI--SET--
MOEA比先验法PPI--SET--MOEA得到的解更符合
决策者的偏好;③ PI--SET--MOEA得到的Pareto解
集的收敛性劣于IP--MOEA与SET--MOEA,但它的
运行时间却远少于这2种方法,也就是说IP--MOEA
与SET--MOEA采用较长的运行时间,换取了较好的
收敛性;此外, PI--SET--MOEA得到的Pareto优化解
集的不确定性、延展性,以及满足决策者偏好的程
度均优于这2种方法. 因此, PI--SET--MOEA能够得
到均衡各性能指标的Pareto优化解集,且它的综合
性能优于用于求解区间参数多目标优化问题的IP--
MOEA,同时,也优于用于求解高维多目标优化问
题的集合进化算法SET--MOEA.

3) 不同方法关于工程设计问题的性能.

本部分仅将PI--SET--MOEA与 2种后验方法比
较. 不同方法的偏好设置如表 6所列,表中符号的含
义与表 1相同,其中: 第 1行的初始偏好是PI--SET--
MOEA中决策者初始输入的偏好;第2行的后期偏
好是IP--MOEA与SET--MOEA在种群进化结束后使
用的偏好,也是PI--SET--MOEA中决策者在种群进
化过程中输入的最后1次偏好.

图8给出3种方法求解优化问题时,得到的Pareto
前沿的H , I , D,及P测度的箱图. 表7列出PI--SET--
MOEA与IP--MOEA和SET--MOEA所得各测度的非
参数检验结果.表8列出不同方法求解优化问题的
CPU耗时.

表 6 偏好设置
Table 6 Preferences setting

初始偏好 {5, 5, 5, 4, 4, 4, 3, 3, 3}; {M, M, M, H, H, H, H, H, H}
后期偏好 {5, 5, 5, 5, 5, 4, 4, 4, 3}; {L, L, L, M, M, M, M, H, H}
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图 8 不同方法得到的Pareto前沿的H, I, D,以及P测度的箱图

Fig. 8 Box plots of H, I, D and P indicators of Pareto fronts obtained by different methods

表 7 不同方法得到的Pareto前沿的H, I, D,
以及P测度的p-值

Table 7 p-values of H, I, D and P indicators of
Pareto fronts obtained by different
methods

H I D P

IP 0 + 0 −
SET − + + +

表 8 不同方法的T测度(s)
Table 8 T indicator of different methods(s)

PI IP SET

T /s 54.8 120.2 673.4

由图8和表7可得到: ① PI--SET--MOEA得到的
Pareto前沿的H测度与IP--MOEA没有显著差异,但
是,显著劣于SET--MOEA;② PI--SET--MOEA得到
的Pareto前沿的I测度显著优于其他2种方法;③ PI--
SET--MOEA得到的D测度与IP--MOEA没有显著差
异,但是,显著优于SET--MOEA.④ PI--SET--MOEA
得到的Pareto前沿的P测度显著劣于IP--MOEA,可
能的原因是, IP--MOEA用于比较的10个解,是从得
到的非占优解集中,按满足决策者偏好程度从高到
低选取的; PI--SET--MOEA得到的Pareto前沿的P测

度显著优于SET--MOEA.

由表8可以看出, PI--SET--MOEA的运行时间均
小于IP--MOEA和SET--MOEA,与求解基准优化问
题得到的结论相同.

基于汽车驾驶室设计实验得到如下结论:① PI--
SET--MOEA得到的Pareto优化解集的收敛性和延展
性与IP--MOEA无显著差异,但是,它的不确定性和
满足决策者偏好的程度分别优于和劣于IP--MOEA;
② PI--SET--MOEA得到的Pareto优化解集的收敛性
显著劣于SET--MOEA,但是,其他性能指标均优于
SET--MOEA;③ PI--SET--MOEA的运行时间均远小

于IP--MOEA和SET--MOEA.

上述实验结果与分析表明,所提方法能够有效
解决区间参数高维多目标优化问题,与已有方法相
比,所提方法在多数性能指标上具有优越性.

5 结结结论论论(Conclusions)
区间参数高维多目标优化问题是普遍存在且非

常重要的不确定优化问题,鉴于该问题的复杂性,
已有的解决该问题的方法非常少.

本文提出一种用于解决上述问题的融入决策者

偏好的集合进化优化方法. 该方法的创新之处主要
体现在如下4个方面: 1)采用语言值表达决策者的
偏好,使得决策者对偏好的表达更加容易; 2)从
Pareto优化解集的性能指标和满足决策者偏好的程
度方面,提出一种新的区间参数高维多目标优化问
题的降维转化方法,降低了原优化问题求解的难度;
3)采用融入决策者偏好的延展性测度,进一步区分
具有相同序值的进化个体,使得Pareto优化解集具
有理想的延展性; 4)设计基于集合的变异和重组策
略,提高子代个体的性能.

将所提方法应用于4个基准优化问题和1个汽车
驾驶室设计问题,实验结果表明,所提方法能以较
短的时间,得到一个具有均衡收敛性、不确定性、延
展性,以及符合决策者偏好的Pareto优化解集.

需要指出的是, Pareto优化解集的性能与集合进
化策略的优劣有关,好的集合进化策略,能产生高
性能的Pareto优化解集. 虽然所提方法在许多性能
指标上表现优越,但是,其收敛性却不理想.因此,
在现有优化模型的基础上,设计有针对性的进化求
解策略,在保证其他性能指标满足要求的前提下,
进一步提高Pareto优化解集的收敛性,是需要进一
步研究的课题.
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附附附录录录 汽汽汽车车车驾驾驾驶驶驶室室室设设设计计计问问问题题题(Appendix Car
cab design problem)

该问题共有如下9个目标函数,且对所有目标最小化:

f1 = −(20.793879 + 1.89136x10 + 0.0114387x1 −
9.14817× 10−6x6x8),

f2 = −(56.324681− 0.269293x11 + 0.00182543x2
11),

f3 = −(−526.089896− 8.25328x2 + 1.11541x8 +

0.229814x10+0.00264013x1x8−0.00827051x1x10+

0.0037207x2x8 − 5.36287× 10−5x5x9 −
0.000217057x2

8),

f4 = −(1130.495134+0.00198502x1x10−0.0213104x2x4−
0.148874x2x7−0.000157399x5x9+0.00103811x6x11+

0.000177597x10 + 0.000142597x3
6),

f5 = −(26.915743 + 0.122458x5 + 0.00388909x1x7 −
0.000111132x1x10−0.00514664x1−0.00304436x2x3−
0.00201733x5x7 + 0.000123343x6 + 0.00122862x7 +

4.07671× 10−7x8x9 − 1.31454× 10−6x8x10 +

1.92481× 10−6x2
6),

f6 = −(−3.194308 + 0.136207 + 1.1249× 10−5x1x8 +

9.2368× 10−6x2x8 + 4.18586× 10−6x6x7 −
1.36206× 10−6x6x10),

f7 = −(78.074648− 0.893487x1 + 0.00195946x8 +

0.111704 + 0.00537999x1 − 9.45877× 10−5x2x4 −
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3.58433× 10−6x6x10 + 9.07678× 10−7x9x10 +

0.0183585x2
1),

f8 = 81.151389− 0.0128661x1x2 − 0.000120121x1x6 −
0.003582x1−0.00406252x2x5+0.000216719x2x8+

1.30572× 10−5x4x6 + 2.07317× 10−5x4x10 +

4.75765× 10−6x6x8,

f9 = −(355.411911 + 0.883443x4 + 3.1973−
0.00715459x1x6 − 0.00715416x1x10 −
0.0124904x1x11 + 0.0415997x1 −
0.0142366x2x6 − 0.0537868x2x11 −
0.00147267x5x7 + 0.000620051x6x11 +

0.000200799x9x10−0.00356566x9+0.000912972x2
4).

决策变量的取值范围为

18.9 6 x1 6 23.1, 1 6 x2 6 3,

73.53 6 x3 6 81.27, − 567 6 x4 6 −513,

58.9 6 x5 6 65.1, − 1079 6 x6 6 −1009,

61.18 6 x7 6 67.72, 2153.65 6 x8 6 2380.35,

1080 6 x9 6 1160, 690 6 x10 6 722,

237.5 6 x11 6 262.5.
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