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摘要:本文针对双曲型分布参数系统提出基于特征线法的模型预测控制算法. 通过特征线变换将描述分布参数
模型的偏微分方程转化为常微分方程;进而求解得到分布参数系统状态变量的解析式;离散化后作为预测模型用
于模型预测控制.以循环流化床烟气脱硫系统中SO2浓度控制为例,进行仿真研究,结果表明基于特征线法的模型
预测控制算法可以实现对双曲型分布参数系统的有效控制,并且该算法的控制效果优于目前工程应用的前馈反馈
控制策略.
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Characteristic-line-based model predictive control for hyperbolic
distributed parameter systems and its application

FAN Li-ting†, WANG Fu-li, LI Hong-ru
(College of Information Science and Technology, North Eastern University, Shenyang Liaoning 110004, China)

Abstract: A novel model predictive control (MPC) scheme is proposed for a class of hyperbolic distributed parameter
systems. By using the characteristics line method, we transform the partial differential equation (PDE) of the hyperbolic
distributed-parameter system to an equivalent ordinary differential equation (ODE) along the characteristic line. The ob-
tained ODE can be integrated analytically to give the solution to the original PDE. The analytical expression of this solution
is discretized to produce the predictive model for developing the off-line MPC control law. Simulation results of the control
system for the output SO2 concentration in a circulating fluidized bed of a flue gas desulfurization system indicate that
the characteristic-line-based MPC scheme can be applied to control hyperbolic distributed parameter systems for obtaining
better performance in setpoint tracking and disturbance rejection than the feedforward-feedback control scheme which is
widely applied to the engineering fields.

Key words: distributed parameter control systems; model predictive control; method of characteristics line; flue gas
desulfurization

1 引引引言言言(Introduction)
随着现代先进控制技术的不断发展,模型预测控

制已经在很多领域发挥了重要作用. 模型预测、滚动
优化和反馈校正三要素是模型预测控制区别于其他

控制方法的基本特征,也是模型预测控制在实际工程
应用中取得成功的技术关键[1].然而现有关于模型预
测控制的研究都是针对常微分方程描述的集中参数

模型,将模型预测控制应用于分布参数系统的研究成
果不多.分布参数系统在现代控制工程领域中具有广
泛的应用背景,此类对象的机理模型一般为偏微分方
程,由于其自身的无穷维特性以及时空分布特性,在
使用传统方法对其进行控制时面临一系列的困难,因
此相对于集中参数控制理论研究的蓬勃发展,分布参

数系统控制理论的研究存在较大差距,相关的应用成
果十分有限[2–3].一般常用的方法是利用空间离散化
方法将偏微分方程转化为一组常微分方程组进而设

计控制器,但由于维数过高直接导致控制器设计难以
实现[4]. 目前更多采用的是基于正交分解的方法,将
时空分布的变量表示成一系列空间基函数与时间系

数的线性组合,对原偏微分方程模型进行降维处理后
设计控制器[5–10],但此类方法存在思路抽象,求解过
程复杂,在线计算量大等诸多问题.

一阶双曲型分布参数系统在许多科学和工程问题

中有着重要的应用,如流体力学、空气动力学、化工传
质传热以及化学反应等领域.特征性法是求解一阶双
曲型偏微分方程的常用方法, Acrivos[11]首先将特征
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线法应用于传热传质问题,目前对特征线法的应用研
究多局限于对各种连续逆流模型的动态模拟与数值

求解.本文针对一阶双曲型分布参数系统提出一种基
于特征线法的模型预测控制策略,应用特征线变换将
分布参数系统转化为特殊的微分方程,进而求得分布
参数系统的解析解,由此将预测控制的概念引入分布
参数系统控制.采用特征线变换对一阶双曲型分布参
数系统进行预测控制可以减少在线计算量,控制算法
简单有效,将该方法应用于循环流化床烟气脱硫过程
后获得了良好的控制效果.

2 基基基于于于特特特征征征线线线法法法的的的双双双曲曲曲型型型分分分布布布参参参数数数模模模型型型预预预测测测

控控控制制制 (Characteristic based model predictive
control for hyperbolic distributed parameter
systems)

2.1 特特特征征征线线线法法法的的的数数数学学学描描描述述述(Mathematical description
of the method of characteristics)

特征线法也称行波法,适用于对一阶双曲型偏微
分方程定解问题的求解.借助方程的特征线,可对所
求解的偏微分方程进行简化,将其转化为常微分方
程.早在1948年Courant和Friedrichs[12]就给出了完整

的特征线理论的数学描述.多年来许多学者都详细地
从各个不同的方面研究过这个方法,并一直用它来解
决稳定和不稳定可压缩流的问题[13–16]. 若一阶双曲
型分布参数系统的状态方程具有如下形式:

∂x

∂t
+ a

∂x

∂z
= bx + cu, z ∈ [z1, z2], t > t0. (1)

因为z和t是独立的自变量,因此状态变量x的值应

在二维曲面上变化.为了将该偏微分方程转化为常微
分方程进行分析,不妨设z是t的函数,即z = z(t),这
样就将z和t限定在同一条曲线上.因此偏微分方程也
被限制在曲线z = z(t)上变化,这时曲线被称为特征
曲线,如图1所示.如果该曲线满足如下条件:




dz

dt
= a,

z(t0) = z0,
(2)

其中z0为任意常数,则偏微分方程中的状态变量x(z,

t)沿着该特征线转化为仅依赖于时间的函数X(t) =
x(z(t), t), X(t)关于时间的导数为

dX(t)
dt

=
∂x

∂t
+

∂x

∂z

∂z

∂t
=

∂x

∂t
+ a

∂x

∂z
. (3)

这样原偏微分方程就转化成如下的常微分方程:



dX(t)
dt

= bX(t) + cu(t),

X(t0) = x(z(t0), t0) = x(z0, t0).
(4)

这就是说,对于式(1)描述的分布参数系统,若引
进式(2)所定义的特征方向,则该偏微分方程沿着特征
方向将变为由式(4)描述的常微分方程,对这个常微分

方程可以直接对它积分求解可得

X(t) = eb(t−t0)X(t0) +
w t

t0
eb(t−τ)cu(τ)dτ, (5)

则原分布参数系统的解析解为

x(z, t) = eb(t−t0)x0(z − a(t− t0), t0) +w t

t0
eb(t−τ)cu(τ)dτ. (6)

这种通过引进特征方向将偏微分方程转化为常微

分方程的求解方法,称为特征线法.

图 1 偏微分方程的特征线

Fig. 1 Characteristic curves for PDE

2.2 预预预测测测模模模型型型(Predictive model)

若系统边界条件为

xb(t) = x(z1, t),

系统输出为

y(t) = x(z2, t),

则根据式(6)有

y(t) = eb(t−t0)xb(t0) +
w t

t0
eb(t−τ)cu(τ)dτ, (7)

其中t0 = t− (z2 − z1)/a. 按照采样时间T离散化后

可得:

y(kT ) = ebpT xb((k − p)T ) +w kT

(k−p)T
eb(kT−τ)cu(τ)dτ, (8)

其中p = (z2 − z1)/aT . 利用式(8)预测未来p步输出

并展开整理为矩阵形式有:

Y (k) = Xb(k) + S1U1(k) + S2U2(k), (9)

其中:

S1 =
c

b




epbT − e(p−1)bT e(p−1)bT − e(p−2)bT · · ·
0 epbT − e(p−1)bT · · ·
...

...
...

0 0 · · ·
0 0 · · ·

e2bT − ebT

e3bT − e2bT

...
epbT − e(p−1)bT 0




p×(p−1)

,
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S2 =
c

b




ebT − 1 0
e2bT − ebT ebT − 1

...
...

e(p−1)bT − e(p−2)bT e(p−2)bT − e(p−3)bT

epbT − e(p−1)bT e(p−1)bT − e(p−2)bT

· · · 0
· · · 0

...
...

· · · e(p−n)bT − 1
· · · e(p−n+1)bT − 1




p×n

,

Y (k) = [y((k + 1)T ), y((k + 2)T ), · · · ,

y((k + p)T )]T,

Xb(k) = ebpT [xb((k − p + 1)T ), xb((k − p + 2)T ),

· · · , xb(kT )]T,

U1(k) = [u((k − p + 1)T ), u((k − p + 2)T ),

· · · , u((k − 1)T )]T,

U2(k) = [u(kT ), u((k + 1)T ), · · · ,

u((k + n− 1)T )]T.

由式(9)可知, U1(k)由kT时刻以前的p− 1步控制
量组成,是已知的; U2(k)为n维未知控制向量,是由
当前和未来的控制量组成.预测模型中的S1和S2都是

可离线计算的已知矩阵,该预测模型能够根据系统边
界输入以及控制信息预测未来的输出值.

2.3 反反反馈馈馈校校校正正正(Feedback correction)

为了克服模型失配对预测值的影响,采用当前时
刻过程输出的测量值与模型计算值y(k)进行比较,用
其偏差e(k)来修正模型输出的预估值,则修正后的输
出预估值为

Yp(k) = Y (k) + αe(k), (10)

其中

α = [α1 α2 · · · αp]T

为偏差加权向量.

2.4 滚滚滚动动动优优优化化化(Moving optimization)

假定系统未来p步的参考轨迹为Yr(k),在每个kT

时刻,要确定从该时刻起的n个控制量,使未来p个时

刻的输出预测值尽可能的接近给定的参考轨迹,同时
考虑控制量的变化不要过于剧烈,则k时刻的优化目

标函数可选择为

minJ = ‖Yr(k)− Yp(k)‖2
Q + ‖U2(k)‖2

R, (11)

其中Q和R为权矩阵,分别用于调整优化目标函数对
输出误差和控制量变化的要求.

在不考虑约束时,上述优化是以U2(k)为优化控制
变量的.在kT时刻,将式(9)描述的动态模型代入上

式,根据极值必要条件
∂J

∂U2

= 0,

求得最优控制律为

U2(k) = (ST
2 QS2 + R)−1ST

2 QE, (12)

其中

E = (Yr −Xb(k)− S1U1(k)− αe(k)).

按滚动优化准则,每步只需执行当时刻前最优控
制量,则kT时刻的最优控制为

u(k) = DTE, (13)

其中

DT = [1 0 · · · 0]1×n(ST
2 QS2 + R)−1ST

2 Q.

3 循循循环环环流流流化化化床床床烟烟烟气气气脱脱脱硫硫硫系系系统统统的的的预预预测测测控控控制制制(Mo-
del predictive control for a circulating flu-
idized bed scrubber)
我国SO2排放量高居世界各国前列,由此带来的

大气污染和酸雨问题十分严重,经济损失巨大,已成
为制约我国经济可持续发展的主要因素,控制SO2排

放已势在必行.在现有的烟气脱硫工艺中,循环流化
床烟气脱硫技术以其运行可靠,操作维护方便,脱硫
剂利用率高,投资费用低等优点受到人们广泛的关
注[17].为使脱硫烟气达到排放标准,脱硫系统需要根
据反应塔出口烟气量和烟气中原始的SO2浓度控制脱

硫剂的给料量,以保证按要求的脱硫效率所必须的钙
硫比.而处理后烟气中SO2排放浓度仅用来作为反馈

信号,用于校核和精确的调节脱硫剂给料量的辅助调
控,这种调节方案的实质是前馈加反馈的控制策略.
随着国家对SO2排放限制日趋严格,对烟气脱硫设备
的控制要求越来越高,传统的控制方法难以收到令人
满意的效果,因此必须结合烟气脱硫过程的特点,将
先进控制方法引入烟气脱硫工艺过程的控制之中.

循环流化床烟气脱硫过程中包括气固两相流动、

传热和化学传质反应等,是一个极为复杂的过程. 很
多研究者从不同角度进行了大量细致的研究[18–23],通
过机理分析确定循环流化床烟气脱硫的模型结构为

εg

∂CSO2

∂t
+ ug

∂CSO2

∂z
= CSO2ksAs. (14)

边界条件为

CSO2(t, 0) = Cin, (15)

其中: εg为脱硫塔内平均空隙率; CSO2为烟气中的

SO2浓度; ug为脱硫塔内烟气流速; ks为脱硫反应的传

质速率; As为脱硫塔单位体积内的传质面积; Cin为脱

硫塔入口处烟气中的SO2浓度. εg, As, ks可根据参考

文献[24–25]中的经验公式计算得到.模型中的参数和
变量数据如表1所示.
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表 1 循环流化床烟气脱硫塔的参数及变量数据
Table 1 Configuration of the CFB-FGD scrubber

参数 物理意义 取值 变化范围

∆Ts/ K 绝热饱和温差 15 —
∆P/ Pa 脱硫塔内压降 2000 —
H/ m 脱硫塔高度 12 —
D/ m 脱硫塔直径 0.85 —
d/ m 颗粒平均直径 10−4 —

ρp/(kg ·m−3) 固相平均密度 600 —
ρg/(kg ·m−3) 气相平均密度 0.95 —
Se/(m2 · g−1) 颗粒比表面积 16 —

Cset/(mol ·m−3) SO2排放设定值 — 0.1 ∼ 0.2

Cin/(mol ·m−3) 入口烟气中SO2浓度 — 2 ∼ 2.5

ug/(m · s−1) 塔内烟气流速 — 3 ∼ 4

Gf/(g · s−1) 新鲜脱硫剂给料量 — 120 ∼ 250

将式(14)描述的模型在设定工作点进行线性化并
整理化简为增量形式后,可以应用本文提出的基于特
征线法的模型预测控制算法对循环流化床烟气脱硫

系统进行控制,选择过程控制变量为脱硫剂的给料
量,输出变量为脱硫塔出口处烟气中的SO2浓度.模型
预测算法中选取控制时域n = 1,优化性能指标中的
权重系数Q = 1, R = 0.1.

为验证算法在锅炉负荷发生改变时的抗干扰效

果,在t = 20 s时,入口SO2的浓度由2 mol/m3增加为

2.5 mol/m3,同时烟气流速也由3 m/s增加为4 m/s;此
外为验证控制算法的跟踪效果,输出设定值在t =
50 s时由0.1 mol/m3增加为0.2 mol/m3. SO2浓度的闭

环响应时空分布如图2(a)所示,系统的输出响应及控
制增量变化分别如图2(b)–(c)所示.

图 2 CBMPC控制仿真结果

Fig. 2 Simulation results of the CBMPC

从仿真结果可以看出,基于特征线法的模型预测

控制算法能够迅速消除锅炉负荷变化产生的扰动影

响并及时跟踪上设定值的变化. 图2(d)的优化指标曲
线可以看出该方法具有良好的控制品质.

式(13)的给出的控制律与二次型性能指标中的权
矩阵Q和R的取值有关. Q和R的大小对系统性能影

响作用相反.如果R是确定的,增大Q,则二次型性能
指标的第1项输出误差指标在指标函数中的比重增
大,这就意味着强调输出对设定值的跟踪效果.那么,
指标函数的第2项控制代价指标在指标函数中的比重
就相对减小. 这样,相对应的控制量的幅值随之增大,
控制的快速性随之增加.相反,如果Q是确定的,增大
R就意味着指标强调控制代价,则控制系统的控制代
价指标将会下降,相应的控制量幅值将减小,系统的
误差指标将会相对增大,控制的快速性也将下降.如
图3所示,当Q值确定时, R = 0.1时对∆u的限制相对

较小,因此控制调节的幅值很大,输出响应相对较快.
R = 0.8时对∆u的加权增大,表示限制加强,导致控
制调节的幅值减小,输出响应时间变长.

图 3 不同控制参数的比较结果

Fig. 3 Performance comparison for different parameters

如前所述,目前循环流化床烟气脱硫系统中对
SO2排放应用的是前馈反馈(FF+FB)的控制策略,前
馈部分采用的是比例控制,反馈部分采用的是比例积
分控制,将基于特征线法的模型预测(CBMPC)算法与
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前馈加反馈的控制算法进行比较,算法中需要确定的
参数如表2所示.仿真比较结果如图4所示.从图4中可
以看出CBMPC的控制效果要优于前馈反馈控制策
略,图4(c)表明本文提出的CBMPC控制算法具有更好
的控制性能.

表 2 控制器参数
Table 2 Parameter setting of the controllers

CBMPC FF+FB

参数 取值 参数 取值

α [1 1 · · · 1]1×p KFB
p 0.5

Q 1 KFB
i 0.01

R 0.8 KFF
p 1.25

图 4 不同控制方案的比较结果

Fig. 4 Performance comparison between CBMPC and FF+FB

4 结结结论论论(conclusions)
本文提出了基于特征线法的模型预测控制算法来

解决一阶双曲型分布参数系统的控制问题,是对模型
预测控制方法应用于分布参数系统的新探索.首先通
过特征线变换将由偏微分方程描述的分布参数模型

转化为特殊的微分方程,进而求解得到分布参数系统
状态变量的解析式,离散化后作为预测模型用于模型
预测控制.对循环流化床烟气脱硫过程的仿真结果表

明该方法对设定值跟踪和抑制扰动的效果好,算法简
单有效,在线计算量小,可以实现对一阶双曲型分布
参数系统的有效控制.
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