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摘要:在对偶四元数的框架下研究了主从式编队卫星相对姿态和相对位置跟踪控制的优化问题.首先,给出了用
对偶四元数描述的编队卫星六自由度的相对运动模型. 接着,把系统模型拆分为标称系统和扰动系统,对于标称系
统,使用李雅普诺夫优化控制技术和轨迹跟踪优化的方法来得到非线性系统的次优解,而对于扰动系统,利用滑模
控制来确保闭环系统的鲁棒性,为此把最优控制和滑模控制结合起来提出了一种优化的积分滑模控制器,并通过李
雅普诺夫方法严格地证明了整个闭环系统的全局渐近稳定性. 最后,通过数学仿真来验证设计方法的有效性和可
行性,结果表明本文的方法能够实现编队卫星姿轨跟踪的精确控制,收敛速度较快,得到的性能指标更小,且对模型
参数不确定性和外部有界干扰具有较强鲁棒性.
关键词: 优化的积分滑模控制;跟踪控制;李雅普诺夫优化控制;轨迹跟踪优化;李雅普诺夫方法;对偶四元数;编
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Optimized tracking-control for attitude and orbit of
satellite formation flying using dual quaternion

WU Jin-jie†, LIU Kun, HAN Da-peng, ZHANG Feng
(College of Aerospace Science and Engineering, National University of Defense Technology, Changsha Hunan 410073, China)

Abstract: This paper investigates the optimized tracking-control problem of the relative attitude and relative position
between two satellites of a leader-follower satellite formation, in the framework of dual quaternion. First, a six degrees-
of-freedom relative motion model of satellite formation flying (SFF) is introduced with dual quaternion. Then, the system
model is divided into the nominal part and the disturbed part. For the nominal part, the Lyapunov optimizing control
technique and the trajectory-following optimization are utilized to obtain a sub-optimal result of the nonlinear system. For
the disturbed part, the sliding-mode control is adopted to ensure the robustness of the closed-loop system. Thus, an opti-
mized integral sliding-mode controller that combines optimal control and sliding-mode control is developed. The resulting
closed-loop system is proved to be globally asymptotically stable by using Lyapunov method. Numerical simulations are
performed to demonstrate the effectiveness and validity of the proposed controller; the results indicate that the proposed
controller can realize accurate tracking-control of the relative attitude and relative position for SFF with fast convergence
rate, small performance indices, and robustness to model uncertainties and bounded external disturbances.

Key words: optimized integral sliding mode control; tracking-control; Lyapunov optimizing control; trajectory-
following optimization; Lyapunov methods; dual quaternion; satellite formation flying

1 引引引言言言(Introduction)
卫星编队飞行是卫星应用的重要研究领域,它通

过一定的空间构型,相互作用,协同工作来完成空间
任务.对于编队卫星而言,不仅对相对位置有要求,而
且要求相对姿态满足一定的关系.因此,六自由度的
相对姿态与轨道动力学之间的耦合控制使得编队卫

星控制成为一项具有挑战性的工作.
诸多学者对编队卫星的建模和控制进行了大量研

究.文献[1]给出了相对姿态和一阶近似的相对轨道动

力学方程,基于线性反馈和李雅普诺夫稳定性理论来
设计控制策略;文献[2]研究了采用单个连续小推力器
和反作用飞轮作为执行机构的编队卫星相对轨道与

姿态耦合控制问题,利用高斯伪谱法求解带约束的耦
合控制的优化问题;文献[3]研究了存在参数不确定性
和干扰的主–从卫星编队飞行六自由度协同控制问题,
提出了一种满足控制输入有界的自适应L2增益干扰

抑制控制方法. 在这些文献的研究中,他们考虑了编
队卫星的姿轨耦合特性,但是在编队卫星的动力学建
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模中,轨道和姿态是分开描述的,这种参数表示的不
统一,为运算带来了困难.

针对这个问题,文献[4]研究了利用四元数来描述
航天器轨道的方法,并建立了相应的轨道动力学方程;
文献[5]分析了四维刚体旋转运动与航天器姿态和轨
道运动之间的类推关系,将姿态运动模型的形式扩展
到航天器一般空间运动的表示中;文献[6]应用矢阵方
法将航天器的姿态和轨道运动统一到同一个代数框

架内,建立了主从编队卫星相对姿态和轨道的耦合动
力学模型. 这些研究在一定程度上实现了两种运动参
数表示上和动力学模型形式上的统一,但是四元数仅
能够表示3个独立的变量,还不能实现姿态和轨道模
型的完全统一.对此,有学者采用对偶四元数这个数
学工具来分析航天器六自由度的相对运动.文献[7]研
究了利用对偶数来表示刚体在三维空间中的一般运

动;文献[8]研究了与单位对偶四元数相关的几何结构
和李群特性,并应用于运动学的控制;文献[9–12]则
在对偶四元数的框架下建立航天器的相对运动模型,
并且设计了不同类型的控制律.从这些研究成果来看,
对偶四元数是四元数的自然扩展,其运算方式、结构
特点与四元数类似,单位四元数的几何内容很容易推
广到对偶四元数[8]. 另外,对偶四元数包含了转动和
平动,能够与编队卫星六自由度的相对运动相对应.

上述方法实现了利用对偶四元数来对航天器六自

由度的相对运动进行建模和控制,在控制精度和收敛
速度上均取得了较好的结果,但是它们在控制器设计
中并没有考虑到能量消耗的最优性. 然而,在轨能量
的消耗会影响到航天器的使用寿命,这在实际工程应
用中是不能回避的,所以有必要对该问题进行深入研
究.文献[13]在双星编队的初始化控制中,采用松弛法
来处理非凸的约束,得到了一种燃料最优的控制器,
但相对轨道控制器和姿态跟踪控制器是分开设计的;
文献[14]为了控制航天器靠近和对齐翻滚的空间目
标,采用θ–D非线性最优控制技术,通过一个扰动步
骤来寻找HJB(Hanmilton-Jacobian-Bellman)方程的近
似解. 然而,对于高维的非线性系统,没有一种有效的
算法能够求得HJB偏微分方程的解析解,且它的数值
解也较难得到. 因此,在编队卫星六自由度的相对运
动控制中,设计一种易于实现、能够节省能量消耗且
对模型不确定性和外界干扰具有鲁棒性的优化控制

器是十分必要的.

本文针对主从式编队卫星姿轨跟踪控制的优化问

题,用对偶四元数来建立六自由度的相对运动模型,
基于积分滑模控制的思想,设计了一种优化且鲁棒的
控制器. 该控制器不仅考虑了卫星转动惯量的不确定
性和质量的变化,而且考虑了外界干扰力矩和J2摄动

力,同时还能够最小化给定的性能指标.最后,用仿真
实验来验证了本文方法是有效的和可行的.

2 系系系统统统模模模型型型(System model)
2.1 坐坐坐标标标系系系定定定义义义(Definition of coordinate frames)
考虑两个绕地球飞行的低轨道刚性卫星,其中一

个为主星,另一个为从星,假定它们可以视为一个质
点. 为了方便描述两个卫星之间的相对运动,首先定
义3个坐标系.如图1所示: OI-XY Z为地心惯性坐标

系(FI); ol-xlylzl为主星的轨道坐标系(Fl),其中Ol为

主星的质心, yl沿着地心指向主星, zl沿着轨道面的负

法线方向, xl构成右手坐标系; ob-xyz为卫星的本体

坐标系(Fb), 3个坐标轴方向分别沿着卫星的主轴方
向,假定主星和从星的本体坐标系分别为Flb和Ffb.

图 1 编队卫星的坐标系示意图
Fig. 1 Sketch diagram of coordinate frames for SFF

2.2 六六六自自自由由由度度度的的的相相相对对对运运运动动动模模模型型型(Relative model of
6 DOF)
由上述定义的坐标系,编队卫星六自由度的相对

运动可以用Ffb相对于Flb的螺旋运动来描述,它包含
了由四元数q表示的旋转和由位置矢量P表示的平移.
这种螺旋运动可以用一个对偶四元数(定义见附录A)
来表示[12]:

q̂fl = qfl + ε
1
2
qfl ◦ P f

fl, (1)

其中qfl和P f
fl分别为Ffb相对于Flb的四元数和位置矢

量.

分别考虑从星和主星在FI中的运动,用对偶四元
数来表示它们的运动学方程:

˙̂qfi =
1
2
q̂fi ◦ ω̂f

fi, (2)

˙̂qli =
1
2
q̂li ◦ ω̂l

li, (3)

其中: ω̂f
fi =ωf

fi +ε(Ṗ f
fi +ωf

fi×P f
fi), ω̂l

li = ωl
li+ε(Ṗ l

li

+ ωl
li × P l

li). 类似地,可以用误差对偶四元数来表示
从星与主星之间的相对运动

q̂fi = q̂∗li ◦ q̂fi. (4)

与式(2)和式(3)类似,主从星之间的相对误差运动学
方程为 




˙̂qfl =
1
2
q̂fl ◦ ω̂f

fl,

ω̂f
fl = ωf

fl + ε(Ṗ f
fl + ωf

fl × P f
fl),

(5)
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其中ω̂f
fl,ω

f
fl和P f

fl分别为Ffb相对于Flb的速度旋量、

角速度和位置矢量在Ffb中的分量. ω̂f
fl也可以表示为

ω̂f
fl = ω̂f

fl − q̂∗fl ◦ ω̂l
li ◦ q̂fl. (6)

对式(6)求导,并根据式(5)得到
˙̂ωf
fl = ˙̂ωf

fl − (q̂∗fl ◦ ω̂l
li ◦ q̂fl)′ =

−M̂−1
f (ω̂f

fl × M̂fω̂
f
fl) + M̂−1

f F̂ f
f −

q̂∗fl ◦ ˙̂ωl
li ◦ q̂fl + ω̂f

fl × (q̂∗fl ◦ ω̂l
li ◦ q̂fl), (7)

式(7)即为编队卫星在Ffb中的相对误差动力学方程.
其中: M̂f为从星的对偶惯量矩阵(表达式见附录A),
F̂ f

f为从星受到的对偶力. 由对偶数的理论,式(7)可以
拆分为实数部分和对偶部分[12]:

ω̇f
fl =

J−1
f [−(ωf

fl + Cflω
l
li)
×Jf(ωf

fl + Cflω
l
li)]−

Cflω̇
l
li + ωf×

fl Cflω̇
l
li + J−1

f (T f
u + T f

d), (8)

V̇ f
fl = (Ṗ f

fl + ωf
fl × P f

fl)
′ =

−2Cflω
l
li × Ṗ f

fl −Cflω
l
li × (Cflω

l
li × P f

fl)−
Cflω̇

l
li × P f

fl +
µ

‖P l
li‖3

CflP
l
li − 2ωf

fl × Ṗ f
fl −

ωf
fl × (ωf

fl × P f
fl)− 2Cflω

l
li × (ωf

fl × P f
fl)−

µ

‖P f
fi‖3

P f
fi +

F f
u

mf

+
F f

d

mf

, (9)

其中: T f
u,T f

d,F f
u和F f

d分别为从星的控制力矩、扰动

力矩、控制力和扰动力, Cfl为Ffb相对于Flb的方向余

弦阵.

如式(9)所示,位置的变化包含了姿态的分量ωf
fl和

Cfl. 因此,在对偶四元数的框架下,编队卫星姿态和
轨道的耦合特性得到了体现.

3 姿姿姿轨轨轨跟跟跟踪踪踪的的的优优优化化化控控控制制制(Optimized tracking
control of attitude and orbit)

3.1 问问问题题题表表表述述述与与与分分分析析析 (Problem statements and
analysis)
在编队卫星的跟踪控制中,为了使得主星与从星

之间的相对姿态和相对位置达到期望的变化轨迹,一
般将当前值与期望值的误差ê作为控制对象,它的定
义如下:

ê=

[
êδ

êω

]
=

[
2(ln êq)v

ω̂f
fl − ω̂f

fl,d

]
=

[
eδ + εep

eω + εev

]
, (10)

其中: (·)v为对应的向量部分, ln êq为êq的对数运算

(运算定义见附录A), êq = eq + εe′q, eδ = (eq)v =
(q∗fl,d ◦ qfl)v, ep = 2(e∗q ◦ e′q)v.

因此,本文的控制目标可以概括为两个部分:
1)在考虑卫星模型参数不确定和外部扰动的情况下,
使得误差ê收敛到0附近; 2)为了提高收敛速率,同时
节省控制过程中的能量消耗,需要最小化预定义的两

个性能指标I1和I2:

I1 =
1
2

w ∞
0

([eT
ω eT

δ ]Q1[eT
ω eT

δ ]T+(T f
u)TR1T

f
u)dt,

(11)

I2 =
1
2

w ∞
0

([eT
v eT

p ]Q2[eT
v eT

p ]T+(F f
u)TR2F

f
u)dt,

(12)
其中Q1,R1,Q2和R2均为对称正定矩阵.

为方便问题分析,首先给出2个合理的假设:

假假假设设设 1 从星的惯量矩阵Jf未知,它的质量mf

也是变化的,但是满足如下条件:
Jf = Jfn + ∆Jf , (13)

mf = mfn + ∆mf , (14)

其中: Jfn为已知的标称部分,它是一个对角矩阵;
∆Jf为未知的不确定部分; mfn为已知的初始质量;
∆mf为质量的变化量.

假假假设设设 2 从星的扰动力矩和扰动力的变化规律

未知,但是满足如下条件:

|T f
d,i(t)| 6 T̄ f

d, |F f
d,t(t)| 6 F̄ f

d, i = 1, 2, 3, (15)

其中T̄ f
d和F̄ f

d分别为扰动力矩和扰动力在惯量主轴3个
方向上的最大值,且T̄ f

d和F̄ f
d已知.

将式(10)代入式(8)和式(9),并利用上述两个假设
条件,得到用误差ê表示的系统的矩阵形式为

X̂ = [ėω ėδ ėv ėp]T =



f1n

f2

f3

f4


 +




J−1
fn 0
0 0

0
1

mfn

E

0 0




[
T f

u

F f
u

]
+




d̂T

0
d̂F

0




(16)

其中f1n,f2,f3,f4, d̂T和d̂F(表达式见附录B)分别为
系统状态的函数. 在式(16)中,等号右边的前两项为标
称系统,而第3项为扰动系统.当系统状态远离平衡点
时,标称系统占主导作用;而当系统状态接近平衡点
时,扰动系统将成为影响系统性能的主要因素.为了
实现控制目标,本文采用积分滑模控制的思想来设计
控制律.对于标称系统,利用最优控制,使得系统沿着
较优的状态轨迹收敛到平衡点附近;而对于扰动系统,
利用滑模控制,使得系统对模型参数不确定性和外界
干扰具有较强的鲁棒性.

3.2 标标标称称称系系系统统统的的的次次次优优优控控控制制制(Suboptimal control of
nominal system)
将式(16)中的标称系统划分为两个子系统:{

Ẋ1n = F1n + G1nT
f
u,

Ẋ2n = F2 + G2nF
f
u,

(17)
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其中:
X1n = [eT

ωn eT
δn]

T, X2n = [eT
vn eT

pn]
T,

F1n = [fT
1n fT

2 ]T, F2 = [fT
3 fT

4 ]T,

G1n = [J−1
fn 0]T, G2n = [

1
mfn

E 0]T.

寻找式(17)所示标称系统的最优控制律需要求解
HJB偏微分方程,这对于高维的非线性系统很少能够
得到它的解析解,而求解它的数值解则相当繁琐. 因
此,寻找一种次优的控制律则显得较为实际.李雅普
诺夫优化控制技术[15–17]具有最优控制的特征,能够解
决两点边值的问题.它的具体思想是通过构造一个李
雅普诺夫函数,使得该函数具有对于目标集合下降或
者收敛的度量特征[18],再利用轨迹跟踪优化的方法来
设计一种在线计算的次优控制律使得该函数递减,从
而能够使得该目标集合是渐近稳定的.

定定定义义义 1 函数Φ(x)是目标集合Ω的下降函数,如
果在目标集合Ω的能控点上满足如下条件[17]:

1) Φ(x)是一个连续函数,且它在集合Ω的外部和

集合Ω的边界上是连续可微的;

2) Φ(x) 6 v的区域是一个嵌套的集合.即如果v1

6 v2则{x|Φ(x) 6 v1} ⊂ {x|Φ(x) 6 v2};

3) 目标集合Ω包含在Φ(x) 6 v的区域内;

4) 如果目标集合Ω是有界的,那么Φ(x) 6 v的区

域也是有界的.

定定定义义义 2 对于非线性系统ẋ = f(x,u), x ∈ Rn

为状态向量, u ∈ Rm为控制输入, f(·) ∈ Rn是连续

且连续可微的. 目标集合Ω的能控集合Ξ定义为[17]:
在容许控制u的作用下,能够在有限时间内转移到目
标集合Ω的系统所有初始状态的集合.

对于式(16)所示系统,选取目标集合Ω1和Ω2为

Ω1 = {X1n|‖eωn‖ 6 ζ1, ‖eδn‖ 6 ζ2}, (18)

Ω2 = {X2n|‖evn‖ 6 ζ3, ‖epn‖ 6 ζ4}, (19)

其中 ζ1 > 0, ζ2 > 0, ζ3 > 0和 ζ4 > 0均为较小的实
数.

选定两个函数Φ1(X1n)和Φ2(X2n)为

Φ1(X1n) =
1
2
(a1e

T
ωnJfneωn+2b1e

T
ωnJfneδn+c1e

T
δneδn), (20)

Φ2(X2n) =
1
2
(a2mfne

T
vnevn+2b1mfne

T
vnepn+c2e

T
pnepn), (21)

其中ai >0, bi >0, ci >0(i=1, 2)为可调参数. 显然,
式(20)−(21)满足定义1中的4个条件.因此, Φ1(X1n)
和Φ2(X2n)分别为目标集合Ω1和Ω2的下降函数.

为了使得X1n和X2n分别收敛到目标集合Ω1和

Ω2,同时最小化性能指标I1和I2,构建两个增广的下

降函数Φ̄1(X1n)和Φ̄2(X2n)分别为

Φ̄1(X1n) = I1 + Φ1(X1n), (22)

Φ̄2(X2n) = I2 + Φ2(X2n). (23)

由式(22)和式(23)可见,增广的下降函数分别包含
了性能指标I1和I2. 因此,把寻找次优控制律的问题
转变为设计控制律使得系统能控集合Ξ上的所有状

态渐近收敛到目标集合Ω1和Ω2,并且最小化
˙̄Φ1(X1n)和 ˙̄Φ2(X2n),即



min
T f

u

˙̄Φ1(X1n),

min
F f

u

˙̄Φ2(X2n),
s.t.

{
X1n∈Ξ→X1n∈Ω1,

X2n∈Ξ→X2n∈Ω2.
(24)

为了能够最小化 ˙̄Φ1(X1n)和 ˙̄Φ2(X2n),那么沿着
状态轨迹的每个点需要满足的必要条件为

[
∂ ˙̄Φ1

∂T f
u

]T = 0, [
∂ ˙̄Φ2

∂F f
u

]T = 0. (25)

取g1 =[
∂ ˙̄Φ1

∂T f
u

]T和g2 =[
∂ ˙̄Φ2

∂F f
u

]T,根据牛顿法[18],对

于式(25)可以通过设计Ṫ f
u和Ḟ f

u使得当t →∞时g1和

g2收敛到0,因此可以取ġ1 = −g1和ġ2 = −g2.

又由

ġ1 =
∂g1

∂X1n

Ẋ1n +
∂g1

∂T f
u

Ṫ f
u, (26)

ġ2 =
∂g2

∂X2n

Ẋ2n +
∂g2

∂F f
u

Ḟ f
u, (27)

令G1 =
∂2 ˙̄Φ1

∂(T f
u)2
和G2 =

∂2 ˙̄Φ2

∂(F f
u)2

,得到控制律为

(Ṫ f
u)opt = −G−1

1 (g1 + ġ1), (28)

(Ḟ f
u)opt = −G−1

2 (g2 + ġ2). (29)

然而,式(28)和式(29)中的G1和G2可能会出现奇

异的情况. 为此,采用梯度增强的牛顿算法[19–21],它
在G1和G2中引入摄动项,具有全局收敛特性、非奇
异性和非刚性特征,并且收敛速度比牛顿法更快. 因
此得到标称系统的次优控制律(F̂ f

u)opt = (F f
u)opt +

ε(T f
u)opt为

(Ṫ f
u)opt =−[r1(‖g1‖+‖ġ1‖)E+G1]−1(g1+ġ1),

(30)

(Ḟ f
u)opt =−[r2(‖g2‖+‖ġ2‖)E+G2]−1(g2+ġ2),

(31)

其中r1和r2均为大于0的常数.

3.3 优优优化化化的的的积积积分分分滑滑滑模模模控控控制制制(Optimized integral
sliding model control)
在(F̂ f

u)opt的作用下能够使得标称系统的状态渐

近收敛到目标集合Ω1和Ω2,同时最小化I1和I2. 但
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是,当系统状态接近平衡点时,由卫星模型参数的不
确定性和外界干扰引起的扰动将成为影响控制精度

的主要因素.为确保系统的鲁棒性,把滑模控制与式
(30)−(31)所示的次优控制律结合起来,设计了优化的
积分滑模控制器,给出如下定理:

定定定理理理 1 对于式(16)表示的编队卫星系统,在假
设1和假设2的条件下,设计控制器为

F̂ f
u = F f

u + εT f
u = ((F f

u)opt − βsig(S2)γ) +

ε((T f
u)opt −αsig(S1)γ), (32)

Ŝ = S2 + εS1 = (ϕ2 −ψ2) + ε(ϕ1 −ψ1), (33)

ϕ1 = p1eω + p2eδ, (34)

ϕ2 = p3ev + p4ep, (35)

ψ1 =
w t

0

∂ϕ1

∂X1

(F1n + G1n(T f
u)opt)dτ, (36)

ψ2 =
w t

0

∂ϕ2

∂X2

(F2 + G2n(F f
u)opt)dτ, (37)

d̃T = Jfnd̂T, d̃F = mfnd̂F, (38)

其中: Ŝ = S2 + εS1为闭环系统的滑模面; α =
diag{α1, α2, α3}, β = diag{β1, β2, β3}, γ, p1, p2, p3

和p4均为设计参数,满足p1 > 0, p2 > 0, p3 > 0, p4

> 0, αi > 0, βi > 0(i = 1, 2, 3), 0 < γ < 1. sig(x)γ

的定义为

sig(x)γ =

[sgnx1|x1|γ , sgn x2|x2|γ , sgn x3|x3|γ ]T, (39)

那么,闭环系统的滑模面S1和S2将在有限时间内分

别收敛到有界区域η1 > 0和η2 > 0,即

‖S1‖ 6 η1 = ( ¯̃
dT/α)

1
γ , ‖S2‖ 6 η2 = ( ¯̃

dF/β)
1
γ ,

(40)

其 中: α=min(αi), β =min(βi),
¯̃
dT =max(|d̃Ti|),

¯̃
dF = max(|d̃Fi|)(i = 1, 2, 3). 然后,闭环系统的跟踪
误差则分别渐近收敛到有界区域,即

‖eω‖ 6 ε1, ‖eδ‖ 6 ε2, (41)

‖ev‖ 6 ε3, ‖ep‖ 6 ε4, (42)

其中: ε1(p1, p2, η1, ζ1) > 0和ε2(p1, p2, η1, ζ1) > 0是
p1, p2, η1, ζ1的 函 数, ε3(p3, p4, η2, ζ2) > 0和 ε4(p3,

p4, η2, ζ2) > 0是p3, p4, η2, ζ2的函数.

证证证 定理的证明过程包含两部分. 首先,证明滑模
面S1和S2分别在有限时间内收敛到有界区域η1和η2;
然后,证明跟踪误差分别渐近收敛到有界区域ε1,

ε2, ε3和ε4.

1) 为了证明滑模面S1和S2的有限时间收敛性,
选取李雅普诺夫函数为

V =
1
2
ST

1 JfnS1 +
1
2
mfnS

T
2 S2. (43)

对式(43)左右两边求导得到

V̇ = ST
1 JfnṠ1 + mfnS

T
2 Ṡ2, (44)

其中:
Ṡ1 = ϕ̇1 − ψ̇1 =
∂ϕ1

∂X1

Ẋ1 − ∂ϕ1

∂X1

(F1n + G1n(T f
u)opt) =

∂ϕ1

∂X1

(−G1nα sig(S1)γ + [d̂T
T,0]T) =

−p1J
−1
fn α sig(S1)γ + p1d̂T, (45)

Ṡ2 = ϕ̇2 − ψ̇2 =
∂ϕ2

∂X2

Ẋ2 − ∂ϕ2

∂X2

(F2 + G2n(F f
u)opt) =

∂ϕ2

∂X2

(−G2nβ sig(S2)γ + [d̂T
F ,0]T) =

− p3

mfn

β sig(S2)γ + p3d̂F. (46)

将式(45)和式(46)代入式(44)有

V̇ = −p1S
T
1 α sig(S1)γ + p1S

T
1 Jfnd̂T −

p3S
T
2 β sig(S2)γ + p3mfnS

T
2 d̂F. (47)

再将式(38)代入式(47)则有

V̇ = −p1

3∑
i=1

αi|S1i|γ+1 + p1

3∑
i=1

d̃TiS1i −

p3

3∑
i=1

βi|S2i|γ+1 + p3

3∑
i=1

d̃FiS2i 6

−p1

3∑
i=1

(αi|S1i|γ+1 − |d̃Ti||S1i|)−

p3

3∑
i=1

(βi|S2i|γ+1 − |d̃Fi||S2i|) =

−p1

3∑
i=1

(αi − |d̃Ti||S1i|−γ)|S1i|γ+1 −

p3

3∑
i=1

(βi − |d̃Fi||S2i|−γ)|S2i|γ+1 6

−p1(α− ¯̃
dT‖S1‖−γ)‖S1‖γ+1 − p3(β −

¯̃
dF‖S2‖−γ)‖S2‖γ+1. (48)

又由ST
1 JfnS1 6σmax(Jfn)‖S1‖2 (σmax(Jfn)为Jfn的

最大特征值)和mfnS
T
2 S2 = mfn‖S2‖2,并根据引理1

(见附录C)可以得到

(2V )
γ+1
2 6

(σmax‖S1‖2 + mfn‖S2‖2)
γ+1
2 6

(σmax)
γ+1
2 ‖S1‖γ+1 + (mfn)

γ+1
2 ‖S2‖γ+1 6

M̄(‖S1‖γ+1 + ‖S2‖γ+1), (49)

其中M̄ = max((σmax)
1+γ
2 , (mfn)

1+γ
2 ).
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在式 (49)中,如果有α− ¯̃
dT‖S1‖−γ > 0和β −

¯̃
dF‖S2‖−γ > 0,即 ‖S1‖>η1和 ‖S2‖>η2,那么根据
式(48)和式(49)可以得到

V̇ 6 −λ1‖S1‖γ+1 − λ2‖S2‖γ+1 6

−λ(‖S1‖γ+1+‖S2‖γ+1)6− λ

M̄
(2V )

1+γ
2 , (50)

其中:
λ=min(λ1, λ2), λ1 =p1(α− ¯̃

dT‖S1‖−γ),

λ2 = p3(β − ¯̃
dF‖S2‖−γ).

由引理2(见附录C),有界区域‖S1‖ 6 η1和‖S2‖ 6 η2

能够在有限时间内达到.

2) 当滑模面S1和S2收敛到有界区域η1和η2时,
由式(33)有

‖ϕ1 −ψ1‖ 6 η1, ‖ϕ2 −ψ2‖ 6 η2, (51)

那么可以得到

‖ϕ1‖ 6 η1 + ‖ψ1‖, ‖ϕ2‖ 6 η2 + ‖ψ2‖. (52)

由于在次优控制律(F̂ f
u)opt的作用下,标称系统的

状态能够分别渐近收敛到目标集合Ω1和Ω2. 根据式
(17)−(19)和式(36)−(37)有

‖ψ1‖ = ‖p1eωn + p2eδn‖ 6
max(p1, p2)(‖eωn‖+ ‖eδn‖) 6
max(p1, p2)(ζ1 + ζ2), (53)

‖ψ2‖ = ‖p3evn + p4epn‖ 6
max(p3, p4)(‖eωn‖+ ‖epn‖) 6
max(p3, p4)(ζ3 + ζ4). (54)

把式(52)代入上两式有

‖ϕ1‖ 6 η1 + max(p1, p2)(ζ1 + ζ2), (55)

‖ϕ2‖ 6 η2 + max(p3, p4)(ζ3 + ζ4). (56)

因此,必然存在ε1 > 0, ε2 > 0, ε3 > 0, ε4 > 0,满足

p1ε1 + p2ε2 6 η1 + max(p1, p2)(ζ1 + ζ2), (57)

p3ε3 + p4ε4 6 η2 + max(p3, p4)(ζ3 + ζ4) (58)

的约束条件,使得式(41)和式(42)成立. 即闭环系统的
跟踪误差分别渐近收敛到有界区域ε1, ε2, ε3和ε4.

证毕.

注注注 1 在上述证明过程中,不仅考虑了卫星转动惯量

的不确定性和外界干扰力矩,而且还考虑了卫星质量的变化

和J2摄动力. 因此,该控制器对模型参数不确定性和外部扰

动具有鲁棒性.

注注注 2 由式(57)和式(58)可以推断,为了使得ε1, ε2, ε3

和ε4较小,必须使得η1, η2, ζ1, ζ2, ζ3和ζ4较小,同时也可以通

过调整p1, p2, p3和p4的取值使得跟踪误差较小.

4 仿仿仿真真真分分分析析析与与与验验验证证证(Simulation analysis and
validation)
为了验证本文方法的有效性和可行性,以双星编

队队形初始化优化控制为例进行数学仿真. 考虑对从
星进行姿态和轨道的跟踪控制,使得从星与主星之间
的相对位置和相对姿态到达期望的时变轨迹




pl
fl,d(t) = [Ra cos(ωnt) 0 Rb sin(ωnt)]T m,

ωf
fl,d(t) = 0.001× [− sin(n0t) 2 cos(2n0t)

− 3 sin(3n0t)]T(◦)/s),

qfl,d(0) = [1 0 0 0]T,

(59)

其中: Ra = 400 m和Rb = 600 m分别为椭圆轨道的
短半轴和长半轴, ωn = π/2T, n0 = 100π/T, T =
5553.62 s为主星的轨道周期.主星的轨道参数如表1
所示,且假定主星的本体系与轨道系重合.

表 1 主星轨道参数
Table 1 Orbital parameters of the leader satellite

半长轴/km 偏心率 轨道倾角/(◦) 近地点角距/(◦) 升交点赤经/(◦) 真近点角/(◦)

6778.14 0.02 97.0346 50 256.566 0

从星的真实质量和真实转动惯量为

m=100 kg, Jf =




13.5 0.07 − 0.1
0.07 15.8 0.4
−0.1 0.4 12.3


 kg ·m2,

(60)

但是在实际应用中只能够得到转动惯量的估计值

Jfn = diag{13, 15, 12} kg ·m2.

从星在轨飞行中受到外部扰动力和外部扰动力矩的

干扰. 其中: 外部扰动力为J2摄动力,

J2 = 0.0010826,

外部扰动力矩假定为

T f
d = 0.0001× [4 cos(20πt) 3 sin(30πt)

− cos(40πt)]T N ·m. (61)

在对从星的控制过程中,假定在其主轴的3个方
向上能够获得连续变化的控制力和控制力矩.主星
与从星之间相对姿态和相对位置的初始误差如
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表2所示.

表 2 初始相对误差
Table 2 Initial relative errors

相对位置/m 相对角度/(◦)

[−30.5 − 15.2 20.8]T [20.6 62.7 − 79.8]T

相对速度/(m · s−1) 相对角速度/((◦) · s−1)

[0.085 − 0.039 0.158]T [0.001 − 0.004 − 0.003]T

式(32)所示控制器的参数取值为




a1 = 25.3, b1 = 1.5, c1 = 0.3, r1 = 0.01,

a2 = 600, b2 = 20, c2 = 0.2, r1 = 0.01,

p1 = 5, p2 = 0.01, p3 = 1, p4 = 0.01,

α = diag{0.1, 0.1, 0.1},
β = diag{1, 1, 1}, γ = 0.8.

(62)

式(11)和式(12)中Q1,Q2,R1,R2的取值为

Q1 = Q2 = diag{1, 1, 1, 1, 1, 1}, (63)

R1 = diag{10, 10, 10}, R2 = diag{15, 15, 15}.
(64)

图2−7给出了在300 s内由本文的控制器得到的
数学仿真结果.图2为相对姿态跟踪误差的时间变
化曲线,图3为相对角速度跟踪误差的时间变化曲
线.从图2和图3可以看出,在本文控制器的作用下,
相对姿态的跟踪误差和相对姿态角速度的跟踪误差

在72 s左右收敛到0附近.图4为相对位置跟踪误差
的时间变化曲线,图5为相对速度跟踪误差的时间
变化曲线.从图4和图5可以看出,在本文控制器的
作用下,相对位置的跟踪误差和相对速度的跟踪误
差在150 s左右收敛到0附近.因此,尽管受卫星模型
参数不确定性和外部有界干扰的影响,本文的控制
器能够使得跟踪误差快速收敛. 图6和图7分别为控
制力矩和控制力的时间变化曲线.从图6和图7中可
以看出,本文方法能够得到连续变化的控制力矩和
控制力,颤振现象不明显.

图 2 相对姿态的跟踪误差
Fig. 2 Tracking errors of relative attitude

图 3 相对角速度的跟踪误差
Fig. 3 Tracking errors of relative angular velocity

图 4 相对位置的跟踪误差
Fig. 4 Tracking errors of relative position

图 5 相对速度的跟踪误差
Fig. 5 Tracking errors of relative velocity

图 6 控制力矩
Fig. 6 Control torque
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图 7 控制力
Fig. 7 Control force

为了体现本文控制器能够得到优化的性能指标,
与文献[12]的控制器做了比较. 图8和图9分别给出
了两种控制器得到的性能指标I1和I2的时间变化曲

线.从图8和图9可以看出,本文控制器得到的性能
指标I1和I2比文献[12]得到的均要小. 因此,本文的
控制器在性能指标上要优于文献[12]的控制器.

图 8 I1的结果比较

Fig. 8 Result comparison of I1

图 9 I2的结果比较

Fig. 9 Result comparison of I2

5 结结结论论论(Conclusions)
本文在对偶四元数的框架下研究了主从式编队

卫星姿态和轨道跟踪控制的优化问题,把最优控制
与滑模控制结合起来提出了一种优化的积分滑模控

制器,并基于李雅普诺夫方法证明了闭环控制系统

是全局渐近稳定的. 仿真结果表明,本文的控制器
能够实现编队卫星相对姿态和相对位置跟踪的精确

控制,具有较快的收敛速度,且对卫星模型参数不
确定性和外部干扰具有较强的鲁棒性,同时得到较
小的性能指标.
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附附附录录录 (Appendix)
附附附录录录A 1) 对偶数.
对偶数的定义为

ẑ = a + εb, (A1)

其中: a和b均为实数, a为对偶数的实数部分, b为它的对偶部

分. ε满足ε2 = 0, ε 6= 0的条件.对偶数的基本运算为
8
><
>:

ẑ1 + ẑ2 = a1 + a2 + ε(b1 + b2),

ẑ1ẑ2 = a1a2 + ε(a1b2 + a2b1),

λẑ = λa + ελb.

(A2)

共轭对偶数则定义为

ẑ∗ = a− εb. (A3)

对偶向量是一类实部和对偶部均为向量的对偶数

ẑ = a + εb. (A4)

2) 对偶四元数.
对偶四元数是一类元素为对偶数的四元数,定义为

q̂ = [ŝ v̂], (A5)

其中ŝ和v̂分别为对偶数和对偶向量. 它的基本运算为
8
><
>:

q̂∗ = [ŝ −v̂], q̂1 + q̂2 = [ŝ1 + ŝ2 v̂1 + v̂2],

λq̂ = [λŝ λv̂],

q̂1 ◦ q̂2 =[ŝ1ŝ2−v̂1 · v̂2 ŝ1v̂2+ŝ2v̂1+v̂1×v̂2],

(A6)

其中: q̂∗为q̂的共轭, λ是一个实数. 单位对偶四元数即为满
足‖q̂‖2 = 1 + ε0约束的对偶四元数.
对偶四元数也可以用四元数的对偶数来表示;

q̂ = q + εq′, (A7)

其中q和q′均为四元数.
3) 对偶动量和对偶惯量矩阵.
刚体的对偶动量定义为

ĥ = M̂ω̂, (A8)

其中M̂为由质量J和转动惯量组成的对偶惯性算子,它的矩
阵形式为

M̂ = m
d

dε
E + εJ =

2
66664

m
d

dε
+ εJxx εJxy εJxz

εJxy m
d

dε
+ εJyy εJyz

εJxz εJyz m
d

dε
+ εJzz

3
77775

. (A9)

M̂的逆M̂−1定义为

M̂−1 = J−1(
d

dε
) + ε(1/m)E. (A10)

4) 单位四元数和单位对偶四元数的对数运算.
单位四元数的对数运算定义为

ln q = (0,
φ

2
n), 0 6 φ 6 2π, (A11)

可以将其简化为

(ln q)v =
φ

2
n, 0 6 φ 6 2π. (A12)

单位对偶四元数的对数运算定义为

ln q̂ = ln(q ◦ eεq−1◦q′) = ln q + ε(0,
1

2
p), (A13)

对应地,也可以简化为
(ln q̂)v =

1

2
(φn + εpt), (A14)

其中: p = ‖p‖, t = p/p.

附附附录录录B 式(16)中, f1n, f2, f3, f4, d̂T和d̂F的表达式

分别如下:
f1n =

J−1
fn [−(ωf

fl + Cflω
l
li)
×Jfn(ωf

fl + Cflω
l
li)]−

Cflω̇
l
li + ωf×

fl Cflω̇
l
li − ω̇f

fl,d, (A15)

f2 =

eω +
1

2
eδ × eω +

1

‖eδ‖
[(1− ‖eδ‖

2
cot

‖eδ‖
2

)eδ ×
(eδ × eω)], (A16)

f3 =

−2Cflω
l
li × Ṗ f

fl −Cflω
l
li × (Cflω

l
li × P f

fl)−
Cflω̇

l
li × P f

fl +
µ

‖P l
li‖3

CflP
l
li − ωf

fl × Ṗ f
fl −

ωf
fl × ((ωf

fl × P f
fl)− 2Cflω

l
li × (ωf

fl × P f
fl)−

µ

‖P f
fi‖3

P f
fi − (Ṗ d

fl,d + ωf
fl,d × P f

fl,d)′, (A17)

f4 = ev − eω × ep, (A18)

d̂T = ∆f1 + ∆J̃fT
f
u + J−1

f T f
d =

−J−1
fn ωf×

fi ∆Jfω
f
fi −∆J̃fω

f×
fi Jfnωf

fi −
∆J̃fω

f×
fi ∆Jfω

f
fi + ∆J̃fT

f
u + (J−1

f0 + ∆J̃f)T
f
d, (A19)

d̂F =
1

mf
F f

d, (A20)

其中: Cfl为方向余弦阵, P f
fl,d和ωf

fl,d分别为期望的位置和角

速度.

附附附录录录C
引引引理理理A1 对于任意给定的xi ∈ R(i = 1, · · · , n)和一个

常数p ∈ (0, 1)下面不等式成立:

(
nP

i=1
|xi|)p 6

nP
i=1

|xi|p. (A21)

引引引理理理A2 对于连续时间系统ẋ = f(x, u),给定一个
C1的函数V (x) : U → R(U ⊂ Rn), V (x)是连续正定的. 如
果存在γ ∈ R+和β ∈ (0, 1)使得V̇ (x)+ γV (x)β 6 0成立,那
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么存在一个区域U0 ⊂ Rn,能够在有限时间内到达V (x) = 0,
且收敛时间Tr满足

Tr 6 V (x0)
1−β

γ − γβ
, (A22)

其中V (x0)为V (x)的初值.
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《《《控控控制制制理理理论论论与与与应应应用用用》》》第第第7届届届编编编委委委会会会研研研讨讨讨会会会在在在西西西安安安召召召开开开

2013年7月25日下午,《控制理论与应用》第7届编委会研讨会在西安市中兴和泰酒店芙蓉厅举行.《控制理论与应

用》第7届编委会和《Journal of Control Theory and Applications》第3届编委会的主编、副主编、编委及编辑人员60余人参加

了会议.中国科学院数学与系统科学研究院系统科学研究所所长张纪峰教授、中文刊顾问秦化淑教授和本刊编辑部最早成

员黄冰清老师也应邀出席了会议.

会议由第6届编委会英文刊主编程代展教授主持,第6届编委会中文刊主编胡跃明教授做第6届编委会工作报告. 张纪峰

教授代表主办单位为新一届中、英文刊主编、副主编及所有参会编委颁发了聘书.新任中、英文主编、副主编表示感谢主办

单位的信任,将尽力做好本届编委会的工作,立足国内,走向世界,把刊物办成控制领域具自身特色、较高影响力的学术刊物.

接着,张纪峰教授回顾了刊物从无到有、由弱到强的艰辛创业和发展历程,代表主办单位感谢各届编委会和编辑部30年来的

辛勤工作,并希望本届编委会一如既往,继续努力办好两刊. 秦化淑教授和黄冰清老师也分别讲话,对刊物寄予殷切期望.

《控制理论与应用》中、英文刊是由华南理工大学和中国科学院数学与系统科学研究院联合创办的全国性学术刊物.经

过30年的发展和努力,已经成为国内同行公认的高水平学术刊物.目前继续被美国《工程索引》(EI Compendex)与《数学评

论》、俄罗斯《文摘杂志》、英国《科学文摘》、德国《数学文摘》等多种国际著名检索系统,以及国内包括《中国学术期刊(光

盘版)》、《中国科学引文数据库》等在内的十余个重要数据库收录.

会上,中文刊主编胡跃明教授汇报了上届编委会的工作: 2008年−2012年共出版74期(中文刊54期,英文刊20期),发表

文章1720篇(中文1329篇,英文391篇);中文刊共出版8期(9个专题)专刊,英文刊共出版6期专辑;期刊努力缩短出版周期,实

施数字优先出版,运用学术不端检测系统查处重复投稿、杜绝一稿多投和抄袭的现象,遵循著作权法完善期刊各项制度以及

参照国际化审稿流程调整英文刊稿件评审流程,进一步提升了期刊的出版质量.

针对本刊影响因子偏低、特色栏目及高质量稿件偏少等问题,对本届编委会提出了工作设想和要求,主要包括:

1. 关注国家自然科学基金、“973”计划、“863”计划等重大重点课题,加强先进控制理论在国民经济建设特别是在

新兴战略产业领域的应用研究成果的报道,积极组稿约稿,提升来稿质量;

2. 关注国内外同类期刊的定位差别,进一步提升本刊的学术水平. 优先刊登热点问题研究论文,敢于刊登尚未完善但引

领学术研究方向的研究成果;

3. 利用与Springer合作出版的优势,借助其平台,加强海外宣传力度,积极约稿,吸引更多国际优秀稿件;

4. 坚持编委责任制,坚持公正、严谨的原则,严格论文评审尺度,不轻易放宽录用标准.减少零频次论文的刊出,提高影

响因子;

5. 继续提高稿件评审速度,缩短审稿周期和发表周期.中文刊录用稿件的审稿周期控制在3个月以内,发表周期控制

在10∼12个月以内,英文刊发表周期争取在一年以内.

6. 继续提高英文刊编委国际化、稿件国际化、读者国际化程度,增加主编约稿、编委荐稿比例,为英文刊申请进

入SCI做好准备.

研讨会期间,与会编委进行了积极讨论,就争取优质稿源、提高影响因子、扩大期刊影响力、英文刊国际化及申

请SCI等议题畅所欲言,提出了许多积极有效的办法和措施.

本届编委会衷心感谢国内外同行多年来对本刊的大力支持和厚爱！诚挚邀请各位同行将协同创新研究中取得的优秀

成果论文优先投稿给两刊. 相信在本届编委会和各位同行的共同努力下,两刊将会在学术水平和出版质量等方面更上一个新

台阶,成为国内外控制理论与工程应用领域创新研究成果交流与争鸣的高端平台.


