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摘要:针对一类非匹配不确定非线性系统的跟踪控制问题,提出了一种递归滑模动态面自适应控制算法. 采用神
经网络(neural network, NN)在线逼近系统不确定项,通过设计递归滑模动态面有效综合反推步骤中每步跟踪误差
之间相互影响和制约的关系.该方法避免了反推法存在的“微分爆炸”问题,克服了传统动态面方法对其低通滤波
器时间常数和神经网络自适应参数摄动脆弱的缺点. 稳定性分析证明了该方法能够保证闭环系统所有状态半全局
一致最终有界,且跟踪误差可以收敛至原点的任意小邻域.
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Non-fragile recursive sliding mode dynamic surface control with
adaptive neural network

LIU Xi1†, SUN Xiu-xia1, LIU Shu-guang1, XU Song1, HAO Zhen2

(1. College of Aeronautics and Astronautics Engineering, Air Force Engineering University, Xi’an Shaanxi 710038, China;
2. Unit 94270 of PLA, Jinan Shandong 250117, China)

Abstract: A non-fragile recursive sliding mode dynamic surface adaptive control method is proposed for a class of
uncertain, mismatched nonlinear system. By employing the neural network (NN) to approximate the system uncertainty
and designing the recursive sliding mode dynamic surface to synthesize the interaction of the tracking error in each step of
backstepping scheme, we make the method to get rid of the ‘explosion of complexity’ associated with the backstepping con-
trol and to avoid being fragile to the perturbation in both the filter time constant and adaptive parameters of neural network
in the traditional dynamic surface control. Stability analysis verifies the semi-global, uniform, and ultimate boundedness
(SUUB) for all the states of the closed-loop system, and guarantees the tracking error to converge to an arbitrarily small
neighborhood of the origin.
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1 引引引言言言(Introduction)
非匹配不确定非线性系统的跟踪控制一直以来都

是控制领域研究的热点和难点. 20世纪90年代由
Saberi, Kokotovic, Morse和Kanellakopoulos等人提
出的反推控制方法(backstepping control, BC)[1–3],是
处理该类问题中广泛使用的一种方法. 但是在反推控
制方法中,每一步的控制律设计都需要对虚拟控制量
求导,使得控制律高度复杂,且对被控对象和控制指
令都有非常苛刻的要求. 基于此, Swaroop等人[4–5]提

出了“动态面控制”(dynamic surface control, DSC)
方法,通过在原反推控制的每前后两步控制律设计中,
增加一个低通滤波器,从而避免了下一步设计中对中
间虚拟控制量求导,大大降低了控制律的复杂程度.
随着自适应和智能控制理论的兴起,许多学者结合模

糊逼近和神经网络学习等智能方法提出了一些具有

较强鲁棒性能的自适应动态面控制方法,并进一步扩
展了动态面控制方法的应用领域[6–13].

然而,自适应动态面控制方法虽然对于系统不确
定性和外界干扰具就有较强的鲁棒性,但对其低通滤
波器时间常数和自适应参数的摄动却非常脆弱.
Swaroop等人[4–5]最初提出动态面控制方法的时候就

注意了这一点,并给出了因为低通滤波器时间常数τi

稍大而引起系统发散的仿真实例. 在实际工程中,低
通滤波器时间常数和神经网络自适应参数通常都是

靠经验取值.大量实验表明,这些控制器参数的取值
范围通常很小,参数的设置稍有不慎就可能引起系统
振荡甚至发散.自适应动态面控制器所表现出的脆弱
性严重制约着该方法在许多领域的应用.

收稿日期: 2013−01−14;收修改稿日期: 2013−03−18.
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本文首先分析了传统动态面控制方法基于局部跟

踪误差依次反推的局限性,指出了反推时每步控制律
的设计需要综合考虑和预测每个子系统跟踪误差之

间相互影响和制约的关系.然后,基于神经网络设计
了一种非脆弱递归滑模动态面自适应控制方法. 该方
法可以保证闭环系统所有信号半全局一致最终有界,
且通过调整控制器参数,可以使跟踪误差任意小. 理
论分析和仿真结果均表明该方法对于系统不确定性

和控制器自身参数的摄动均具有很强的鲁棒性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
本文方法适用于所有严反馈且增益方向已知的非

线性不确定系统.为了便于阐述本文的控制器设计思
想,考虑如下形式的严反馈非线性不确定系统:




ẋi = xi+1 + fi(X̄i) + ∆fi(X̄i),
ẋn = u + fn(X̄n) + ∆fn(X̄n),
y = x1,

(1)

式中: X̄i = [x1 · · · xi]T,并且fi(X̄i)为已知函数,
∆fi(X̄i)为未知不确定函数, u为控制输入. 控制的目
标是使输出y跟踪参考信号r(t). 为书写方便,下文采
用fi和∆fi分别表示fi(X̄i)和∆fi(X̄i).

假假假设设设 1 fi为C1类函数.

假假假设设设 2 参考信号r(t), ṙ(t), r̈(t)存在且有界,对
于任意t > 0, (r, ṙ, r̈)属于一个已知的紧集,即

r ∈ Ω1 = {(r, ṙ, r̈)|r2 + ṙ2 + r̈2 6 K0}, (2)

其中K0为已知常数.

3 传传传统统统动动动态态态面面面控控控制制制的的的局局局限限限性性性分分分析析析(The limita-
tion analysis of traditional dynamic surface
control)

3.1 传传传统统统动动动态态态面面面控控控制制制方方方法法法简简简介介介(Brief introduction
of traditional dynamic surface control)
对于非线性不确定系统(1)的控制问题,传统动态

面控制方法如下:



e1 = x1 − r,

x2,d = −f1 − e1ψ
2
1

2ε
− k1e1 + ṙ,

τ2ż2 + z2 = x2,d, z2(0) = x2,d(0).

(3)

依此类推,对于2 6 i 6 n− 1,有



ei = xi − zi,

xi+1,d = −fi − eiψ
2
i

2ε
− kiei + żi,

τi+1żi+1+zi+1 =xi+1,d, zi+1(0)=xi+1,d(0).

(4)

最后, i = n时,



en = xn − zn,

un = −fn − enψ2
n

2ε
− knen + żn,

(5)

其中: ε > 0为与跟踪精度相关的一个待设计参数, zi

为引入低通滤波器的状态变量, τi > 0为低通滤波器
时间常数, ki > 0为控制增益,而ψi代表C1类函数

ψi(X̄i),且满足|∆fi| 6 ψi.

3.2 基基基于于于局局局部部部跟跟跟踪踪踪误误误差差差依依依次次次反反反推推推的的的局局局限限限性性性(The li-
mitation of backstepping based on local track-
ing error)
从传统动态面控制方法简介可以看出,中间虚拟

控制量xi,d的设计仅考虑了前一个子系统跟踪误差

ei−1 ,而没有兼顾所有之前子系统的跟踪误差e1,

· · · , ei−2. 然而,各子系统的跟踪误差之间是相互影
响和制约的. 例如ei > 0时, ei+1 < 0有利于减小ei;
ei < 0时, ei+1 < 0会加速ei减小. 同样是ei+1 < 0,
对系统的影响却完全不同,一个是有利的,另一个却
是有害的. 所以,在反推时,虚拟控制量xi,d的设计仅

仅考虑前一个子系统跟踪误差ei−1是片面的,每一个
子系统的跟踪误差也不是越小越好.如果考虑低通滤
波器引起的延迟,基于局部跟踪误差依次反推的局限
性容易诱发系统振荡甚至发散.正因为如此,基于传
统动态面方法的神经网络控制对其控制器自身参数

的摄动非常脆弱. 特别是其低通滤波器时间常数和自
适应参数,通常取值范围很小,且没有有效的设置方
法,在实际应用中需要根据经验进行大量试凑和验证
工作.

4 递递递归归归滑滑滑模模模动动动态态态面面面自自自适适适应应应NN控控控制制制(Recursive
sliding mode dynamic surface control with
adaptive NN)

4.1 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
采用RBF神经网络在线逼近系统不确定项∆fi,

∆fi可以表示为

∆fi = θ∗Ti ξi(X̄i) + δi(X̄i), (6)

其中: ξi(X̄i) : Ri → Rpi为神经网络基函数向量, pi

为神经网络i的隐层节点个数, δi(X̄i)为神经网络重构
误差函数. 为书写方便,下文用ξi, δi分别表示ξi(X̄i)
和δi(X̄i). 式(6)中:

θ∗i = arg min
θ̂T

i ∈Rpi

{ sup
X̄i∈Ri

‖∆fi − θ̂T
i ξi(X̄i)‖} (7)

为理想神经网络权值向量. 实际上, θ∗i的值无法得到,
用θ̂i表示其估计值,定义θ̃i = θ̂i − θ∗i为估计误差. 于
是∆fi可以表示为

∆fi = θ̂T
i ξi − θ̃T

i ξi + δi. (8)

假假假设设设 3 神经网络权值θ∗i有界,即存在正常数
θM ,满足‖θ∗i ‖ < θM .

假假假设设设 4 存在C1类函数ρi(X̄i),满足ρi(X̄i) >

|δi|. 为书写方便,下文采用ρi表示ρi(X̄i).
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下面具体介绍控制器的设计步骤.

Step 1 考虑ẋ1–子系统,定义第1个滑模面{
e1 = x1 − r,

s1 = e1,
(9)

则

ṡ1 = x2 + f1 + ∆f1 − ṙ. (10)

将式(8)代入式(10),得

ṡ1 = x2 + f1 + θ̂T
1 ξ1 − θ̃T

1 ξ1 + δ1 − ṙ. (11)

根据式(11),设计如下虚拟控制律和自适应律:



x2,d = x2,d1 −
s1x

2
2,d2

2ε
− k1s1,

x2,d1 = −f1 − θ̂T
1 ξ1 + ṙ,

x2,d2 = ρ1,

(12)

˙̂
θ1 = Γ1[ξ1s1 − σ1(θ̂1 − θ̂0

1)]. (13)

为了避免下一步设计中对虚拟控制律求导,使用时间
常数为τ2的一阶低通滤波器对虚拟控制律进行滤波,
得到x2,d的估计值z2,

τ2ż2 + z2 = x2,d, z2(0) = x2,d(0). (14)

Step i(2 6 i 6 n− 1) 考虑ẋi–子系统,定义第
i个递归滑模面{

ei = xi − zi,

si = ci−1si−1 + ei, ci−1 > 0,
(15)

则

ṡi = ci−1ṡi−1 + xi+1 + fi + ∆fi − ż2. (16)

将式(8)代入式(16),得

ṡi = ci−1ṡi−1 + xi+1 + fi + θ̂T
i ξi − θ̃T

i ξi + δi − ż2.

(17)

类似地,设计虚拟控制律、自适应律和低通滤波器为



xi+1,d =xi+1,d1−
six

2
i+1,d2

2ε
−kisi−si−1,

xi+1,d1 =ci−1(xi,d1−xi)−fi−θ̂T
i ξi+żi,

xi+1,d2 = ci−1xi,d2 + ρi,

(18)

˙̂
θi = Γi[ξisi − σi(θ̂i − θ̂0

i )], (19)

τi+1żi+1 + zi+1 = xi+1,d, zi+1(0) = xi+1,d(0).

(20)

Step n 考虑ẋn–子系统,定义第n个递归滑模面{
en = xn − zn,

sn = cn−1sn−1 + en, cn−1 > 0,
(21)

则

ṡn = cn−1ṡn−1 + u + fn + ∆fn − żn =

cn−1ṡn−1+u+fn+θ̂T
n ξn−θ̃T

n ξn+δn−żn. (22)

最后,设计控制输入u和自适应律



u = ud1 − snu2
d2

2ε
− knsn − sn−1,

ud1 = cn−1(xn,d1 − xn)− fn − θ̂T
n ξn + żn,

ud2 = cn−1xn,d2 + ρn,

(23)
˙̂
θn = Γn[ξnsn − σn(θ̂n − θ̂0

n)], (24)

其中: ki, ci, σi和ε为待设计正常数, Γi为待设计正定

对称矩阵, θ̂0
i 为神经网络初始权值.

注注注 1 传统动态面的虚拟控制律仅仅考虑了跟踪误

差ei,而本文通过定义递归滑模面(15)和(21),综合考虑了当

前子系统之前的所有子系统跟踪误差.

注注注 2 递归的控制律形式使得控制律充分利用了已有

的信息,减小了计算量.

注注注 3 当本文方法中ci = 0(i = 1, · · · , n− 1)时,本文

方法等价于传统神经网络动态面控制方法. 可见本文方法为

一种更为广义的神经网络动态面控制方法.

4.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
定定定理理理 1 考虑满足假设1–2的非线性不确定系

统(1),采用式(12)–(13)(18)–(19)(23)–(24)的控制式,
则存在 τi(i = 2, · · · , n); σi, ki, Γi(i = 1, · · · , n); ci

(i = 1, · · · , n− 1), ε > 0,使得闭环控制系统满足:

1) 闭环系统所有状态半全局一致最终有界.

2) 跟踪误差最终可以收敛至原点的任意小邻域.

证证证 定义Lyapunov函数

Vis =
1
2
s2

i +
1
2
θ̃T

i Γ−1
i θ̃i, i = 1, · · · , n, (25)

则

V̇1s = s1(x2 + f1 + ∆f1 − ṙ)+θ̃T
1 (Γ−1

1
˙̂
θ1). (26)

由式(14)–(15),有

x2 = s2 − c1s1 + x2,d − τ2ż2. (27)

将式(8)(27)代入式(26),可得

V̇1s = s1(s2 − c1s1 + x2,d − τ2ż2 + f1 +

θ̂T
1 ξ1 + δ1 − ṙ) + θ̃T

1 (Γ−1
1

˙̂
θ1 − ξ1s1). (28)

由Young’s不等式,有

s2
i ρ

2
i

2ε
+

ε

2
> |si|ρi > |si||δi|, (29)

θ̃T
i (θ̂i − θ0

i ) > 1
2
|θ̃i|2 − 1

2
|θ∗i − θ0

i |2. (30)

将式(12)–(13)(29)–(30)代入式(28),有

V̇1s 6 −(c1 + k1)s2
1 −

σ1

2λmax(Γ
−1

1 )
θ̃T
1 Γ

−1

1 θ̃1 +

s1s2 − τ2ż2s1 +
ε

2
+

σ1

2
|θ∗1 − θ0

1|2. (31)

类似地,对于2 6 i 6 n− 1,有
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V̇is 6 −(ci + ki)s2
i −

σi

2λmax(Γ
−1

i )
θ̃T

i Γ
−1

i θ̃i −
τi+1żi+1si − si−1si + sisi+1 +
ε

2
+

σi

2
|θ∗i − θ0

i |2. (32)

最后,有

V̇ns 6 −kns2
n −

σn

2λmax(Γ
−1

n )
θ̃T

n Γ
−1

n θ̃n −

si−1si +
ε

2
+

σn

2
|θ∗n − θ0

n|2. (33)

定义Lyapunov函数

Vs =
n∑

i=1

Vis, (34)

则

V̇s 6 −(
n∑

i=1

ki +
n−1∑
i=1

ci)s2
i −

n−1∑
i=1

τi+1żi+1si−
n∑

i=1

σi

2λmax(Γ
−1

i )
θ̃T

i Γ
−1

i θ̃i +
nε

2
+

n∑
i=1

σi

2
|θ∗i − θ0

i |2. (35)

定义

yi = zi − xid, i = 2, · · · , n. (36)

由定义(36)及式(14)(20),有

yi = −τiżi. (37)

将式(37)代入式(35),有

V̇s 6 −(
n∑

i=1

ki +
n−1∑
i=1

ci)s2
i +

n−1∑
i=1

yi+1si −
n∑

i=1

σi

2λmax(Γ
−1

i )
θ̃T

i Γ
−1

i θ̃i+
nε

2
+

n∑
i=1

σi

2
|θ∗i − θ0

i |2. (38)

由定义(36)及式(14)(20),有

ẏi = −yi

τi

− ẋid. (39)

由式(12)(18),以及假设1–2和假设4,易知必定存在连
续函数ηi,使式(40)成立:

|ẋid| 6 ηi(s1, · · · , si, y2, · · · , yi, τ2, · · · , τi−1, k1,

· · · , ki−1, c1, · · · , ci−2, x1d, ẋ1d, ẍ1d). (40)

定义Lyapunov函数

Viy =
y2

i

2
. (41)

由式(39)–(40)及Young’s不等式,有

V̇iy 6 −y2
i

τi

+ |yi|ηi 6 −(
1
τi

− 1
2
)y2

i +
η2

i

2
. (42)

最后,定义Lyapunov函数

V = Vs +
n∑

i=2

Viy, (43)

则

V̇ 6 −(
n∑

i=1

ki +
n−1∑
i=1

ci)s2
i +

n−1∑
i=1

yi+1si +

n∑
i=2

η2
i

2
+

nε

2
−

n∑
i=1

σi

2λmax(Γ
−1

i )
θ̃T

i Γ
−1

i θ̃i +

n∑
i=1

σi

2
|θ∗i − θ0

i |2 −
n∑

i=2

(
1
τi

− 1
2
)y2

i . (44)

取 



1
τi

> 1
2

+
1

4(λi + ci)
+ α0,

ki > λi + α0, i = 1, · · · , n− 1,

kn > α0,

(45)

其中: λi > 0, α0 > 0. 利用Young’s不等式有

V̇ 6 −a0(
n∑

i=1

s2
i +

n∑
i=2

y2
i ) +

n∑
i=2

η2
i

2
+

nε

2
+

n∑
i=1

σi

2
|θ∗i − θ0

i |2 −
n∑

i=1

σi

2λmax(Γ
−1

i )
θ̃T

i Γ
−1

i θ̃i.

(46)

定义如下紧集:

Ωi = {(s1, · · · si, y2, · · · , yi, θ̃1, · · · , θ̃i)|
i∑

j=1

(s2
j + θ̃T

j Γ−1
j θ̃j) +

i∑
j=2

y2
i 6 2p},

i = 2, · · · , n, (47)

其中p > 0为常数.

根据假设2,参考信号r的属性集合Ω1是已知紧集,
因此Ω1 ×Ωi , i = 2, · · · , n仍是紧集,所以,连续函
数|ηi|在Ω1 ×Ωi上存在最大值,不妨设为Mi. 因此
由式(46),有

V̇ 6 −2µV + C, (48)

其中:

µ = min
16i6n

{a0,
σi

2λmax(Γ
−1

i )
}, (49)

C =
nε

2
+

n∑
i=2

M 2
i

2
+

n∑
i=1

σi

2
|θ∗i − θ0

i |2. (50)

通过设置 a0 , σi , Γi可以使µ > C/(2p),则当V > p

时, V̇ < 0. 因此V 6 p是一个不变集. 即如果V (0)
6 p,则V (t) 6 p对∀t > 0成立. 跟踪误差最终可以
收敛到半径为C/(2µ)的球域.取µ > max{C/(2p),
C/ε},则e2

1 6 2V 6 ε. 因为ε可以任意设置,所以跟
踪误差最终可以收敛至原点的任意小邻域. 证毕.

注注注 4 由稳定性分析可以看出,本文通过引入参数ci

(1 6 i 6 n− 1),一方面综合考虑了所有子系统的跟踪误差

之间的相互影响,可以减小Mi的值,进而扩大了参数τi, Γi,

和ki的取值范围,另一方面由式(45)可以看出参数ci的引入

直接增大了τi和ki的取值范围.说明了本文方法相对于动态

面控制方法具有非脆弱的特性.
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5 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation examples)
为了分析本文方法对控制器自身参数摄动的非脆

弱性,选择传统神经网络动态面控制方法[10]与本文方

法进行仿真对比. 直接选用文献[10]仿真所用的非匹
配不确定非线性系统:




ẋ1 = x2 + ∆f1(X̄1),
ẋ2 = x3 + ∆f2(X̄2),
ẋ3 = u,

y = x1,

(51)

其中: ∆f1(X̄1), ∆f2(X̄2)为未知非线性函数. 控制的
目的是设计控制输入u ,使输出y跟踪参考信号

r(t). 在仿真中设∆f1(X̄1)=x3
1, ∆f2(X̄2)=x2

1 + x2
2,

系统初始状态为[x10, x20, x30] = [0, 1, 0],参考信号
r(t) = sin t.

本文方法和文献[10]相同的参数取ρ1 = 10−4,
k1 = 40, k2 = k3 = 60 , ε = 0.2, σ1 = σ2 = 10−3;
本文方法的另外两个参数取c1 = 10, c2 = 30. 两种
方法采用相同的神经网络,其中θ1, θ2的隐层神经元

个数分别为10和100, NN的基函数向量

ξi = exp(−‖X̄i − āi‖2

b
),

神经网络初始权值θ̂0
1 = 0, θ̂0

2 = 0;中心值āi在区

间[−1, 1]均匀取值,尺度因子b = 0.1. 分别取如下4
组低通滤波器时间常数τ2, τ3和神经网络学习速率参

数Γ1, Γ2进行仿真,仿真中微分方程数值求解采用函
数ode45.

1) τ2 = τ3 = 0.02; Γ1 = Γ2 = diag{5}.
2) τ2 = τ3 = 0.02; Γ1 = Γ2 = diag{280}.
3) τ2 = τ3 = 0.026; Γ1 = Γ2 = diag{1}.
4) τ2 = τ3 = 0.026; Γ1 = Γ2 = diag{8}.
仿真结果如图1–4所示.

图 1 参数组1)下控制效果对比

Fig. 1 Performance contrast for parameter set 1)

图 2 参数组2)下控制效果对比

Fig. 2 Performance contrast for parameter set 2)

图 3 参数组3)下控制效果对比

Fig. 3 Performance contrast for parameter set 3)

图 4 参数组4)下控制效果对比

Fig. 4 Performance contrast for parameter set 4)

从图1–4中可以看出,两种方法都对系统不确定性
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具有鲁棒性,但文献[10]方法在低通滤波器时间常
数τ2, τ3和神经网络学习速率Γ1, Γ2过大时都容易引

起振荡甚至发散.本文方法对低通滤波器时间常
数τ2, τ3和神经网络学习速率参数Γ1, Γ2的摄动都具

有很强的非脆弱性,这是常规神经网络自适应动态面
不可比拟的. 此外,由图1可以看出本文方法控制输入
没有出现明显的振荡,而文献[10]方法控制输入经过
约3 s的振荡才开始稳定,可见本文方法神经网络学习
效率也明显高于文献[10]. 为进一步验证本文方法的
非脆弱性,取更为极端的参数参数组5) τ2 = τ3 =
0.1; Γ1 =Γ2 =diag{100}进行仿真,结果如图5所示,
可见本文方法仍然能够保持较好的跟踪效果.而传统
动态面方法控制系统维持不到1 s就发散了.

图 5 参数组5)下控制效果对比

Fig. 5 Performance contrast for parameter set 5)

6 结结结论论论(Conclusion)
本文针对传统动态面控制方法对其控制器自身参

数摄动脆弱的缺点,首先分析了传统动态面控制方法
基于局部跟踪误差依次反推的局限性,指出了反推时
每步控制律的设计需要综合考虑和预测了每个子系

统跟踪误差之间相互影响和制约的关系.然后基于神
经网络设计了一种非脆弱的自适应递归滑模动态面

控制方法. 该方法设计的控制器对系统未知不确定性
和控制器自身参数的摄动都具有很强的鲁棒性. 本文
将动态面方法与滑模控制原理有机结合,大大提高控
制器的非脆弱性,为解决非匹配不确定系统的控制提
供了新的途径.
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