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摘要:为了减少不准确数据对模糊系统的影响,本文利用准均匀B样条小波方法光顺了B样条模糊系统.首先将
B样条模糊系统的多分辨率表示转化为准均匀B样条函数的多分辨率表示,接着利用准均匀B样条小波分解方法对
相应的准均匀B样条函数进行分解就得到了一系列光顺性逐渐增强、规则个数逐渐减少的模糊系统,即基于小波
方法的光顺B样条模糊系统.最后,仿真结果表明,小波方法光顺的B样条模糊系统构造的模糊控制器在改善原
来B样条模糊系统构造的模糊控制器性能的同时,大大提高了原来控制器的运行效率.
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B-spline fuzzy systems faired by wavelet method and its applications
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Abstract: The B-spline fuzzy systems (B-FSs) are faired by using the quasi-uniform B-spline wavelet decomposition
method to reduce adverse effects of the inaccurate data. First, the multi-resolution of B-FSs is transformed to the multi-
resolution of quasi-uniform B-splines; and then, the corresponding quasi-uniform B-splines are decomposed by using
the quasi-uniform B-spline wavelet method to produce a series of fuzzy systems with gradually increasing fairness and
gradually decreasing number of rules. Those fuzzy systems are called faired B-spline fuzzy systems by wavelet method.
Simulation results show that fuzzy controllers constructed from faired B-FSs by wavelet method surpass in performances
the fuzzy controllers by the original B-FSs, while consuming considerably less running time.
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1 引引引言言言(Introduction)
自从1965年Zadeh提出模糊集理论以来,模糊系

统已经成功的应用到包括模糊控制、分类、专家系统

等很多领域.众所周知,模糊系统通常是由输入输出
(I/O)数据构造的. 这些数据来自于实验、专家经验或
者是观察数据. 然而,由于软件或硬件的局限性,使得
笔者得不到准确的I/O数据[1]. 因此,很多学者研究了
模糊系统的鲁棒性[2–6]. 事实上,模糊系统本质上是一
个插值器[7],也即当采样点取为上述输入数据时,模
糊系统的输出与上述输出数据差距不大.于是,当
I/O数据有摄动时,文献[1]利用优化方法给出了鲁棒
性较好的模糊系统.同时,笔者在文献[8]中利用推广
了的能量法光顺了文献[9–10]中的两类B样条模糊系
统,并用仿真实验表明,能量法光顺的B样条模糊系统
确实改善了模糊系统的性能,尤其是在I/O数据不准
确的时候.

由文献[8]知,利用能量法光顺的B样条模糊系统,
光顺前后模糊系统的规则个数相同,且随着规则和输
入变量个数的增加,处理的时间将迅速增加. 而在计
算几何的众多光顺方法中,注意到,小波方法在光顺
曲线(面)的同时具有减少控制顶点的作用,且其运行
时间对控制顶点个数不敏感. 又由于可将B样条模糊
系统看成一类计算几何中的曲线(面),而此时控制顶
点个数与模糊系统的规则个数相当,从而利用小波方
法光顺B样条模糊系统可以实现: 1)对模糊系统的光
顺处理,也即减少不准确的I/O数据对模糊系统的影
响; 2)对模糊系统的规则进行约简.

本文将利用小波方法对B样条模糊系统进行光顺
和规则约简. 首先,对于单输入单输出(single-input-
single-output, SISO)B样条模糊系统,笔者将它转化为
[0, 1]区间上的函数并用准均匀B样条函数对其逼近.
接着,利用准均匀B样条函数的小波分解方法对逼近
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函数进行分解,并将分解得到的函数转化到原来的论
域上,就得到了一系列光顺性逐渐增强、规则个数逐
渐减少的SISO模糊系统.笔者称这些模糊系统为基于
小波方法的光顺SISO B样条模糊系统.对于多输入单
输出(multiple-input-single-output, MISO)情形,逐维
按照光顺SISO B样条模糊系统的方法处理,就可得到
基于小波方法的光顺MISO B样条模糊系统.最后,利
用仿真结果表明,小波方法光顺的B样条模糊系统构
造的模糊控制器改善了原来B样条模糊系统构造的模
糊控制器的性能,达到了与能量法光顺的B样条模糊
系统构造的模糊控制器相当的性能.但在上述所有控
制器中,基于小波方法的模糊控制器具有最高的运行
效率.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
为了利用小波方法光顺B样条模糊系统,本节介绍

准均匀三次B样条小波的分解方法及其相关概念.

2.1 B样样样条条条尺尺尺度度度函函函数数数(B-spline scaling functions)
设k, d是两个正整数,满足k > d, t0 6 t1 6 · · ·

6 tk+d+1是一个非递减的序列,则d次非均匀B样条
B0,d(t), B1,d(t), · · ·, Bk,d(t)定义为[11–12]

Bi,0(t) =

{
1, ti 6 t < ti+1,

0, 其他,

Bi,d(t) =
t− ti

ti+d − ti

Bi,d−1(t)+

ti+d+1 − t

ti+d+1 − ti+1

Bi+1,d−1(t), 规定
0
0

= 0,

其中: ti(i = 0, 1, · · · , k + d + 1)称为节点, U = (t0,
t1, · · · , tk+d+1)称为节点矢量.

特别地,令k = 2j + d− 1(j是非负整数), d = 3,
节点矢量

U = (0, 0, 0, 0,
1
2j

,
2
2j

, · · · , 1− 1
2j

, 1, 1, 1, 1),

则称B0,d(t), B1,d(t), · · · , Bk,d(t)为[0, 1]上由节点矢
量U定义的准均匀三次B样条[13]. 为表示B样条与整
数j的关系,记为B

(j)
0,3(t), B

(j)
1,3(t), · · · , B

(j)

2j+2,3(t),简

记为B
(j)
0 , B

(j)
1 , · · · , B

(j)

2j+2,节点矢量U记为Uj . 令

V j = span{B(j)
0 , B

(j)
1 , · · · , B

(j)

2j+2},
在小波方法中称B

(j)
0 , B

(j)
1 , · · · , B

(j)

2j+2为线性空间V j

的B样条尺度函数, j称为层数[13]. 由de Boor递推公
式可以证明[14], V 0, V 1, · · · , V j , · · ·具有嵌套关系:
V 0 ⊂ V 1 ⊂ · · · ⊂ V j ⊂ · · · .令

Φj = (B(j)
0 , B

(j)
1 , · · · , B

(j)

2j+2), (1)

则有

Φj−1 = ΦjPj, (2)

其中矩阵Pj是(2j + 3)× (2j−1 + 3)阶带状矩阵[14].

2.2 准准准均均均匀匀匀三三三次次次B样样样条条条小小小波波波(Quasi-uniform cubic
B-spline wavelets)
对任意f(t), g(t) ∈ V j ,取内积为

〈f, g〉 =
w 1

0
f(t)g(t)dt,

则线性空间V j关于这个内积构成内积空间. 由于
V j−1 ⊂ V j ,故V j−1在V j中存在唯一的正交补空间

W j−1,并且使得V j =V j−1⊕W j−1,其中: W j−1的基

W
(j−1)
0 , W

(j−1)
1 , · · · , W

(j−1)

2j−1−1称为W j−1的准均匀3
次B样条小波,简称B样条小波, W j−1称为小波空

间[13]. 令

Ψj−1 = (W (j−1)
0 ,W

(j−1)
1 , · · · ,W

(j−1)

2i−1−1), (3)

则存在(2j + 3)× 2j−1阶常数矩阵Qj
[14],使得

Ψj−1 = ΦjQj. (4)

2.3 准准准均均均匀匀匀B样样样条条条函函函数数数的的的多多多分分分辨辨辨率率率表表表示示示及及及小小小波波波分分分
解解解(Multi-resolution representation and wavelet
decomposition of quasi-uniform cubic B-spline)
由第2.1节和第2.2节知,对任意fj ∈ V j ,存在唯

一的函数fj−1 ∈ V j−1和gj−1 ∈ W j−1,使得

fj = fj−1 + gj−1, 且〈fj−1, gj−1〉 = 0, (5)

称fj−1为fj的低分辨部分, gj−1为fj的细节部分. 式
(5)中,由fj获得fj−1和gj−1的过程称为函数的小波分

解[13].

小波分解过程可递归的应用于低分辨部分fj−1,
fj−2, · · · , f1. 这个过程可表示为

fj = fj−1 + gj−1 =

fj−2 + gj−2 + gj−1 = · · · =
f0 + g0 + · · ·+ gj−1,

其 中: fi ∈ V i, gi ∈ W i(i = 0, 1, · · · , j − 1). f0, f1,
· · · , fj−1构成不同层次i(i = 0, 1, · · · , j − 1)下对fj

的逼近,称为fj 的多分辨率逼近. g0, g1, · · · , gj−1表

示不同层次的fi(i = 0, 1, · · · , j − 1)逼近fj时丢失的

细节信息.称f0, g0, g1, · · · , gj−1为fj的多分辨率表

示[13].

文献[13]给出了由fj计算fj−1和gj−1的方法. 设
fj = ΦjCj ,其中Cj是由fj的2j + 3个控制顶点构成
的列向量. 设fj−1 =Φj−1Cj−1及gj−1 = Ψj−1Dj−1,
由式(2)和式(4)知

ΦjCj =fj =fj−1 + gj−1 =ΦjPjCj−1 + ΦjQjDj−1,

故可由

(Pj Qj )

(
Cj−1

Dj−1

)
= Cj (6)

解出Cj−1和Dj−1,从而求得fj−1和gj−1.
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3 基基基于于于小小小波波波方方方法法法的的的光光光顺顺顺单单单输输输入入入单单单输输输出出出B样样样条条条
模模模糊糊糊系系系统统统及及及其其其规规规则则则约约约简简简 (Faired SISO B–
FSs and its rule-reduction based on wavelet
method)
小波分解时若保留低分辨部分,滤掉细节部分,则

分解的次数越多,得到的函数越光顺[15]. 因此,小波
分解可用于光顺操作.这一节,笔者将利用小波分解
的方法实现SISO B样条模糊系统的光顺及其规则约
简. 由于空间V j中的函数均定义在[0, 1]区间上,为了
对任意的B样条模糊系统进行小波光顺,笔者首先将
其转化为[0, 1]区间上的函数,然后用[0, 1]区间上的准
均匀三次B样条函数逼近这个[0, 1]区间上的函数. 接
着,对这个准均匀B样条函数进行小波分解并得到各
个层次下的多分辨率逼近函数. 最后,将逼近函数转
化到原来的论域上,就得到了各个层次下光顺的模糊
系统.由于层数越小,逼近函数越光顺,控制顶点也越
少,故由逼近函数转化得到的模糊系统也随着层数的
减少而越来越光顺. 同时,这些模糊系统相应的规则
也越来越少. 从而可知,利用小波分解方法在光顺模
糊系统的同时实现了规则约简.

3.1 B样样样条条条模模模糊糊糊系系系统统统的的的准准准均均均匀匀匀三三三次次次B样样样条条条函函函数数数逼逼逼近近近
(To approximate B-FSs by quasi-uniform cubic
B-splines)
设F (x)是由n条规则构造的B样条模糊系统, x

∈ [a, b],令

f(x) , F ((b− a)x + a), x ∈ [0, 1], (7)

也即将[a, b]区间上的模糊系统F (x)转化为[0, 1]区间
上的函数f(x). 于是可用[0, 1]区间上的准均匀B样条
函数fj(x)对f(x)进行逼近,从而可将任意的SISO B
样条模糊系统的多分辨率表示转化为准均匀B样条函
数的多分辨率表示,其中fj ⊂ V j . fj(x)逼近f(x)
的算法如下:

Step 1 选取正整数j,使得n 6 2j + 1;

Step 2 求出f(k/2j), k = 0, 1, · · · , 2j ;

Step 3 根 据 求 得 的2j + 1个 数 据 点(k/2j,

fj(k/2j)),再根据实际需要加上两个边界条件f ′j(0)
和f ′j(1),反算出具有2j + 3个控制顶点的准均匀三次
B样条函数fj(x),使fj(k/2j) = f(k/2j). 称fj(x)为
模糊系统F (x)相应的准均匀三次B样条逼近函数.

3.2 基基基于于于小小小波波波方方方法法法的的的B样样样条条条模模模糊糊糊系系系统统统光光光顺顺顺及及及其其其规规规
则则则约约约简简简(To fair the B-FSs and reduce their rules
by wavelet method)
设与B样条模糊系统F (x)相应的准均匀三次B样

条逼近函数为fj(x),则由3.1节的逼近算法知, fj(x)
可由2j + 1个数据点和两个导数边界条件唯一确定,
也即除去边界条件, fj(x)对应的所有数据点组成集

合{(k/2j, fj(k/2j))|k = 0, 1, · · · , 2j}.令
Fj(x) , fj(

x− a

b− a
),

则Fj(x)为[a, b]上的模糊系统,且其对应的I/O数据为

{((b− a)
k

2j
+ a, fj(

k

2j
))|k = 0, 1, · · · , 2j}.

由于在模糊系统的设计中总结规则和寻找一组I/O数
据是一回事[7],故Fj(x)相当于2j + 1条规则构造的模
糊系统,在这里笔者称之为第j层光顺的模糊系统.

令fj = ΦjCj ,由式(6)可求出Cj−1,从而得到fj的

低分辨部分fj−1 = Φj−1Cj−1,故fj−1可由2j−1 +1个
数据点

{( k

2j−1
, fj−1(

k

2j−1
))|k = 0, 1, · · · , 2j−1}

及两个相应的边界条件唯一确定,且第j − 1层光顺的
模糊系统

Fj−1(x) , fj−1(
x− a

b− a
)

为由2j−1 + 1条规则构造的模糊系统.继续分解下去,
即可得到不同层次的光顺的模糊系统Fk(x), k = 0,

1, · · · , j及其相应的被约简了的规则(式(8)),笔者称
Fk(x), k = 0, 1, · · · , j为基于小波方法的光顺SISO
B样条模糊系统.

fj → Fj(x)(2j + 1条规则构造的模糊系统) ⇒
fj−1→Fj−1(x)(2j−1+1条规则构造的模糊系统)⇒

...

f0 → F0(x)(2条规则构造的模糊系统). (8)

综上,一个n条规则的B样条模糊系统F (x),经过
小波分解后可得到一系列规则逐渐减少且光顺性逐

渐增加的模糊系统,从而在实现模糊系统光顺的同时
对模糊系统的规则进行了约简.

4 基基基于于于小小小波波波方方方法法法的的的光光光顺顺顺MISO B样样样条条条模模模糊糊糊系系系
统统统及及及其其其规规规则则则约约约简简简(Faired MISO B-FSs and
its rule-reduction based on wavelet method)
对于MISO B样条模糊系统,逐维按照光顺SISO

B样条模糊系统的方法处理,就可在光顺的同时实现
规则约简. 下面仅以双输入单输出(double-input-
single-output,DISO)的B样条模糊系统为例进行说明.

对mn条规则构造的DISO B样条模糊系统F (x,

y), (x, y) ∈ [a, b]× [c, d],令

f(x, y) , F ((b− a)x + a, (d− c)y + c), (9)

(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1],

也即将[a, b]× [c, d]区间上的B样条模糊系统F (x, y)
转化为[0, 1]2区间上的函数f(x, y). 于是可用[0, 1]2

区间上的准均匀双三次B样条函数fj1,j2(x, y)对f(x,

y)进行逼近,从而可将任意的DISO B样条模糊系统的
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多分辨率表示转化为准均匀双三次B样条函数的多分
辨率表示. 逼近算法如下:

Step 1 选取正整数j1, j2,使得m 6 2j1 +1, n 6
2j2 + 1;

Step 2 求 出f(k/2j1 , l/2j2), k = 0, 1, · · · , 2j1 ,
l = 0, 1, · · · , 2j2 ;

Step 3 根据求得的(2j1 + 1)× (2j2 + 1)个数据
点(k/2j1 , l/2j2 , f(k/2j1 , l/2j2)),再增加相应的边界
条件,反算出具有(2j1 + 3)× (2j2 + 3)个控制顶点的
准均匀双三次B样条函数fj1,j2(x, y),使

fj1,j2(
k

2j1
,

l

2j2
) = f(

k

2j1
,

l

2j2
).

称fj1,j2为B样条模糊系统F相应的准均匀双三次B样
条逼近函数.

由于fj1,j2(x, y)是由(2j1 + 1)× (2j2 + 1)个数据
点及其相应的边界条件唯一确定的,故由其得到的模
糊系统

Fj1,j2(x, y) , fj1,j2(
x− a

b− a
,
x− c

d− c
) (10)

是由(2j1 + 1)× (2j2 + 1)条规则构造的第(j1, j2)层
光顺的模糊系统.

事实上,

fj1,j2(x, y) = Φj1V ΦT
j2

, (11)

其中V为一个(2j1 + 3)× (2j2 + 3)阶的矩阵. 下面给
出由fj1,j2求逼近函数fj1−1,j2和fj1−1,j2−1的步骤:

Step 1 令V = (v1, v2, · · · , v2j1+3)T, 对vi(也
即V的第i行)求解线性方程组

(Pj1 Qj1)

(
Ci

j1−1

Di
j1−1

)
= vT

i , i = 1, 2, · · · , 2j1 + 3,

将得到的Ci
j1−1做成矩阵

V1 = (C1
j1−1, C

2
j1−1, · · · , C2j1+3

j1−1 )T.

Step 2 fj1−1,j2 = Φj1−1V1Φ
T
j2

.

Step 3 令V1 = (v11, v12, · · · , v1,2j1−1+3), 对V1

的每列v1i,解线性方程组

(Pj2 Qj2 )

(
Ci

j2−1

Di
j2−1

)
= v1i, i=1, 2, · · ·, 2j1−1 + 3,

并做(2j1−1 + 3)× (2j2−1 + 3)阶的矩阵

V2 = (C1
j2−1, C

2
j2−1, · · · , Cj2−1

j2−1 );

Step 4 fj1−1,j2−1 = Φj1−1V2Φ
T
j2−1.

注注注 1 事实上, Step 1是按照3.2节的方法对矩阵V的行

向量进行的小波分解,而Step 3则是对Step 2得到的矩阵V1按

列利用3.2节的方法进行的小波分解. 如果Step 1是按列对矩

阵V进行小波分解,则Step 2得到的将是fj1,j2−1.

继续分解下去,并按照式(10)的方法,就可以得到

基于小波方法的光顺DISO B样条模糊系统Fk1,k2 ,
k1 = 0, 1, · · · , j1, k2 = 0, 1, · · · , j2及其对应的约简

的规则(式(12)).

fj1,j2 → Fj1,j2((2
j1 + 1)(2j2 + 1)条规则) ⇒

fj1−1,j2 → Fj1−1,j2((2
j1−1 + 1)(2j2 + 1)条规则) ⇒

fj1−1,j2−1 →
Fj1−1,j2−1((2j1−1 + 1)(2j2−1 + 1)条规则) ⇒

...

f0,0 → F0,0(x)(22条规则).

(12)

综上可知,对于MISO B样条模糊系统,只需逐维
按照对SISO B样条模糊系统小波光顺的方法操作,即
可得到基于小波方法的光顺MISO B样条模糊系统,
并同时实现MISO B样条的模糊系统的规则约简.

5 仿仿仿真真真(Simulations)
大家都知道,模糊控制器是一类闭环的模糊系统,

而自适应模糊控制器是带有自适应或者训练算法的

模糊系统[16–21]. 特别的,文献[22–24]提出了变论域的
方法,并利用这一方法成功的实现了四级倒立摆的仿
真[25]及实物实验. 这一节,本文将利用上文中得到的
模糊系统为二级倒立摆的稳定控制设计变论域自适

应模糊控制器,并以此来检验他们的性能.特别的,我
们还利用约简得到的最简规则设计了控制器,以此来
检验约简后的规则的性能.

二级倒立摆主要由小车、摆杆组成,它们之间自由
链接. 小车可以在水平导轨上左右移动,摆杆可以在
铅锤平面内运动.规定顺时针方向的转角和力矩均为
正,并约定以下记号: u为外界作用力, x为小车位移,
θi为摆杆i与铅锤线方向的夹角, Oi和Gi为摆杆的链

接点和摆杆的重心位置, m0为小车的质量, mi为摆

杆 i的质量, Ji为摆杆 i绕Oi的转动惯量, li为Oi到

Gi的距离, Li为摆杆i的长度, f0为小车与导轨间的滑

动摩擦系数, fi为摆杆i绕Oi的转动摩擦阻力矩系数

(i = 1, 2). 二级倒立摆的数学模型为

H1




ẍ

θ̈1

θ̈2


 = H2




ẋ

θ̇1

θ̇2


 +




u

a1g sin θ1

a2g sin θ2


 , (13)

其中:

H1 =




1 0 0
a1 cos θ1 b1 a2L1A
a2 cos θ2 a2L1A b2


 ,

A = cos(θ2 − θ1),

H2 =




0 0 0
0 −f1 − f2 a2L1θ̇2B + f2

0 −a2L1θ̇1B + f2 −f2


 ,
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B = sin(θ2 − θ1), a1 = m1l1 + m2L1,

a2 = m2l2, b1 = J1 + m2L
2
1, b2 = J2.

对于二级倒立摆系统,控制目标是通过对小车施
加作用力u,使摆1、摆2的转角θ1, θ2趋于零,与此同
时,小车要移动到指定位置xd处. 在仿真实验中,二级
倒立摆系统中诸参数分别取为:

m1 = 0.373 kg, m2 = 0.088 kg, L1 = 0.397m,

l1 = 0.31815m, L2 = 0.345m, l2 = 0.15205m,

J1 =0.044048 kg ·m2, J2 =0.00297947 kg ·m2,

f1 =0N · s ·m, f2 =0N · s ·m, g=9.81m · s−2.

取状态变量z=(x, θ1, θ2, ẋ, θ̇1, θ̇2)T,用文献[25]
的方法为二级倒立摆设计变论域自适应模糊控制器:

u =‖k‖2 β(t)F (
e

α(e)
,

ec

α(ec)
), (14)

其中: k是用LQR方法求得的状态反馈矩阵,

β(t) =
w t

0
5(e + ec)F (

e

α(e)
,

ec

α(ec)
) ‖k‖2 dt + 1,

F (·)是一个DISO的模糊系统,

e , k(1)z(1) + k(2)z(2) + k(3)z(3)
‖k‖2

,

ec , k(4)z(4) + k(5)z(5) + k(6)z(6)
‖k‖2

,

分别称为综合误差和综合误差变化率, α(e)和α(ec)
分别为误差和误差变化率的伸缩因子.

取综合误差和综合误差变化率的初始论域均为

[−1, 1]. 取e的模糊划分为:

A1 = NB, A2 = NM, A3 = NS, A4 = ZO,

A5 = PS, A6 = PM, A7 = PB,

ec的模糊划分为:

B1 = NB, B2 = NM, B3 = NS, B4 = ZO,

B5 = PS, B6 = PM, B7 = PB.

基于综合误差和综合误差变化率的模糊控制规则如

表1所示.

表 1 二级倒立摆的模糊控制规则
Table 1 Control rules for double inverted pendulum

ec
e

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

B1 −0.8333 −0.8333 −0.6333 −0.5 −0.3333 −0.1667 0

B2 −0.8333 −0.6333 −0.5 −0.3333 −0.1667 0 0.1667

B3 −0.6333 −0.5 −0.3333 −0.1667 0 0.1667 0.3333

B4 −0.5 −0.3333 −0.1667 0 0.1667 0.3333 0.5

B5 −0.3333 −0.1667 0 0.1667 0.3333 0.5 0.6333

B6 −0.1667 0 0.1667 0.3333 0.5 0.6333 0.8333

B7 0 0.1667 0.3333 0.5 0.6333 0.8333 0.8333

由此,笔者可以认为对于模糊系统F (·)来说,相
对好的I/O数据为

IOD,{(xi, yj , zij)|i=1, 2, · · · , 7, j =1, 2, · · ·, 7},
其中:

(x1, x2, · · · , x7) = (−1,−2
3
,−1

3
, 0,

1
3
,
2
3
, 1),

(y1, y2, · · · , y7) = (−1,−2
3
,−1

3
, 0,

1
3
,
2
3
, 1),

矩阵(zij)7×7由表1中的数据构成.

对于不准确的I/O数据,笔者仅考虑加高斯白噪
声的数据. 在这个仿真中,通过给输入输出数据
(input-output data, IOD)加均值为0,方差为(0.001)2

的高斯白噪声得到不准确的I/O数据IOD1.

为了利用上述数据构造基于小波方法的光顺B
样条模糊系统,首先构造一个第1类B样条模糊系
统FB并将其转化为[0, 1]2上的函数f . 接着,取j1 =

3, j2 = 3,构造准均匀双三次B样条函数fj1,j2来逼

近f ,其中边界条件取矩形[0, 1]2的4条边界上所有
节点处的一阶法向偏导数为0, 4个顶点处的二阶混
合偏导数为0. 随后对fj1,j2进行小波分解得到基于

小波方法光顺的B样条模糊系统Fi,j(i = 0, 1, 2, j =
0, 1, 2),其中F0,0的规则个数最少,只有22条,它们
是{(xi, yj , zij)|i = 1, 2, j = 1, 2},其中:

(x1, x2) = (y1, y2) = (−1, 1),

(zij)2×2 =

(
−0.91 0

0 0.91

)
.

利用上述22条规则,笔者构造了以三角波为隶
属函数的模糊系统Ftri,此处称之为约简的模糊系
统.为了比较,笔者利用文献[8]中的能量法光顺了
第1类B样条模糊系统FB ,并记光顺得到的模糊系
统为Fen. 接下来,取基于小波方法的光顺B样条模
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糊系统F2,2, F1,1和F0,0,约简的模糊系统Ftri,第1
类B样条模糊系统FB和能量法光顺的B样条模糊系
统Fen来代替式(14)中的F (·),并记相应的控制器为
u2,2, u1,1, u0,0, utri和uen.

取Q=diag{1, 1, 1, 1, 1, 1}, R=0.1求状态反馈
矩阵k,并取

α(e) = 1− 0.97exp(−e2),

α(ec) = 1− 0.97exp(−0.2e2 − 0.8ec2),

初值z0 = (0 0.03 −0.03 0 0 0)T, T = 100 s.表2
和表3分别展示了数据IOD和IOD1情形时,控制系

统的各项性能指标,其中

diff =

7∑
i=1

7∑
i=1

(F (xi, yj)− zij)2

7∑
i=1

7∑
i=1

z2
ij

× 100%

定义为模糊系统F对数据的相对调整量,运行时间
是MATLAB程序在机器配置为Intel Core 2 Duo
CPU(E8400, 3.00 GHz), 1.98 GB(2.99 GHz)内存处
理器下的运行时间, uen的运行时间中没有包含其计

算系数矩阵的时间1.6266× 103 s,表3是100次随机
噪声后的平均结果.

表 2 数据IOD情形下控制系统的性能指标
Table 2 Performance index of control systems with I/O data IOD

diff / % 稳态误差/ m 超调量 / m 运行时间 / s

x(×10−10) θ1(×10−10) θ2(×10−10) x θ1 θ2 t

u2,2 0.2588 3.2548 8.7179 0.9262 0.2925 0.0636 0.0495 12.4840
u1,1 0.1167 2.4196 6.4810 0.6886 0.2926 0.0636 0.0496 12.5930
u0,0 0.2248 1.9100 5.1158 0.5436 0.2927 0.0636 0.0496 12.0930
uen 1.1955 2.0183 5.4058 0.5742 0.2928 0.0636 0.0496 244.5940
uB 0 8.2109 21.9930 2.3370 0.2926 0.0636 0.0496 221.1250
utri 4.3068 1.8520 4.9601 0.5263 0.3052 0.0668 0.0523 28.7180

表 3 数据IOD1情形下控制系统的性能指标

Table 3 Performance index of control systems with I/O data IOD1

diff / % 稳态误差 / m 超调量 / m 运行时间 / s

x θ1(×10−10) θ2(×10−10) x θ1 θ2 t

u2,2 0.2401 0.0391 8.3622 0.8885 0.3270 0.0638 0.0518 45.4118
u1,1 0.1273 0.0321 8.4658 0.8995 0.3205 0.0638 0.0513 45.4051
u0,0 0.2925 0.0078 8.6381 0.9178 0.2949 0.0637 0.0498 45.2735
uen 1.2557 0.0097 7.7245 0.8205 0.2876 0.0636 0.0494 250.0764
uB 0 0.0341 9.7329 1.0342 0.3204 0.0634 0.0518 231.5624
utri 5.1021 0.0169 4.3682 0.4635 0.3159 0.0665 0.0524 59.8975

由表2和表3可以看出:

1) 不管I/O数据是否准确, utri都能够实现二级

倒立摆的稳定控制,虽然它相应控制系统的性能比
其他两类光顺的模糊控制器略差,但其运行效率仅
次于基于小波方法的模糊控制器;

2) 对于相对准确的I/O数据IOD,只需小的调整
量,基于小波方法的模糊控制器的控制效果就优于
原来的B样条模糊系统FB构造的模糊控制器uB,也
即表2中u2,2的控制效果优于uB. 而对于不准确的
I/O数据IOD1,则需要较大的调整量,基于小波方法
的模糊控制器的控制效果才能优于uB,也即表3中
u0,0的控制效果优于uB. 此外,无论何种数据情形,
基于小波方法的模糊控制器的运行效率均远高于原

来的B样条模糊系统FB构造的模糊控制器uB;

3) 除了数据为IOD情形时,基于小波方法的模
糊控制器u0,0相应的控制系统的性能略优于基于能

量法的模糊控制器uen外,其他情形下,基于小波方
法和能量法的模糊控制器的控制效果虽然各有优

劣,但差别均不大,只是无论何种数据,基于小波方
法的所有模糊控制器相应的控制系统的运行效率均

远高于基于能量法的模糊控制器相应的控制系统.

综上所述,利用约简的规则构造的模糊控制器
能够实现倒立摆的稳定控制,从模糊系统构造的控
制器的控制效果来看,小波方法光顺得到的模糊系
统的性能优于光顺前的模糊系统,而与能量法光顺
的模糊系统的性能差别不大,但是小波方法光顺
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的B样条模糊系统构造的控制器的运行效率远高于
其他控制器.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文首先将B样条模糊系统转化为[0, 1]n上的函

数,接着利用准均匀B样条函数对其逼近,由此将模
糊系统的小波分解问题转化为准均匀B样条的小波
分解问题.随后,利用准均匀B样条的小波分解方法
得到了基于小波方法的光顺B样条模糊系统.为了
验证小波方法光顺的B样条模糊系统的性能,文中
利用它们为二级倒立摆的稳定设计了变论域自适应

模糊控制器. 仿真结果表明,小波方法光顺的模糊
系统改善了原来模糊系统的性能,达到了与能量法
光顺的模糊系统相当的性能,同时大大提高了运行
效率.另外,利用约简的规则构造的模糊控制器也
能够实现倒立摆的稳定控制,且运行效率也很高.
故本文的方法更有利于实物实现. 事实上,本文得
到的光顺的模糊系统是具有一定鲁棒性的模糊系

统,详细分析它们的鲁棒性是笔者进一步的工作.
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