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摘要:本文研究了具有丢失观测的多传感器线性离散随机不确定系统的最优线性估计问题,其中不同的传感器
具有不同的丢失率.首先将乘性噪声转化为加性噪声,然后基于矩阵满秩分解和加权最小二乘理论,提出了具有较
小计算负担的加权观测融合估计算法. 分析了加权观测融合估计算法的稳态特性,给出了稳态存在的一个充分条
件.所提出的加权观测融合估值器与集中式融合估值器具有相同的精度,即具有全局最优性. 仿真研究验证了算法
的有效性.
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Weighted measurement fusion estimation for stochastic uncertain
systems with multiple sensors of different missing measurement rates
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Abstract: This paper is concerned with the optimal linear estimation problem for a multisensor linear discrete-time
stochastic uncertain system with missing measurements. Different sensors have different missing measurement rates.
Firstly, multiplicative noises are transferred to additive noises. Then, based on full-rank decomposition of a matrix and
weighted least-squares theory, the weighted measurement fusion estimation algorithms with small computational burden
are developed. The steady-state property of the weighted measurement fusion estimation algorithms is analyzed. A suffi-
cient condition for the existence of the steady state is given. The weighted measurement fusion estimators proposed here
have the same accuracy as the centralized fusion estimators, i.e., they have the global optimality. A simulation example
shows the effectiveness of the algorithms.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,基于不完整观测数据随机系统的滤波问

题引起了人们的广泛关注[1–4]. 文献[1–4]基于不同的
方法研究了丢失观测系统的滤波问题.文献[5–7]研究
了带随机时滞和丢包的网络系统的状态估计问题.但
在实际中,系统除了存在由数据传输带来的随机不确
定性的同时往往还受到各种不可测的外部扰动的影

响.对于模型中含有乘性噪声的随机不确定系统,文
献[8–9]设计了一种非线性多项式滤波器. 然而计算
较为复杂,不便于实时应用. 文献[10–11]基于LMI方
法研究了鲁棒滤波问题.

以上文献都是针对单传感器系统开展的研究.随
着科学技术的发展,系统对精度的要求越来越高,单
传感器已无法满足高科技领域的需要.因此,多传感
器信息融合技术,已成为一项重要研究课题.目前,常
用的观测融合方法有两种: 集中式观测融合算法[12]和

加权观测融合算法[13]. 其中集中式融合算法具有全局
最优性,但是计算负担大.加权观测融合也就是将各
传感器的观测利用加权方法折算成一个等效的传感

器的观测,再利用Kalman滤波得到最终的融合估计.
它的优点是可减小在线计算负担,同时还能获得与集
中式融合相同的全局最优的估计精度.文献[13]提出
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了多传感器加权观测融合滤波算法,但该算法假设所
有传感器具有相同的观测矩阵. 文献[14]对文献[13]
进行了改进,但仍要求增广的观测矩阵列满秩或所有
传感器的观测矩阵具有极大右公因子. 文献[15–16]
在文献[13–14]的基础上,基于矩阵满秩分解和加权最
小二乘理论,提出了新的加权观测融合估计算法,该
算法避免了文献[13–14]对观测矩阵的附加条件.文
献[17]对一类非线性系统提出了加权观测融合滤波算
法. 以上文献都是在完整观测数据和无乘性噪声随机
干扰下的状态估计问题.文献[18–19]考虑了丢失观测
和乘性噪声扰动,但采用的是集中式融合算法,因此,
计算负担随着传感器数量的增加而迅速增加.

本文在文献[15, 19]的基础上,研究具有乘性噪声
不确定性和不同传感器具有不同观测丢失率的多传

感器系统的加权观测融合估计问题.首先将乘性噪声
转化为加性噪声,然后利用矩阵满秩分解和加权最小
二乘法理论,将增广的观测压缩成一个具有较低维数
的观测,提出了加权观测融合滤波器、预报器和平滑
器,分析了算法的稳态特性,并证明了其全局最优性,
即所提出的加权观测融合估值器同集中式融合估值

器在数值上是相等的.

2 问问问题题题阐阐阐述述述(Problem formulation)
考虑如下含有乘性噪声和丢失观测的多传感器线

性离散随机系统:

x(t + 1) = (A +
nα∑
k=1

αk(t)Ak)x(t) + Γw(t), (1)

y(i)(t) = γ(i)(t)H(i)x(t) + v(i)(t),

i = 1, 2, · · · , L, (2)

其中: x(t) ∈ Rn为系统的状态向量, y(i)(t) ∈ Rm(i)

为第i个传感器的观测向量, w(t) ∈ Rr和v(i)(t) ∈
Rm(i)

为系统噪声和观测噪声, αk(t) ∈ R是均值为0、
方差为Qαk

的白噪声序列,且与其他随机变量不相关.
γ(i)(t)(i = 1, 2, · · · , L)是Bernoulli分布的随机变量,
满 足P{γ(i)(t) = 1} = π(i), P{γ(i)(t) = 0} = 1−
π(i), 0 6 π(i) 6 1,且与其他随机变量不相关. A, Ak,

H(i)和Γ为已知的适当维数的常值矩阵. 上标(i)表示
第i个传感器, L是传感器的个数.

假假假设设设 1 w(t)和v(i)(t)(i = 1, 2, · · · , L)是不相
关的白噪声,且满足

E[w(t)wT(k)] = Qwδtk, E[w(t)v(i)T(k)] =0,

E[v(i)(t)v(j)T(k)] = Qv(i)δtkδij,

其中E为均值, T为转置, δtk为Kronecker delta函数.

假假假设设设 2 初值x(0)与αk(t), k=1, · · · , nα, w(t),
v(i)(t)和γ(i)(t), i=1, 2, · · · , L不相关,且E{x(0)}=
µ0, E{(x(0)− µ0)(x(0)− µ0)

T} = P0.

本文的目的是基于多传感器的观测y(i)(t), i =

1, 2, · · · , L,求加权观测融合滤波器x̂(w)(t|t)、预报
器x̂(w)(t + N |t)和平滑器x̂(w)(t|t + N), N > 0.

3 加加加权权权观观观测测测融融融合合合估估估计计计(Weighted measurement
fusion estimation)

3.1 系系系统统统转转转化化化(System transform)
系统(1)–(2)可等价地转化为如下系统:

x(t + 1) = Ax(t) + W (t), (3)

y(i)(t) = π(i)H(i)x(t) + V (i)(t), (4)

其中:

W (t) =
nα∑
k=1

αk(t)Akx(t) + Γw(t),

V (i)(t) = (γ(i)(t)− π(i))H(i)x(t) + v(i)(t). (5)

这样,带乘性噪声的系统(1)和(2)化为了带加性噪
声的系统 (3)和 (4).由E{(γ(i)(t)−π(i))2} = π(i)(1−
π(i)), E{γ(i)(t)−π(i)}=0和w(t), αk(t), x(t), v(i)(t)
相互正交的性质,可得E{W (t)}=0和E{V (i)(t)}=
0,且有如下噪声统计信息:



E[W (t)WT(t)] =QW (t),

E[V (i)(t)V (i)T(t)] =RV (i)(t),

QW (t) =
nα∑
k=1

Qαk
AkX(t)AT

k + ΓQwΓT,

RV (i)(t) = π(i)(1− π(i))H(i)X(t)H(i)T + Qv(i) .

(6)

由式(6)可知W (t), V (i)(t)为互不相关的白噪声. 其
中X(t)为状态二阶矩,由状态方程(1)得

X(t + 1) = E{x(t + 1)xT(t + 1)} =

AX(t)AT +
nα∑
k=1

Qαk
AkX(t)AT

k + ΓQwΓT. (7)

合并L个观测方程可得增广的观测

y(c)(t) = H(c)x(t) + V (c)(t), (8)

其中:



y(c)(t) = [y(1)T(t) · · · y(L)T(t)]T,

H(c) = [(π(1)H(1))T · · · (π(L)H(L))T]T,

V (c)(t) = [V (1)T(t) · · · V (L)T(t)]T.

(9)

V (c)(t)的方差阵为R(c)(t)=diag{RV (1)(t), RV (2)(t),
· · · , RV (L)(t)}>0,其中diag{}为对角矩阵.

对系统(3)和式(8)可直接由经典Kalman滤波算
法[20]获得集中式融合滤波器 x̂(c)(t|t)、预报器
x̂(c)(t + N |t)(N > 1)、平滑器x̂(c)(t|t + N)(N > 1)
及其相应的误差方差矩阵P (c)(t|t), P (c)(t + N |t)和
P (c)(t|t + N). 由增广观测y(c)(t)∈Rm, m=

L∑
i=1

mi,

可知集中式融合估值器具有计算量大的缺点. 为减小
计算负担,下面给出计算量小的加权观测融合估计算
法.
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3.2 加加加权权权观观观测测测融融融合合合估估估值值值器器器(Weighted measurement
fusion estimators)
对增广的观测(8)可进行压缩处理. 不同于文献

[15]中的观测加权融合系统带有定常噪声方差阵,由
式(5)和(9)可知增广观测方程(8)中的观测噪声V (c)(t)
依赖于系统状态x(t),进而观测噪声方差阵R(c)(t)依
赖于状态的二阶矩阵X(t),且为时变的. 类似文献
[15],这里本文不加证明地给出如下结论.

定定定理理理 1 在假设1–2下,增广的观测(8)的加权融
合观测为

y(w)(t) =

(FT(R(c)(t))−1F )−1FT(R(c)(t))−1y(c)(t), (10)

V (w)(t) =

(FT(R(c)(t))−1F )−1FT(R(c)(t))−1V (c)(t). (11)

新的压缩的融合观测方程为

y(w)(t) = H(w)x(t) + V (w)(t), (12)

新的观测噪声V (w)(t)的方差阵为
R(w)(t) = (FT(R(c)(t))−1F )−1, (13)

式中F和H(w)分别为矩阵H(c)满秩分解所得到的列

满秩矩阵和行满秩矩阵,且H(c) = FH(w).

对于系统(1)和(12),基于定理1和经典Kalman滤
波算法[20]可得加权观测融合估值器,包括滤波器、预
报器和平滑器,以及相应的估计误差方差矩阵. 为了
节省空间,这里只给出滤波算法:

x̂(w)(t|t) = [In −K(w)(t|t)H(w)]Ax̂(w)(t− 1|t−
1) + K(w)(t|t)y(w)(t), (14)

K(w)(t|t) = P (w)(t|t− 1)H(w)T[H(w)P (w)(t|t−
1)H(w)T + R(w)(t)]−1, (15)

P (w)(t|t) = [In −K(w)(t|t)H(w)]P (w)(t|t− 1),

(16)

P (w)(t + 1|t) = AP (w)(t|t)AT + QW (t), (17)

其中: K(w)(t|t)为加权观测融合滤波增益阵,
P (w)(t|t)和P (w)(t|t− 1)为加权观测融合滤波和一步
预报误差方差阵. 初值为

x̂(w)(0|0)=µ0, P (w)(0| − 1) = P0.

3.3 稳稳稳态态态特特特性性性分分分析析析(Steady-state property analysis)
由前面分析可知R(c)(t)依赖于状态的二阶矩

X(t),因而R(w)(t)也依赖于状态的二阶矩X(t),且为
时变的. 下面本文研究加权观测融合滤波算法的稳态

特性. 定义矩阵Ā = A⊗A +
nα∑
k=1

Qαk
Ak ⊗Ak,其中

符号⊗表示Kronecker积.下面的定理2和定理3给出了

稳态估值器存在的充分条件.

定定定理理理 2 在假设1–2下,当矩阵Ā的谱半径ρ(Ā)
< 1时,则Lyapunov方程(7)在任意初始条件下的解
X(t)收敛于如下代数Lyapunov方程的解X ,即
lim
t→∞

X(t) = X .

X = AXAT +
nα∑
k=1

Qαk
AkXAT

k + ΓQwΓT, (18)

且 



lim
t→∞

QW (t) = QW =
nα∑
k=1

Qαk
AkXAT

k + ΓQwΓT,

lim
t→∞

RV (i)(t) = RV (i) =

π(i)(1− π(i))H(i)XH(i)T + Qv(i) .

(19)

证证证 由矩阵分析理论[5],可知在 ρ(Ā) < 1时,
Lyapunov方程(7)的解收敛于式(18)的解. 进而,由式
(6)可得式(19)成立. 证毕.

定定定理理理 3 在假设1–2下,当ρ(Ā) < 1,且(A,QW )
能稳, (A,H(w))能检时,则在任意初始条件P (w)(0|
− 1) > 0下,加权观测融合一步预报误差方差阵满足
的Riccati方程(17)的解P (w)(t|t− 1)将指数收敛于下
面的代数Riccati方程的唯一半正定解P (w),即
lim
t→∞

P (w)(t|t− 1) = P (w).

P (w) =

AP (w)AT −AP (w)H(w)T[H(w)P (w)H(w)T +

R(w)]−1H(w)P (w)AT + QW , (20)

且加权观测融合稳态滤波器

x̂(w)(t|t) = [In−K(w)H(w)]Ax̂(w)(t−1|t−1) +

K(w)y(w)(t) (21)

是渐近稳定的.

证证证 当ρ(Ā) < 1时,由定理2可知 lim
t→∞

X(t)=X ,

lim
t→∞

QW (t)=QW和 lim
t→∞

RV (i)(t) = RV (i) . 则 当t→
∞时,式(17)可重新写为

P (w)(t + 1|t) =

AP (w)(t|t− 1)AT −AP (w)(t|t− 1)H(w)T ×
[H(w)P (w)(t|t− 1)H(w)T + R(w)]−1 ×
H(w)P (w)(t|t− 1)AT + QW . (22)

那么,由Kalman滤波理论[20]可知,在(A,QW )能稳,
(A,H(w))能检时,式(22)的解收敛于式(20)的唯一半
正定解. 于是,有 lim

t→∞
P (w)(t|t− 1) = P (w). 进而可

得 lim
t→∞

K(w)(t|t) = K(w),且矩阵[In −K(w)H(w)]A

是稳定的,这引出滤波器(21)的渐近稳定性. 证毕.
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注注注 1 本文与文献[19]有着本质不同.第一,采用的融

合算法不同,文献[19]采用集中式融合算法,而本文采用加权

观测融合算法,由于增广的高维观测y(c)(t) ∈ Rm被压缩成

较低维数的观测y(w)(t) ∈ Rr, r 6 min{m, n}. 当传感器的

数量增多时,特别是当m À n时可明显减小计算负担. 第二,

对乘性噪声的处理不同,文献[19]直接对乘性噪声进行处理,

本文是将乘性噪声转化为加性噪声进行处理. 这样,以前的

结果可以直接利用,简化了推导过程.

注注注 2 由定理3可知,由于所设计的滤波器只依赖于数

据丢失的概率,具有稳态特性,可离线计算,因而具有较小的

在线计算负担. 这不同于依赖随机变量γ(i)(t)值的滤波器(方

程(2)中的γ(i)(t)在每时刻的取值是已知的)要求实时计算,没

有稳态特性,因而具有在线计算负担. 由于本文所提出的滤

波器只利用了观测丢失概率,因而,与依赖于随机变量的滤波

器相比具有精度损失.这一点在后面的仿真中给予了验证.

4 加加加权权权观观观测测测融融融合合合估估估值值值器器器的的的全全全局局局最最最优优优性性性

(Global optimality of weighted measurement
fusion estimators)
为了节省空间,这里详细的证明过程不再给出.类

似于文献[15]正常系统的稳态加权融合估计的全局最
优性的推导过程,对于本文的具有随机不确定性和丢
失观测的多传感器系统,本文有如下相同的结论.

定定定理理理 4 在假设1–2下,系统(3)和式(12)的加权
观测融合滤波器x̂(w)(t|t)、一步预报器x̂(w)(t+1|t)
及相应的误差方差阵P (w)(t|t)和P (w)(t + 1|t),在数
值上恒等同于系统(3)和式(8)的集中式融合滤波器
x̂(c)(t|t)、一步预报器x̂(c)(t + 1|t)及相应的误差方差
阵P (c)(t|t)和P (c)(t + 1|t),即{

x̂(c)(t|t) = x̂(w)(t|t),
P (c)(t|t) = P (w)(t|t), ∀t > 0,

(23)

{
x̂(c)(t + 1|t) = x̂(w)(t + 1|t),
P (c)(t + 1|t) = P (w)(t + 1|t), ∀t > 0.

(24)

式(23)和(24)中的集中式融合和加权观测融合带相同
的初值

x̂(c)(0|0) = x̂(w)(0|0), P (c)(0|0) = P (w)(0|0), (25)

或 {
x̂(c)(0| − 1) = x̂(w)(0| − 1),

P (c)(0| − 1) = P (w)(0| − 1).
(26)

而且,加权观测融合N步预报器x̂(w)(t + N |t)和平滑
器x̂(w)(t|t + N)及其误差方差阵P (w)(t + N |t)和
P (w)(t|t + N),在数值上分别恒等同于集中式融合N

步预报器x̂(c)(t + N |t)和平滑器x̂(c)(t|t + N)及其误
差方差阵P (c)(t + N |t)和P (c)(t|t + N) ,即{

x̂(c)(t+N |t)= x̂(w)(t+N |t),
P (c)(t+N |t)=P (w)(t+N |t), N >1, ∀t>0,

(27)

{
x̂(c)(t|t+N)= x̂(w)(t|t+N),

P (c)(t|t+N)=P (w)(t|t+N), N >1, ∀t>0.

(28)

综上,对含有乘性噪声和观测丢失的多传感不确
定系统,加权观测融合方法和集中式融合算法在相同
的初值下,估值器及相应的误差方差矩阵具有相同的
数值.因为集中式融合估值器是全局最优的,所以加
权观测融合估值器也是全局最优的. 由于加权观测融
合估计具有更低维数的观测,因而具有更小的计算量.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation study)
考虑文献[7]中的一个不间断电力系统(uninter-

ruptible power system, UPS)系统,系统被5个传感器
观测,其离散时间模型为

A=




0.9226 −0.633 0
1 0 0
0 1 0


, A1 =




0.1 0.05 −0.05
0.2 0.1 0.3
0.5 0.3 0.2


,

Γ = [0.5 0 0.2]T,

H(1) = H(2) = [23.738 20.287 0],

H(3) = H(4) = H(5) = [0 20 23].

其中所有变量如部分2中对系统(1)和(2)的变量的阐
述. 仿 真 中 取π(1) =π(2) = 0.5, π(3) =π(4) = π(5) =
0.6, nα =1, α1(t), w(t)和v(i)(t)是零均值,方差分别
是Qα1 = 0.1, Qw = 1.5, Qv(1) = 1, Qv(2) = 1.5,
Qv(3) = 2, Qv(4) = 2.5, Qv(5) = 3相互独立的高斯白
噪声.

问题是求集中式融合和加权观测融合滤波器

x̂(a)(t|t)、预报器x̂(a)(t + 1|t)和平滑器x̂(a)(t|t + 1)
及其对应的误差方差矩阵P (a)(t|t), P (a)(t + 1|t)和
P (a)(t|t + 1),其中a = c, w,并验证它们的估计精度
是相同的.

由仿真数据可知增广观测矩阵

H(c) =




11.8690 11.8690 0 0 0
10.1435 10.1435 12 12 12

0 0 13.8 13.8 13.8




T

,

易知H(c)的秩为 2. 对H(c)进行满秩分解H(c) =
FH(w),其中:

F =

[
11.8690 11.8690 0 0 0
10.1435 10.1435 12 12 12

]T

,

H(w) =

[
1 0 −0.9828
0 1 1.15

]
.

为了清楚的比较加权观测融合和集中式融合的精

度,将估值器第1状态分量的误差方差的稳态值列入
表1. 从表1中可以看出它们是恒等的. 但集中式融合
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估计具有6维增广观测,而加权观测融合估计具有2维
压缩的观测,因而本文所提出的加权观测融合估计算
法具有更小的计算负担.

表 1 两种融合算法关于第1个状态分量的
稳态估计误差方差

Table 1 Steady-state estimation error variance for the
first state component of two fusion algorithms

第1状态分量

P (c)(t|t + 1) 0.187221232128463
P (w)(t|t + 1) 0.187221232128463

P (c)(t|t) 0.354178307001192
P (w)(t|t) 0.354178307001192

P (c)(t|t− 1) 0.681599704026125
P (w)(t|t− 1) 0.681599704026125

为了分析稳态特性,笔者将本文滤波器与依靠随
机变量的滤波器的滤波误差方差比较结果绘于图1中.
从图1中可以看出,本文滤波器存在稳态;而依靠随机
变量取值的滤波器的滤波误差方差是随机的,不存在
稳态值,因此增加了在线计算负担. 但从两种滤波器
的均方误差(MSE)比较曲线图2中,可以看出,由于本
文所提出的滤波器仅仅利用观测丢失的概率,因而本
文的依赖概率的滤波器的估计精度要略低于依靠随

机变量取值的估计精度.

(a) 第1状态分量

(b) 第2状态分量

(c) 第3状态分量
图 1 两种滤波器的误差方差曲线

Fig. 1 Error variance curves of two filters.

(a) 第1状态分量

(b) 第2状态分量

(c) 第3状态分量

图 2 两种滤波器的MSE曲线
Fig. 2 MSEs curves of two filters
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6 结结结论论论(Conclusions)
针对状态方程中含有乘性噪声随机不确定性,且

不同传感器具有不同观测丢失率的多传感器线性离

散随机系统,基于矩阵满秩分解和加权最小二乘理论,
将增广的高维观测压缩成维数较低的观测,提出了加
权观测融合状态估值器. 分析了加权观测融合估计算
法的稳态特性,并给出了稳态存在的充分条件.并证
明了所提加权观测融合估值器与集中式融合估值器

具有相同的估计精度,即具有全局最优性. 由于加权
观测融合方程具有更低的观测维数,因此可明显减小
在线计算负担,便于实时应用.
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