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摘要:本文利用输入–输出方法,研究了带有时变时滞和执行器故障的离散T–S模糊系统可靠H∞控制问题,并使
用一种更切合实际的离散齐次马尔可夫链来表示执行器故障的随机行为.首先,利用一类新的模型变换方法,将离
散时滞T–S模糊系统转换为互联的两个子系统.然后,利用标度小增益定理分析互联子系统的随机稳定性. 通过构
造参数依赖的Lyapunov函数,给出闭环系统输入–输出均方稳定且满足H∞性能的充分条件及可靠H∞控制器的设
计方法. 最后,给出两个数值例子验证所提方法的有效性.
关键词: T–S模糊系统;可靠控制;输入–输出方法;标度小增益定理;时变时滞

中图分类号: TP273 文献标识码: A

Reliable H∞ control for discrete-time delayed fuzzy systems via
scaled small gain theorem
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Abstract: The reliable H∞ control is investigated for discrete-time T–S (Takagi-Sugeno) fuzzy systems with time-
varying delay and actuator faults based on input-output approach. A realistic discrete-time homogeneous Markov chain is
used to represent the stochastic behavior of actuator faults. First, the discrete-time delayed T–S fuzzy system is transformed
to the form of interconnected two subsystems by a new model transformation. Furthermore, the scaled small gain theo-
rem is employed to analyze the stochastic stability of interconnected subsystems. By constructing a parameter-dependent
Lyapunov function, we established sufficient conditions for achieving input-output mean-square stability with H∞ per-
formances. Meanwhile, the reliable H∞ fuzzy controller design method is also presented. Two numerical examples are
provided to demonstrate the effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
在过去的十几年,针对Takagi-Sugeno (T–S)模糊

系统的研究受到了学者们的广泛关注. 这是因为T–S
模糊模型在任意的紧集范围内能够逼近任意光滑非

线性系统.其基本思想是: 将输入空间划分为模糊子
空间,并在每个子空间建立线性系统模型,通过模糊
隶属函数实现局部模型的光滑连接以构成非线性系

统的模糊模型[1–2]. 另一方面,由于时滞现象在许多控
制系统中普遍存在,例如化工,核反应堆和生物系统.
因此,时滞系统是许多学者多年来一直研究的热点.
比如稳定性分析[3–10],滤波器设计[11],可靠控制器设
计[12–16].

需要特别指出的是,由于现代科学技术对性能、安
全性和可靠性标准的更高要求,时滞的存在会给控制
系统的可靠性及安全性设计带来新的挑战,因此针对

时滞系统可靠控制的研究取得了一定的进展.例如,
文献[13–14]针对具有无穷分布式时滞的离散系统,研
究了可靠控制问题.文献[12, 15]针对一类具有时滞的
网络控制系统,利用输入时滞方法,设计了可靠控制
器. 近年来,针对以上方面的研究已取得了一些重要
的成果,但其研究还存在一定的问题.

一方面,现有的研究大多是用开关矩阵的形式表
示执行器故障的行为[12–13]. 也就是,定义一个对角阵
L = diag{l1, l2, · · · , lm}表示故障的程度,其中: lq ∈
[0, 1], q = 1, 2, · · · ,m. 然而,执行器故障的行为往
往具有随机特性,所以上面的执行器故障形式往往不
能包含一些实际情况. 如何选择一种更切合实际的随
机过程来表示执行器故障引起了学者们的广泛关注.
如文献[14–15]分别用离散马尔可夫过程和一个满足
特定概率密度函数的随机变量来表示执行器故障的
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随机特性.
另一方面,在时变时滞处理方面,如何提出一种有

效方法来降低稳定性条件的保守性一直是众多学者

研究的热点. 如自由权矩阵方法[5]、时滞分解方法[7]、

奇异矩阵方法[8]、Jensen不等式方法[3–4, 6]等. 近几年
来,输入–输出方法被证明是降低稳定性条件保守性
和提高性能的有效方法[9]. 其基本思想:首先,利用二
项近似将原系统转化成互联的两个子系统(常值时滞
的前馈子系统和不确定时滞的反馈系统).然后,利用
标度小增益(scaled small gain, SSG)定理获得保证系
统稳定性的充分条件.最近几年,一些文献对输入–输
出方法进行了一些初始的研究.如稳定性分
析[8–10]、滤波器设计[11]. 然而,针对T–S模糊系统并考
虑执行器故障具有随机特性的文献还不多见,特别是
利用输入–输出方法研究容错控制的文献更是未见报
道.
基于以上分析,本文针对一类带有时变时滞和执

行器故障的离散T–S模糊系统,利用输入–输出方法,
研究了可靠模糊H∞控制问题.首先,利用二项模型近
似方法,将带有执行器故障的离散时滞模糊系统转换
为互联的子系统.其次,利用输入–输出方法分析互联
子系统的随机稳定性. 通过构造参数依赖的Lyapunov
函数,给出了闭环系统输入–输出均方稳定的充分条
件.然后,基于该条件,设计了可靠H∞控制器. 最后,
仿真结果验证了所提方法的有效性.
标标标注注注 在本文中, Rn,Rm×n表示n维欧几里德空

间和m×n的实矩阵; G1 ◦ G2表示映射算子G1与G2串

联;符号T表示对一个矩阵进行转置; ∗表示矩阵中的
对称项; P > 0(> 0)表示矩阵P是一个正定(半正
定)矩阵; col表示列向量; diag{· · · }表示一个对角阵;
E{·}表示数学期望; l2[0,∞)为平方可积序列空间.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
2.1 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下离散时滞T–S模糊系统:
被控对象规则 i:
IF θ1(k) is ηi1 and θ2(k) is ηi2 and · · · and θp(k)

is ηip, THEN



x(k + 1) =

Aix(k) + Aτix(k − τ(k)) + B1iw(k)+

D1iu(k),

z(k) = Cix(k) + B2iw(k) + D2iu(k),

x(k) = φ(k), k = −τ2,−τ2 + 1, · · · , 0,

(1)

其中: i ∈ Q = {1, 2, · · · , r}, r为模糊规则个数; ηij

(j = 1, 2, · · · , p)为模糊集合; θj(k)为模糊前提变量;
θ(k)=(θ1(k), θ2(k),· · ·, θp(k))T是x(k)的函数; x(k)
∈Rn为状态变量; u(k) ∈ Rm为控制输入变量; w(k)
∈ Rq为外部干扰且属于l2[0,+∞); z(k) ∈ Rs为调节

输出; φ(k)为系统的初始状态; τ(k)为时变时滞且
满 足1 6 τ1 6 τ(k) 6 τ2; Ai, Aτi, B1i, D1i, Ci, B2i

和D2i是适当维数的常值矩阵.

为方便描述,记

A(k) =
r∑

i=1

hi(θ(k))Ai, Aτ (k) =
r∑

i=1

hi(θ(k))Aτi,

B1(k)=
r∑

i=1

hi(θ(k))B1i, D1(k)=
r∑

i=1

hi(θ(k))D1i,

C(k) =
r∑

i=1

hi(θ(k))Ci, B2(k) =
r∑

i=1

hi(θ(k))B2i,

D2(k) =
r∑

i=1

hi(θ(k))D2i,

其中: hi(θ(k))表示模糊隶属度函数且满足

hi(θ(k)) = ωi(θ(k))/
r∑

i=1

ωi(θ(k)), ωi(θ(k)) =

p∏
j=1

ηij(θj(k)).

这里ηij(θj(k))是θj(k)属于模糊集合ηij中的隶属度

并具有如下性质: ωi(θ(k)) > 0,
r∑

i=1

ωi(θ(k)) > 0. 可

以看到hi(θ(k)) > 0(i = 1, 2, · · · , r)且
r∑

i=1

hi(θ(k))

= 1.

应用加权平均解模糊方法,离散时滞T–S模糊系
统(1)可写为




x(k + 1) =

A(k)x(k) + Aτ (k)x(k − τ(k))+

B1(k)w(k) + D1(k)u(k),

z(k)=C(k)x(k)+B2(k)w(k)+D2(k)u(k).

(2)

当执行器发生故障时,用uF(k)表示从执行器发送
的控制信号.考虑如下形式的执行器故障模型:

uF(k) = αr(k)u(k), (3)

其中αr(k) = diag{α1r(k), α2r(k), · · · , αmr(k)},且0 6
αir(k) 6 αir(k) 6 ᾱir(k) 6 1, i = 1, 2, · · · ,m.参 数

r(k)为有限集合L = {1, 2, · · · , l}中取值的离散马尔
可夫过程,且其传输概率矩阵由下式确定:

P{r(k + 1) = ν|r(k) = $} = π$ν , (4)

其中: 0 6 π$ν 6 1, ∀$, ν ∈ L及
l∑

ν=1

π$ν = 1.

在式(4)中, αi$和ᾱi$表示第i个执行器在第$个

故障模态下所允许的故障. 当αi$ = ᾱi$ = 0时,故
障模型(4)表示第i个执行器在第$个故障模态下完全

失效. 当0 < αi$ <ᾱi$ <1时,表示第i个执行器在第

$个故障模态下部分失效. 当αi$ = ᾱi$ =1时,表示
第i个执行器在第$个故障模态下没有故障发生. 接
下来,定义
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α̂$ =

diag{α1$+ᾱ1$

2
,
α2$+ᾱ2$

2
, · · · ,

αm$+ᾱm$

2
},

α̌$ =

diag{ ᾱ1$−α1$

2
,
ᾱ2$−α2$

2
, · · · ,

ᾱm$−αm$

2
}.
(5)

由上式,可以将α$写成下面的形式:

α$ = α̂$+∆$ = α̂$+diag{δ1$, δ2$, · · · , δm$},
(6)

其中|δi$| 6 ᾱi$ − αi$

2
, i = 1, 2, · · · ,m.

注注注 1 文中选择了一种更切合于实际的离散的齐次马

尔可夫链来表示执行器故障的随机行为.在每个时间步长下,

故障模态必须是已知的. r(k) = $表示l个故障模态中的

第$个故障模态. 当l = 1时(执行器故障模态为1),本文所考

虑的故障模型就可以退化为文献[12–13]中的故障模型. 因

此,文献[12–13]中的故障模型只作为本文所考虑模型的一种

特例情况.

根据并行分布式补偿(PDC)方法设计局部模糊控
制器,其规则为

控制器规则 i:

IF θ1(k) is ηi1 and θ2(k) is ηi2 and · · · and θp(k)
is ηip, THEN

u(k) = −Kr(k)ix(k), (7)

其中: Kr(k)i ∈ Rm×n为状态反馈增益矩阵, u(k)为模
糊控制器的输出,则合成的模糊控制器为

u(k) = −Kr(k)(k)x(k), (8)

其中Kr(k)(k) =
r∑

i=1

hi(θ(k))Kr(k)i.

将系统(1)中的u(k)用uF(k)代替,同时考虑式(3)
和式(8),闭环系统的状态方程可以写为

S :





x(k + 1) =

Ã(k)x(k) + Aτ (k)x(k − τ(k))+

B1(k)w(k),

z(k) = C̃(k)x(k) + B2(k)w(k),

(9)

其中: Ã(k) = A(k)−D1(k)αr(k)Kr(k)(k), C̃(k) =
C(k)−D2(k)αr(k)Kr(k)(k).

2.2 输输输入入入–输输输出出出方方方法法法(Input–output approach)
考虑如下形式的互联子系统:{

S1 : y(k) =Gv(k),

S2 : v(k) =T y(k),
(10)

其中: 前馈S1是已知的线性时不变系统且具有

从v(k)映射到y(k)的算子G,反馈S2是未知的线性时

变系统且其算子满足T ∈ D , {T : ‖T ‖∞ 6 1}.作

为标度小增益定理的直接结果,将介绍以下引理和定
义,推导出互联子系统(10)的随机稳定性条件.
引引引理理理 1(随机标度小增益定理) 假设互联子系统

(10)中的S1是内稳定,针对所有的T ∈ D,若存在非
奇异矩阵U ,满足‖U ◦ G ◦U−1‖∞×‖U−1 ◦ T ◦U‖∞
< 1,则闭环互联子系统(10)是输入–输出均方稳定的.
定定定义义义 1 对于系统(9),在任意初始条件φ(k)下,

当w(k) = 0时,若满足

E{
∞∑

k=0

xT(k)x(k)|φ(0)} < ∞, (11)

则系统是随机稳定的.
定定定义义义 2 若存在γ > 0,满足

‖y(k)‖E2 = ‖Gv(k)‖E2 6 γ‖v(k)‖E2, (12)

则v(k)到y(k)的算子G是输入–输出均方稳定的.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
本节,首先介绍一类新的模型变换,将系统(9)转

化为具有两个互联子系统(10)的形式. 然后通过标度
小增益定理,分析系统S的输入–输出均方稳定性. 最
后设计状态反馈可靠H∞控制器.
在系统(9)中, τ(k)为系统的时变时滞,可以看作

系统的不确定. 模型变换的主要目标是将所有不确定
性从原系统中提取出来,转化为具有两个互联子系
统(10)的形式,其中S1是线性时不变系统, T包含所有
的不确定性.
为了将不确定τ(k)从原系统中提取出来,将x(k−

τ(k))改写为

x(k − τ(k)) =
1
2
(x(k − τ1) + x(k − τ2)) +

τ12

2
v(k), (13)

其中: (1/2)(x(k − τ1) + x(k − τ2))为x(k − τ(k))的
近似, (τ12/2)v(k)为模型近似误差, τ12 = τ2 − τ1. 根
据式(13),系统(9)可写为

x(k + 1) =

Ã(k)x(k) +
1
2
Aτ (k)[x(k − τ1) + x(k − τ2)] +

τ12

2
Aτ (k)v(k) + B1(k)w(k). (14)

定义yv(k) = x(k + 1)− x(k),由式(13)可以得到

v(k) =
2

τ12

{x(k − τ(k))−
1
2
(x(k − τ1) + x(k − τ2))} =

1
τ12

[
k−τ(k)−1∑
i=k−τ2

yv(i)−
k−τ1−1∑

i=k−τ(k)

yv(i)] ,

1
τ12

[
k−τ1−1∑
i=k−τ2

ϕ(i)yv(i)], (15)

其中
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ϕ(i) ,
{

1, i 6 k − τ(k)− 1,

− 1, i > k − τ(k)− 1,

进而从yv(k)到v(k)的映射算子Tv可表示为

Tv : yv(k) → v(k) =
1

τ12

[
k−τ1−1∑
i=k−τ2

ϕ(i)yv(i)]. (16)

引引引理理理 2 算子Tv : yv(k)→v(k)满足‖ Tv ‖∞61.

证证证 利用Jensen不等式,同时考虑式(16)中的算
子Tv,在零初始条件下,可获得

‖ v(k) ‖2
2=

1
τ 2
12

∞∑
i=0

[
k−τ1−1∑
i=k−τ2

ϕ(i)yT
v (i)][

k−τ1−1∑
i=k−τ2

ϕ(i)yv(i)] 6

1
τ 2
12

∞∑
i=0

[(τ2 − τ1)
k−τ1−1∑
i=k−τ2

ϕ2(i)yT
v (i)yv(i)] =

1
τ12

−τ1−1∑
j=−τ2

∞∑
i=0

yT
v (i + j)yv(i + j) 6

1
τ12

−τ1−1∑
j=−τ2

∞∑
i=0

yT
v (i)yv(i) =‖ yv(k) ‖2

2 . (17)

根据式(17),可得到‖ Tv ‖∞6 1. 证毕.

定义w̃(k) = γw(k). 根据上面的讨论,系统(9)可
以变为



S1 :




x(k + 1)
yv(k)
z(k)


=




Ψ1

τ12

2
Aτ (k) γ−1B1(k)

Ψ2

τ12

2
Aτ (k) γ−1B1(k)

Ψ3 0 γ−1B2(k)




︸ ︷︷ ︸
G

×

col{x(k), x(k−τ1), x(k−τ2), v(k), w̃(k)},
S2 : v(k) = Tvyv(k),

(18)

其中:
Ψ1 = [Ã(k)

1
2
Aτ (k)

1
2
Aτ (k)],

Ψ2 = [Ã(k)− I
1
2
Aτ (k)

1
2
Aτ (k)],

Ψ3 = [C̃(k) 0 0].

引引引理理理 3 假设S1在式(18)下是内稳定的,对算子
Tv,如果存在非奇异矩阵U = diag{N̄ , I} > 0满足

‖U ◦ G ◦ U−1‖∞ < 1, (19)

则闭环互联系统(18)是输入–输出稳定的,且具有H∞
性能γ.
注注注 2 在互联系统(18)中,引理3中的充分条件可转化为

下面的条件.假设S1在式(18)是内稳定的,若存在矩阵N =

N̄TN̄ ,满足

J =
∞P

k=0
(yT

v (k)Nyv(k)− vT(k)Nv(k) +

zT(k)z(k)− w̃T(k)w̃(k)) < 0, (20)

则闭环互联系统是输入–输出均方稳定,且保证H∞性能γ.

定定定理理理 1 给定γ > 0和正整数τ1, τ2,假若存在矩
阵P$i >0, Q1 >0, Q2 >0, Z1 >0, Z2 >0和N >0,
使得对任意的$ ∈ L, ι ∈ Q,满足下面的条件:

Θ$
iiι < 0, i ∈ Q, (21)

Θ$
ijι + Θ$

jiι < 0, 1 6 i < j 6 r, (22)

则系统(18)是输入–输出均方稳定的,其中:

Θ$
ijι =

(
Γ1 ∗
Γ2 −diag{P̂−1

$ι , Z−1
1 , Z−1

2 , N−1, I}

)
,

Γ1 =

(
Γ11

(
Z1, Z2, 0, 0

)

∗ −diag{Q1 + Z1, Q2 + Z2, N, γ2I}

)
,

Γ2 =


Γ̃21

1
2
Aτi

1
2
Aτi

τ12

2
Aτi B1i

τ1[Γ̃21 − I]
τ1

2
Aτi

τ1

2
Aτi

τ1τ12

2
Aτi τ1B1i

τ2[Γ̃21 − I]
τ2

2
Aτi

τ2

2
Aτi

τ2τ12

2
Aτi τ2B1i

Γ̃21 − I
1
2
Aτi

1
2
Aτi

τ12

2
Aτi B1i

Γ̃25 0 0 0 B2i




,

Γ11 = −P$i + Q1 + Q2 − Z1 − Z2,

Γ̃21 = Ai −D1iα$K$j,

Γ̃25 = Ci −D2iα$K$j,

P̂$ι =
l∑

ν=1

π$νPνι.

证证证 选择如下Lyapunov函数:

V (k) =

xT(k)Pr(k)(k)x(k) +
2∑

l=1

k−1∑
i=k−τl

xT(i)Qlx(i) +

2∑
l=1

−1∑
i=−τl

k−1∑
j=k+i

τly
T
v (j)Zlyv(j), (23)

其中Pr(k)(k) =
r∑

i=1

hi(θ(k))Pr(k)i. 定义E[∆V (k)]

= E[V (x(k + 1), k + 1, r(k + 1)|x(k), r(k) = $)−
V (x(k), k,$)]. 则沿系统 (18)的轨线,对任意的$

∈ L,

E[∆V (k)] =

xT(k + 1)P̂$(k + 1)x(k + 1)−
xT(k)P$(k)x(k) + xT(k)(Q1 + Q2)x(k)−
xT(k − τ1)Q1x(k − τ1)−
xT(k − τ2)Q2x(k − τ2)−
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k−1∑

i=k−τ1

τ1y
T
v (i)Z1yv(i)−

k−1∑
i=k−τ2

τ2y
T
v (i)Z2yv(i)+

yT
v (k)(τ 2

1 Z1 + τ 2
2 Z2)yv(k), (24)

其中P̂$(k + 1) =
l∑

ν=1

π$νPν(k + 1).

利用Jensen不等式,可得到

−
k−1∑

i=k−τ1

τ1y
T
v (i)Z1yv(i) 6

(
x(k)

x(k−τ1)

)T(
−Z1 Z1

∗ −Z1

)(
x(k)

x(k−τ1)

)
, (25)

−
k−1∑

i=k−τ2

τ2y
T
v (i)Z2yv(i) 6

(
x(k)

x(k−τ2)

)T(
−Z2 Z2

∗ −Z2

)(
x(k)

x(k−τ2)

)
. (26)

同时,考虑性能指标函数(20),在零初始条件下,由
式(23)−(26),可以获得

Jzy 6 E[
∞∑

k=0

(zT(k)z(k)− γ2wT(k)w(k) +

yT
v (k)Nyv(k)−vT(k)Nv(k)+∆V (k))]6
∞∑

k=0

ζT(k)∆(k)ζ(k), (27)

其中:

∆(k) = Γ1 + ΛT
1 P̂$(k + 1)Λ1 + ΛT

2 (τ 2
1 Z1 +

τ 2
2 Z2 + N)Λ2 + ΛT

3 Λ3,

Λ1 = (Ã(k),
1
2
Aτ (k),

1
2
Aτ (k),

τ12

2
Aτ (k), B1(k)),

Λ2 = Λ1 − (In 0n×(3n+q) ),

Λ3 = (C̃(k), 0, 0, 0, B2(k)),

ζ(k) = col{x(k), x(k − τ1), x(k − τ2), v(k), w(k)}.
利用Schur补引理,可以得到

∆(k) =
r∑

ι=1

hι(k + 1)[
r∑

i=1

h2
i (θ(k))Θ$

iiι +

r−1∑
i=1

r∑
j=i+1

hi(θ(k))hj(θ(k))(Θ$
ijι + Θ$

jiι)]. (28)

因此,对于任意w(k) ∈ l2[0,∞),得到Jzy < 0. 根据
引理3,系统(18)是输入–输出稳定的. 证毕.

当不考虑执行器故障,即对于任意r(k) ∈ L, αr(k)

≡ I 时,系统(18)可以退化为



S1 :




x(k + 1)
yv(k)
z(k)


=




Υ1
τ12

2
Aτ (k) B1(k)

Υ2
τ12

2
Aτ (k) B1(k)

Υ3 0 B2(k)


ζ(k),

S2 : v(k) = Tvyv(k),
(29)

其中:
Υ1 = [Ā(k)

1
2
Aτ (k)

1
2
Aτ (k)],

Υ2 = [Ā(k)− I
1
2
Aτ (k)

1
2
Aτ (k)],

Υ3 = [C(k)−D2(k)K(k) 0 0],

Ā(k) = A(k)−D1(k)K(k),

K(k) =
r∑

i=1

hi(θ(k))Ki.

选择如下的Lyapunov函数:

V (k) =

xT(k)P (k)x(k) +
2∑

l=1

k−1∑
i=k−τl

xT(i)Qlx(i) +

2∑
l=1

−1∑
i=−τl

k−1∑
j=k+i

τly
T
v (j)Zlyv(j). (30)

可以得到下面的推论.
推推推论论论 1 给定γ > 0和正整数τ1, τ2,假若存在矩

阵Pi > 0, Q1 > 0, Q2 > 0, Z1 > 0, Z2 > 0和N >

0,对任意的ι ∈ Q,满足下面的条件:

Πiiι < 0, i ∈ Q, (31)

Πijι + Πjiι < 0, 1 6 i < j 6 r, (32)

则系统(29)是输入–输出均方稳定的,其中:

Πijι =
(

Ω1 ∗
Ω2 −diag{P−1

ι , Z−1
1 , Z−1

2 , N−1, I}
)

,

Ω1 =

(
Ω11

(
Z1, Z2, 0, 0

)

∗ −diag{Q1 + Z1, Q2 + Z2, N, γ2I}

)
,

Ω2 =


Ai −D1iKj

1
2
Aτi

1
2
Aτi

τ12

2
Aτi B1i

τ1Ω̃2

τ1

2
Aτi

τ1

2
Aτi

τ1τ12

2
Aτi τ1B1i

τ2Ω̃2

τ2

2
Aτi

τ2

2
Aτi

τ2τ12

2
Aτi τ2B1i

Ω̃2

1
2
Aτi

1
2
Aτi

τ12

2
Aτi B1i

Ci −D2iKj 0 0 0 B2i




,

Ω11 = −Pi + Q1 + Q2 − Z1 − Z2,

Ω̃2 = Ai −D1iKj − I.

推论1可以很容易由定理1得到,在此证明过程省略.
注注注 3 为进一步降低文中结果的保守性,可以利用文

献[7]提出的时滞分解方法,选择如下Lyapunov函数:

V (k) =
4P

i=1
Vi(k), (33)

V1(k) = xT(k)Px(k),

V2(k) =
k−1P

i=k−d
ΥT(i)Q1Υ (i) +

k−1P
i=k−τ2

xT(i)Q2x(i),

V3(k) =
−dmP

j=−τ2

k−1P
i=k+j

xT(i)Q3x(i),
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V4(k) =
−1P

j=−d

k−1P
i=k+j

dyT
v (i)Z1yv(i) +

−dm−1P
j=−τ2

k−1P
i=k+j

(τ2 − dm)yT
v (i)Z2yv(i),

其中:

Υ (i) = [xT(i) xT(i− d) · · · xT(i− (m− 1)d)]T,

τ1 = dm.

接下来,考虑一类带有不确定性的T–S模糊时滞系
统

x(k + 1) = (A(k) + ∆A(k))x(k) + (Aτ (k) +

∆Aτ (k))x(k − τ(k)), (34)

其中

(∆A(k) ∆Aτ (k))=M(k)Σ(k)(N (k) Nτ (k)),

(35)

Σ(k)为未知时变矩阵函数,满足ΣT(k)Σ(k)61,

M(k) ∈ Rn×v, N (k),Nτ (k) ∈ Rv×n为已知矩阵代

表不确定性的结构. 基于前面的讨论,采用Lyapunov
函数(33),获得如下推论.

推推推论论论 2 给定正整数d,m, τ2, τ1 = dm,若存在矩
阵P > 0, Q1 > 0, Q2 > 0, Q3 > 0, Z1 > 0, Z2 >

0, X1 > 0, X2 > 0和自由权矩阵Y满足如下不等式
条件: (

z Y
∗ − Z2

)
< 0, (36)

则系统(34)是渐近稳定的,其中:

z =

zT
1Pz1 +zT

2 diag{Q1,−Q1}z2 +zT
3 (Q2 −

P + (τ2 − dm + 1)Q3)z3 −zT
4 (Q2 +Q3)z4 +

zT
5 (d2Z1+(τ2−dm)2Z2+X1)z5−zT

6Q3z6 −
zT

7X1z7 −zT
8Z1z8 +zT

9X2z9 −zT
10X2z10 +

(0((m+3)n+v)×mn Y − Y 0((m+3)n+v)×(n+v)) +

(0((m+3)n+v)×mn Y − Y 0((m+3)n+v)×(n+v))T,

z1 = (A(k) 0n×(m−1)n

1
2
Aτ (k)

1
2
Aτ (k)

τ12

2
Aτ (k) M(k)),

z2 =

(
Imn 0mn×(3n+v)

0mn×n Imn 0mn×(2n+v)

)
,

z3 = (In 0n×((m+2)n+v)),

z4 = (0n×(m+1)n In 0n×(n+v)),

z5 = z1 −z3,

z6 = (0n×mn In 0n×(2n+v)),

z7 = (0n×(m+2)n In 0n×v),

z8 = (In − In 0n×((m+1)n+v)),

z9 = (N (k) 0v×(m−1)n

1
2
Nτ (k)

1
2
Nτ (k)

τ12

2
Nτ (k) 0v×v),

z10 = (0(n×(m+3)n Iv).

推论2可以参照定理1和文献[6]中命题1的证明过程,
在此省略.
在定理1中,获得了系统(18)输入–输出均方稳定

的充分条件.接下来,利用定理1,以LMI的形式给出
可靠H∞控制器表达式.
定定定理理理 2 给定γ > 0和正整数τ1, τ2,假若存在矩

阵P̄$i > 0, Q̄1 > 0, Q̄2 > 0, Z̄1 > 0, Z̄2 >0, N̄ > 0,

X, Y$i和对角阵M$ > 0,对任意的$ ∈ L, ι ∈ Q,
满足下面的条件:


Σ$i

11 ∗ ∗
Σ$ii

21 Σ$ι
22 ∗

Σ$i
31 Σ$i

32 Σ$
33


 < 0, i ∈ Q, (37)








Σ$i
11 + Σ$j

11 ∗ ∗ ∗
Σ$ij

21 + Σ$ji
21 2Σ$ι

22 ∗ ∗
Σ$i

31 Σ$i
32 Σ$

33 ∗
Σ$j

31 Σ$j
32 0 Σ$

33


<0,

1 6 i < j 6 r,

(38)

则系统(18)是输入–输出均方稳定的,其中:

Σ$i
11 =




Ξ Z̄1 Z̄2 0 0
∗ −Q̄1 − Z̄1 0 0 0
∗ ∗ −Q̄2 − Z̄2 0 0
∗ ∗ ∗ −N̄ 0
∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I




,

Σ$ι
22 = diag{P̂$ι −X −XT, Z̄1 −X −XT,

Z̄2 −X −XT, N̄ −X −XT,−I},
Σ$ij

21 =


Φ1

1
2
AτiX

1
2
AτiX

τ12

2
AτiX B1i

τ1Φ2

τ1

2
AτiX

τ1

2
AτiX

τ1τ12

2
AτiX τ1B1i

τ2Φ2

τ2

2
AτiX

τ2

2
AτiX

τ2τ12

2
AτiX τ2B1i

Φ2

1
2
AτiX

1
2
AτiX

τ12

2
AτiX B1i

Φ3 0 0 0 B2i




,

Σ$
33 = diag{−M$,−M$},

Σ$i
31 =

(
0 0 0 0 0

Y$i 0 0 0 0

)
,

Σ$i
32 =

(−α̌$

0

)
M$[DT

1i τ1D
T
1i τ2D

T
1i DT

1i DT
2i],

P̂$ι =
l∑

ν=1

π$νP̄νι,
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Ξ = −P̄$i + Q̄1 + Q̄2 − Z̄1 − Z̄2,

Φ1 = AiX −D1iα̂$Y$j,

Φ2 = (Ai − I)X −D1iα̂$Y$j,

Φ3 = CiX −D2iα̂$Y$j,

相应的可靠控制增益设计为K$i = Y$iX
−1.

证证证 定义矩阵

H = diag{XT, XT, XT, XT, I, I, I, I, I, I},
令

P̄$i = XTP$iX, Q̄1 = XTQ1X,

Q̄2 = XTQ2X, Z̄1 = XTZ1X,

Z̄2 = XTZ2X, N̄ = XTNX, Y$i = K$iX.

然后,对式(21)分别左乘和右乘以H和HT,则式(21)
等价为(

Γ̄1 ∗
Γ̄2 −diag{P̂−1

$ι , Z−1
1 , Z−1

2 , N−1, I}

)
< 0,

(39)

其中:

Γ̄1 =

(
Γ̄11

(
Z̄1, Z̄2, 0, 0

)

∗ −diag{Q̄1 + Z̄1, Q̄2 + Z̄2, N̄ , γ2I}

)
,

Γ̄2 =


Γ̄21

1
2
AτiX

1
2
Aτi

X
τ12

2
AτiX B1i

τ1Γ̄22

τ1

2
AτiX

τ1

2
Aτi

X
τ1τ12

2
AτiX, τ1B1i

τ2Γ̄22

τ2

2
AτiX

τ2

2
Aτi

X
τ2τ12

2
AτiX, τ2B1i

Γ̄22

1
2
AτiX

1
2
Aτi

X
τ12

2
AτiX B1i

Γ̄25 0 0 0 B2i




,

Γ̄11 = −P̄$i + Q̄1 + Q̄2 − Z̄1 − Z̄2,

Γ̄21 = AiX −D1iα$Y$j,

Γ̄22 = AiX −D1iα$Y$j −X,

Γ̄25 = CiX −D2iα$Y$j.

另一方面,因P̂$ι > 0,所以有以下不等式成立

(P̂$ι −X)TP̂−1
$ι (P̂$ι −X) > 0,

进而可得到

−XTP̂−1
$ι X 6 P̂$ι − (X + XT).

同时考虑式(6),利用Schur补引理,可以得到定理2.

证毕.

4 数数数值值值算算算例例例(Numerical examples)
本节给出两个例子来验证本文所提方法的有效性.

例1采用输入–输出方法和时滞分解技术验证了本文
结果优于文献[10]. 例2阐述了本文可靠模糊H∞控制

设计方法的有效性.
例例例 1 考虑不确定时滞系统(34),其中系统参数给

定如下[10]:

A =

(
0.8 0
0 0.9

)
, Aτ =

(
−0.1 0
−0.1 −0.1

)
,

M =

(
β̄

0

)
, N = [1 0], Nτ = [0 0],

Σ(k) = β(k)/β̄,

其中: |β(k)| 6 β̄,显然ΣT(k)Σ(k) 6 1.
这个例子可以认为是系统(34)模糊规则r = 1的

特例. 对于所有的|β(k)| 6 β̄ 及给定的时滞间隔τ1 6
τ(k) 6 τ2,笔者期望获得最大上界β̄,使系统(34)是鲁
棒渐近稳定的. 当2 6 τ(k) 6 7,利用文献[10]中的
定理2(ii)和定理2(i),可以获得最大上界β̄分别为

0.1938和0.2046. 然而,采用本文推论2,当m = 2和
m=4时,可以获得最大上界β̄分别为0.1947和0.4288.
在不同的时滞间隔下,更多结果可以从表1得到. 从
表1很明显看到本文结果具有更小的保守性.

表 1 最大可允许β̄

Table 1 Calculated maximum allowable β̄

方法 5 6 τ(k) 6 10 8 6 τ(k) 6 15

文献[10]定理2(ii) 0.1514 0.1032

文献[10]定理2(i) 0.1590 0.1149

推论2(m = 2) 0.1562 0.1089

推论2(m = 4) 0.2024 0.1421

例例例 2 考虑一类离散时滞T–S模糊系统,选择两条
模糊规则(r = 2),相应的系统矩阵参数如下:

A1 =

(
0.8 0
0.05 0.8

)
, A2 =

(
1 0

0.08 0.8

)
,

Aτ1 =

(
0.01 0
0.01 0.012

)
, Aτ2 =

(
0.012 0.01

0 0.01

)
,

B11 =

(
0.05
0

)
, B12 =

(
0

0.05

)
,

B21 = 0.1, B22 = 0.1,

C1 = [0.05 0], C2 = [0.1 0.05],

D11 =

(
1 0
0 0.5

)
, D12 =

(
1 0

0.1 0.5

)
,

D21 = [0.1 0.1], D22 = [0.1 0].

接下来,考虑执行器发生故障的情况,给出了3种
可能的故障模态:

1) 正常模态: α11 = α21 = I;

2) 执行器部分失效模态: 0.6 6 α12 6 0.8, 0.7
6 α22 6 0.9;
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3) 执行器完全失效模态: α13 = α23 = 0.

根据式(5),得到

α̂1 =

(
1 0
0 1

)
, α̌1 =

(
0 0
0 0

)
,

α̂2 =

(
0.7 0
0 0.8

)
, α̌2 =

(
0.1 0
0 0.1

)
,

α̂3 =

(
0 0
0 0

)
, α̌3 =

(
0 0
0 0

)
.

假设传输概率矩阵为


0.2 0.2 0.6
0.1 0.6 0.3
0.3 0.4 0.3


 .

从定理2可看到,时变时滞的上下界及性能指标γ

都会影响闭环系统的稳定性. 当 τ1 = 1和 τ2 = 7,应
用定理2,可以得到保证系统随机稳定的最优H∞指

标 γmin = 0.2. 相应的控制器参数如下:

K11 =

(
−0.1516 0.0014
0.1266 −0.2998

)
,

K12 =

(
0.0492 0.0105
0.1624 −0.3088

)
,

K21 =

(
−0.2008 0.0012
0.1461 −0.3528

)
,

K22 =

(
0.0597 0.0166
0.1485 −0.3412

)
,

K31 =

(
−0.3778 0.0030
0.2498 −0.5986

)
,

K32 =

(
0.1236 0.0258
0.3168 −0.6115

)
.

下面,将验证本文所设计的控制器参数的有效性.
选择初始条件φ(k) = (−0.2, 0.1)T. 隶属度函数为

h1(x1(k)) =
1− sin(x1(k))

2
,

h2(x1(k)) =
1 + sin(x1(k))

2
.

外部扰动为

w(k) =





1, 10 6 k 6 20,

− 1, 30 6 k 6 40,

0, 其他.

仿真结果如图1−图3所示. 图1为随机马氏跳模态
r(k). 控制输入uF(k)和状态响应x(k)分别如图2−3
所示. 仿真结果验证了本文所设计的可靠H∞控制器

的有效性.

图 1 随机马氏跳模态r(k)

Fig. 1 Random jump mode r(k)

图 2 控制输入uF(k)

Fig. 2 Control input uF(k)

图 3 闭环系统的状态响应

Fig. 3 State responses of the closed-loop system

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了一类带有时变时滞和随机执行器故障

的离散T–S模糊系统可靠H∞控制问题.采用输入–输
出方法来近似状态时变时滞,转化为互联子系统的形
式. 通过构造参数依赖的Lyapunov函数,给出了闭环
系统输入–输出均方稳定且满足H∞性能的充分条件

及可靠H∞控制器的设计方法. 仿真结果验证了所提
方法的有效性.
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