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摘要:首先,利用线性矩阵不等式(LMI)及有界实引理,借助一个小的标量,得到了受控正系统弹性静态输出反馈
鲁棒H∞控制的一个充分条件,使得控制器参数与未知参数分开,从而更有利于弹性静态输出反馈控制器的设计.
然后,基于此条件,针对控制矩阵的一种特殊情形给出了一个推论,并得到了更一般的受控正系统弹性静态输出反
馈鲁棒H∞控制的充分条件,其中的控制器增益矩阵均可根据锥补线性化技巧来进行求解. 最后,利用数值仿真表
明了结论的有效性.
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Resilient static output feedback robust H∞ control for
controlled positive systems
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Abstract: Firstly, by means of a small scalar, a sufficient condition of resilient static output feedback robust H∞ control
for controlled positive systems is obtained via linear matrix inequality (LMI) and bounded real lemma, which is useful for
the design of resilient static output feedback controller because the controller parameter is separated from the unknown
parameter. Then, based on the above condition, an inference for the special case of the control matrix is given and a
sufficient condition of resilient static output feedback robust H∞ control for more general controlled positive systems is
established. Furthermore, the desired controller gain matrix can be derived via the cone complementarity linearization
techniques directly. Finally, a numerical simulation to show the validity of the results is presented.
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1 引引引言言言(Introduction)
正系统是一类几乎在所有领域中都经常见到的系

统,如经济学、生态学、人口模型、社会科学及生物医
学等[1–3]. 近些年来,正系统受到了许多控制理论学者
的亲睐并取得了较大进展[4–8]. 但是,因为正系统是定
义在锥体上而不是线性空间上,所以很多一般线性系
统的结论无法直接用于正系统,这也使得对于正系统
控制综合问题的研究更有挑战性.

H∞控制理论一直在鲁棒控制理论中处于十分重
要的地位,它的研究方法是基于控制系统的最优化设
计.由于其丰富的应用背景,近些年已成为控制领域
中的热点课题.文献[9]的发表和有界实引理[10]

的提出,使H∞控制取得突破性的进展[11–13]. 目前,关
于正系统H∞控制问题的相关文献也得到相对应的结

论[14–15].

考虑到实际中系统参数多存在不确定性,而且系
统的状态往往很难直接测量,所以学者们开始对输出
反馈控制展开研究[16–17]. 另一方面,由于控制器的不
确定性也会影响系统的稳定性,因此对弹性控制器的
研究也引起了广泛讨论[18–19],但针对正系统的弹性输
出反馈控制的文献却不多见.

本文研究了受控正系统的弹性静态输出反馈鲁

棒H∞控制问题.这里,控制器要保证闭环系统的正
性,即得到的闭环系统不仅要满足H∞鲁棒性能准则,
还应为正系统.本文针对受控正系统的几种不同情形,
分别给出了弹性静态输出反馈鲁棒H∞控制的充分条
件,所得条件均由矩阵等式约束及线性矩阵不等式构
成,其中的控制器可利用锥补线性化技巧设计求解.
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本文使用如下记号: Rn表示实数域上的n维欧式

空间, Rm×n表示m× n的实矩阵构成的集合, I表示

单位矩阵, L2[0,∞)表示[0,∞)上的所有平方可积向
量值函数构成的空间; [A]ij表示矩阵A第i行第j列元

素,称矩阵A为Metzler矩阵,如果矩阵A非对角线上

的所有元素均为非负的, A º 0(A ¹ 0)表示矩阵A中

每个元素均为非负(非正)的, A º B表示矩阵A−B

º 0, A ∈ [Am, AM]表示Am ¹ A ¹ AM, A > 0(A <

0)表示矩阵A为对称正定(负定)矩阵;符号µ(A)表示
矩阵A的谱坐标,即µ(A) = max{Re λ : λ ∈ σ(A)},
其中σ(A)表示矩阵A的谱.

2 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识(Problem formulation
and preliminaries)
考虑如下形式的连续时间线性系统:




ẋ(t) = Ax(t) + Bw(t),
z(t) = Cx(t) + Dw(t),
x(0) = x0,

(1)

其中: x(t) ∈ Rn为状态向量, w(t) ∈ Rp为干扰输入,
并且w(t) ∈ L2 [0,∞), z(t) ∈ Rs为受控输出, A, B,
C, D为已知适维常矩阵.

首先,给出几个相关的定义和引理.

定定定义义义 1[2] 如果对所有的x0 º 0, w(t) º 0,都有
x(t) º 0, z(t) º 0, ∀t > 0,则系统(1)称为正系统.

引引引理理理 1[2] 系统(1)为正系统的充分必要条件为A

为Metzler矩阵, B º 0, C º 0, D º 0.

引引引理理理 2[3] 对于Metzler矩阵M, N ∈ Rn×n,如果
M º N ,则µ(M) > µ(N).

引引引理理理 3[10] 给定一个常量γ > 0,系统(1)内稳定
并且其传递函数T (s) = C(sI −A)−1B + D满足

‖T (s)‖∞ < γ,当且仅当存在一个矩阵P > 0,使得
下列线性矩阵不等式成立:


PA + ATP PB CT

BTP −γI DT

C D −γI


 < 0. (2)

引引引理理理 4 如果矩阵X为对角正定矩阵, C º 0,
A为Metzler矩阵,则XC º 0, XA为Metzler矩阵.

证证证 设矩阵

X =




x1

x2

. . .

xn




, C =




c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n

...
...

...
cn1 cn2 · · · cnn




,

其中: x1, x2, · · · , xn > 0, cij > 0, 1 6 i, j 6 n且

均为常数,于是有

XC =




x1c11 x1c12 · · · x1c1n

x2c21 x2c22 · · · x2c2n

...
...

...
xncn1 xncn2 · · · xncnn




,

显然, XC中的每个元素都是非负的,即XC º 0. 同
理可以得到XA为Metzler矩阵. 证毕.

下面考虑含有控制的连续时间区间不确定系统



ẋ(t) = Ax(t) + Bw(t) + B1u(t),
z(t) = Cx(t) + D1u(t),
y(t) = C1x(t),
x(0) = x0,

(3)

其中: x(t) ∈ Rn为状态向量, u(t) ∈ Rm为控制输入,
w(t) ∈ Rp为干扰输入,并且满足w(t) ∈ L2[0,∞),
z(t) ∈ Rs为受控输出, y(t) ∈ Rq为量测输出, A ∈
[Am, AM]为未知适维常矩阵, Am, AM, B1, C1, D1,
B, C为已知适维常矩阵.

对系统(3)设计的弹性静态输出反馈控制器有如下
形式:

u(t) = (K + ∆K)y(t), (4)

其中: K为控制器增益矩阵, ∆K ∈ [Km,KM]为加性
控制器增益摄动,且Km与KM均为已知常矩阵.

结合控制器(4)的形式,得到闭环系统为{
ẋ(t) = Acx(t) + Bw(t),
z(t) = Ccx(t),

(5)

其中:
Ac = A + B1KC1 + B1∆KC1,

Cc = C + D1KC1 + D1∆KC1.

本文的目的是设计一个弹性静态输出反馈控制

器(4),使得闭环系统(5)为正系统、内稳定且其传递函
数Tzw(s) = Cc(sI −Ac)−1B满足

‖Tzw(s)‖∞ < γ, (6)

其中γ > 0给定.

为了设计控制器,本文做出以下假设.

假假假设设设 1 假设Km = −KM,且KM º 0.

注注注 1 事实上,假设1不失一般性. 对于任意矩阵Km,
KM,且Km ¹ KM,取

K′ =
KM + Km

2
, k′ =

KM −Km

2
,

则弹性静态输出反馈控制器(4)可写为

u(t) = (K + K′ + ∆K −K′)y(t) = (F + ∆F )y(t), (7)

其中: F = K + K′为控制器增益矩阵, ∆F = ∆K −K′为加

性控制器增益摄动,且∆F ∈ [−k′, k′],因此,笔者可以把设

计控制器(4)的问题转化为设计控制器(7)的问题.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
首先,考虑矩阵B1, D1无符号限制的情形. 对于任
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意的矩阵B1, D1,存在矩阵B2 º 0, B3 ¹ 0, D2 º 0,
D3 ¹ 0使得B1 = B2 + B3, D1 = D2 + D3,于是本
文得到下面的定理.

定定定理理理 1 给定常量γ > 0, ε > 0和连续时间区间
不确定系统(3),其中A ∈ [Am, AM], B º 0, C º 0,
C1 º 0,如果存在矩阵K及对角矩阵P > 0, Q > 0,
使得 



−ε−1P I + εAT
d PB CT

d

∗ −εQ 0 0
∗ ∗ −γI 0
∗ ∗ ∗ −γI


 < 0, (8)

PQ = I, (9)

[Af ]ij º 0, 1 6 i 6= j 6 n, (10)

[Cf ]ij º 0, 1 6 i, j 6 n, (11)

其中:

Ad = AM + B1KC1 + B2KMC1 + B3KmC1,

Cd = C + D1KC1 + D2KMC1 + D3KmC1,

Af = Am + B1KC1 + B2KmC1 + B3KMC1,

Cf = C + D1KC1 + D2KmC1 + D3KMC1,

那么存在弹性静态输出反馈控制器(4),使得闭环系
统(5)为正系统、内稳定且其传递函数Tzw(s)满足式
(6).

证证证 由A ∈ [Am, AM], ∆K ∈ [Km,KM], B2 º
0, B3 ¹ 0, D2 º 0, D3 ¹ 0, C1 º 0可得

Ad º Ac º Af , (12)

Cd º Cc º Cf . (13)

再由式(10)--(11),可知矩阵Af为Metzler矩阵, Cfº0,
因此可得矩阵Ac, Ad为Metzler矩阵, Cc, Cd º 0,利
用引理1,得到闭环系统(5)为正系统.

由式(8)–(9),并利用Schur补引理,有

−ε−1P + (I + εAT
d )ε−1P (I + εAd) +

γ−1PBBTP + γ−1CT
d Cd < 0, (14)

也就是

PAd + AT
d P + εAT

d PAd + γ−1PBBTP +

γ−1CT
d Cd < 0. (15)

由P为对角正定矩阵,得到

AT
d PAd > 0. (16)

由ε > 0,式(15)–(16),易得

PAd + AT
d P + γ−1PBBTP +

γ−1CT
d Cd < 0. (17)

再次利用Schur补引理,可得




PAd + AT
d P PB CT

d

∗ −γI 0
∗ ∗ −γI


 < 0, (18)

因此,得到

µ




PAd + AT
d P PB CT

d

∗ −γI 0
∗ ∗ −γI


 < 0. (19)

另一方面,因为Ac, Ad为Metzler矩阵, B º 0, P为对

角正定矩阵,由引理 4,知PAc与PAd均为Metzler矩
阵,且PB º 0. 而Ad º Ac,所以PAd º PAc. 再结
合式(11)(13),可得


PAc + AT

c P PB CT
c

∗ −γI 0
∗ ∗ −γI


 ¹




PAd + AT
d P PB CT

d

∗ −γI 0
∗ ∗ −γI


 (20)

成立且均为Metzler矩阵. 从而由引理2得

µ




PAc + AT
c P PB CT

c

∗ −γI 0
∗ ∗ −γI


 6

µ




PAd + AT
d P PB CT

d

∗ −γI 0
∗ ∗ −γI


, (21)

所以有

µ




PAc + AT
c P PB CT

c

∗ −γI 0
∗ ∗ −γI


 < 0, (22)

于是 


PAc + AT
c P PB CT

c

∗ −γI 0
∗ ∗ −γI


 < 0, (23)

再利用引理3,得到闭环系统(5)内稳定并且其传递函
数Tzw(s)满足式(6). 证毕.

注注注 2 定理1给出了受控正系统(3)弹性静态输出反馈

鲁棒H∞控制的一个充分条件.可以看出,由于定理1中引入

了一个等式约束,使得结果无法直接由LMI得出.但是,在定

理1中,控制器参数K与未知参数P得以分开,这样将更有利

于弹性静态输出反馈控制器的设计.

基于定理1,如果在系统(3)中,矩阵B1, D1有符号

限制,例如当B1 º 0, D1 º 0时,则可以得到如下的
推论.

推推推论论论 1 给定常量γ > 0, ε > 0和连续时间区间
不确定系统(3),其中A ∈ [Am, AM], B º 0, B1 º 0,
C º 0, D1 º 0, C1 º 0,如果存在矩阵K及对角矩阵
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P > 0, Q > 0,使得


−ε−1P I + εAT
d PB CT

d

∗ −εQ 0 0
∗ ∗ −γI 0
∗ ∗ ∗ −γI


 < 0, (24)

PQ = I, (25)

[Af ]ij º 0, 1 6 i 6= j 6 n, (26)

[Cf ]ij º 0, 1 6 i, j 6 n, (27)

其中:
Ad = AM + B1KC1 + B1KMC1,

Cd = C + D1KC1 + D1KMC1,

Af = Am + B1KC1 + B1KmC1,

Cf = C + D1KC1 + D1KmC1,

那么存在弹性静态输出反馈控制器(4),使得闭环系
统(5)为正系统、内稳定且其传递函数Tzw(s)满足式
(6).

证证证 在定理1中,令B2 = B1, B3 = 0, D2 = D1,
D3 = 0,即可得证. 证毕.

注注注 3 对情形B1 ¹ 0, D1 ¹ 0,情形B1 ¹ 0, D1 º 0,

及情形B1 º 0, D1 ¹ 0,均可类似得出相应的充分性条件,此

处省略.

对于更一般的情形,如果在系统(3)中,矩阵B1,
C1, D1均为不确定矩阵,并且满足B1 ∈ [Bm, BM],
C1 ∈ [Cm, CM], D1 ∈ [Dm, DM], Bm º 0, Cm º 0,
Dm º 0,同样可以得到系统(3)弹性静态输出反馈鲁
棒H∞控制的一个充分条件.

由于K任意,不失一般性,可设K = K1 + K2,其
中K1 º 0,K2 ¹ 0,则式(4)可以重写为

u(t) = K1y(t) + K2y(t) + ∆Ky(t), (28)

于是,有

定定定理理理 2 给定常量γ > 0, ε > 0和连续时间区间
不确定系统(3),其中A ∈ [Am, AM], B1 ∈ [Bm, BM],
C1 ∈ [Cm, CM], D1 ∈ [Dm, DM], Bm º 0, Cm º 0,
Dm º 0, B º 0, C º 0,如果存在矩阵K1 º 0, K2

¹ 0,及对角矩阵P > 0, Q > 0,使得


−ε−1P I + εAT
d PB CT

d

∗ −εQ 0 0
∗ ∗ −γI 0
∗ ∗ ∗ −γI


 < 0, (29)

PQ = I, (30)

[Af ]ij º 0, 1 6 i 6= j 6 n, (31)

[Cf ]ij º 0, 1 6 i, j 6 n, (32)

其中:
Ad = AM+BMK1CM+BmK2Cm+BMKMCM,

Cd = C+DMK1CM+DmK2Cm+DMKMCM,

Af = Am+BmK1Cm+BMK2CM+BMKmCM,

Cf = C+DmK1Cm+DMK2CM+DMKmCM,

那么存在弹性静态输出反馈控制器(28),使得闭环系
统(5)为正系统、内稳定且其传递函数Tzw(s)满足式
(6).

证证证 由A ∈ [Am, AM], ∆K ∈ [Km,KM], B1 ∈
[Bm, BM], C1 ∈ [Cm, CM], D1 ∈ [Dm, DM], K =
K1 + K2, K1 º 0,K2 ¹ 0, Bm º 0, Cm º 0, Dm º
0,可得

Ad º Ac º Af , (33)

Cd º Cc º Cf , (34)

余下证明类似于定理1,此处省略. 证毕.

注注注 4 定理2给出了更一般情形下的受控正系统(3)弹

性静态输出反馈鲁棒H∞控制的一个充分条件.尽管定理中

包含一个矩阵等式约束,但是可以通过锥补线性化技巧[20]来

解决.

根据锥补线性化技巧,本文可以设计如下算法(针
对定理2)来获得反馈增益矩阵K.

算算算法法法 1
步步步骤骤骤 1 找到不等式组(29)(31)–(32)的一组可行

解,并且记这组可行解为(P̂0, Q̂0, K̂10, K̂20). 令i =
0,取P̂0, Q̂0为迭代初值.

步步步骤骤骤 2 利用(P̂i, Q̂i),解凸的最小化问题

min
P̂ ,Q̂,K̂1,K̂2

{tr(P̂ Q̂i + P̂iQ̂)},

满足式(29)(31)–(32).

记最小解为(P̂ , Q̂, K̂1, K̂2).

步步步骤骤骤 3 如果式(31)–(32)与矩阵不等式


P̂As + AT
s P̂ P̂B CT

s

∗ −γI 0
∗ ∗ −γI


 < 0

成立,其中:
As =AM+BMK̂1CM+BmK̂2Cm+BMKMCM,

Cs =C+DMK̂1CM+DmK̂2Cm+DMKMCM,

那么控制器为u(t) = K̂1y(t) + K̂2y(t) + ∆Ky(t),
退出.

步步步骤骤骤 4 若i > N0,其中N0为允许迭代的最大数,
退出.否则,令i = i + 1, (P̂i, Q̂i) = (P̂ , Q̂),再转到
步骤2.

注注注 5 在算法1中,由于选取的ε > 0不一定使得不等

式组(29)–(32)有可行解,所以在选取过程中,可以先确定一个

区间,采用试探法选取可行的ε,若在此区间中均不能使不等

式组(29)–(32)有可行解,则需对区间稍作扩大直至有可行解

为止.
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由于弹性静态输出反馈控制器(28)中的∆K可能

有界,因此可以进一步求出∆K的边界,即Km的最小

值和KM的最大值,具体算法设计如下.

算算算法法法 2

步步步骤骤骤 1 找到满足算法1的一组可行的Km, KM.

步步步骤骤骤 2 取矩阵X ∈ Rm×q,其中, X中的每个

元素均为充分小的正数,令Km = Km −X , KM =
KM + X ,验证此时的Km, KM是否使得定理2中的式
(29)–(32)有可行解.

步步步骤骤骤 3 若无可行解,则Km + X , KM −X即为

∆K的边界,且Km + X为∆K的近似最小值, KM −
X为∆K的近似最大值,退出.否则,再转到步骤2.

注注注 6 算法2确定了∆K的边界,但这种方法只能得出

∆K边界的逼近值,而不是最优值.

4 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulation)
考虑连续时间区间不确定系统(3),系统参数如下:

Am =



−0.342 1.94 1.45
−0.1 −3.87 0
0.1 0 −2.91


 ,

AM =



−0.158 2.06 1.55
0.142 −3.73 0
0.2 0 −2.55


 ,

B=




0.22 0 0
0 0.32 0
0 0 0.42


 , Bm =




0.19 0 0
0 0.18 0
0 0 0.17


 ,

BM =




0.21 0 0
0 0.22 0
0 0 0.23


 , C = [1 0 0],

Cm =[0.9 0 0], CM =[1.1 0 0], Dm =[0 0.5 0],

DM = [0 1 0], KM =




0.1
0.1
0.1


 , Km =



−0.1
−0.1
−0.1


 .

在本例中,假定H∞范数指标γ = 0.2, ε = 0.1. 从
系统的参数矩阵来看, AM为Metzler矩阵,但Am不是

Metzler矩阵,这说明系统(3)对所有不确定矩阵来说
不总是正的. 计算AM的特征值为 0.0393, −2.6616,
−3.8157,所以系统(3)也不总是稳定的. 根据定理2,
利用MATLAB LMI工具箱求出结果如下:

P =




2.0155 0 0
0 2.0155 0
0 0 2.0155


 ,

Q =




0.4962 0 0
0 0.4962 0
0 0 0.4962


 ,

K1 =




3.7406
0.7670
0.1418


 , K2 =



−63.8913
−0.0001
−0.0689


 ,

因此,此时控制器增益矩阵为

K =



−60.1507
0.7669
0.0729


 .

取x(0) = [1 2 3]T,开环系统的状态轨线如图1所示,
闭环系统的状态轨线如图2所示,从图中也可以看出,
开环系统是不稳定的,但闭环系统是稳定的.

图 1 开环系统状态轨线

Fig. 1 State variables of open-loop system

图 2 闭环系统状态轨线

Fig. 2 State variables of close-loop system

下面进一步考虑该系统对弹性的容忍情况,取矩

阵X =




0.001
0.001
0.001


,按照算法2的方法依次进行迭代,

最后求得当迭代到第315次时,定理2无可行解,所以,
经过314次迭代后所得到的Km, KM为∆K的边界,此

时Km =



−0.414
−0.414
−0.414


 , KM =




0.414
0.414
0.414


.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了受控正系统的弹性静态输出反馈鲁棒

H∞控制问题.基于线性矩阵不等式及有界实引理,给
出了几种不同情形下的受控正系统弹性静态输出反

馈鲁棒H∞控制的充分条件,并利用锥补线性化技巧
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给出了求解控制器的方法. 最后,通过数值仿真说明
了结论的有效性. 本文所给的方法对于离散时间正系
统的相关问题也同样适用.
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