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摘要:针对杂波环境或数据关联模糊环境下移动机器人同时定位与地图构建(SLAM)的问题,本文提出平方根容
积卡尔曼滤波概率假设密度(SRCKF-PHD)SLAM算法,该算法的主要特点在于: 1) 采用容积规则方法计算非线性
函数高斯权重积分以及机器人位姿粒子权重,达到改善位姿估计性能的目的; 2) 在高斯混合概率假设密度更新过
程中,将平方根容积卡尔曼滤波应用于高斯项权重更新及观测似然计算中,保证了协方差矩阵的对称性和半正定
性,提高了地图估计的精度和稳定性. 通过仿真实验及Car Park数据集,将提出算法与RB-PHD-SLAM算法进行对
比,结果表明该算法对机器人位姿估计精度及地图估计精度的提高是有效的.
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The application of square-root cubature Kalman filter and
probability hypothesis density in simultaneous localization and

mapping for mobile robots

YAN De-li1,2, SONG Yong-duan1†, SONG Yu1, KANG Yi-fei1

(1. College of Electronic and Information Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China;
2. College of Electric and Electronic Engineering, Shijiazhuang Tiedao University, Shijiazhuang Hebei 050043, China)

Abstract: A simultaneous localization and mapping (SLAM) algorithm based on square-root cubature Kalman filter
and probability hypothesis density (SRCKF-PHD) is proposed, which is applied to situations of high clutter or ambiguous
data association. The main contributions are: 1) to improve the performance of robot pose estimation, the cubature rule is
utilized to calculate Gaussian weighted integral of the nonlinear function and robot pose particle’s weight; 2) in the process
of GM-PHD update, SRCKF is utilized for calculating measurement likelihood and Gaussian component’s weight, which
guarantees the symmetry and positive semi-definiteness of the covariance matrix and improves the numerical stability and
accuracy. The proposed algorithm is compared with the RB-PHD-SLAM algorithm in simulation and Car Park data set.
The results show that the proposed algorithm outperforms RB-PHD-SLAM algorithm.

Key words: mobile robot; simultaneous localization and mapping; square-root cubature Kalman filter; probability
hypothesis density

1 引引引言言言(Introduction)
同时定位与地图创建(simultaneous localization

and mapping, SLAM)通常描述为:移动机器人在未知
环境中,通过自载传感器感知未知环境,增量地构建
环境地图,同时利用环境地图实现自身定位. 近年来,
SLAM问题一直是机器人自主导航领域的研究热点之
一[1],并被称为是实现机器人真正自主的圣杯[2–3].
概率的假设密度(probability hypothesis density,

PHD)SLAM算法是一种不依赖数据关联的SLAM算
法,适用于数据关联模糊或高杂波干扰的环境(杂波可
以理解为静态环境中动态或暂态干扰). 该算法主要基
于随机有限集(random finite sets, RFS)理论[4–5]. Mah-
ler R等通过引入有限集统计特性(finite set statistics,
FISST)理论和广义FISST理论,提出了基于随机有限
集的Bayesian递推公式[6–7],并在后续的研究中提出
了概率假设密度[8]及势概率假设密度(cardinalized
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PHD, CPHD)[9],使得基于RFS的滤波算法可通过数
值计算实现. Vo B N等给出了PHD滤波器的两种实现
方法,即序贯蒙特卡洛PHD(SMC-PHD)[10]以及高斯

混合PHD(GM-PHD)[11]. 周承兴等提出了一种改进的
高斯粒子PHD算法[12]. Mullane J等将RFS理论应用
于SLAM领域的研究中[13–15],提出了RB-PHD-SLAM
算法,同时将该算法应用于水下SLAM研究中[16]. Lee
C S等将单聚类PHD滤波器应用于 SLAM问题研究
中[17],同时应用于动态目标的SLAM研究中[18].

PHD-SLAM算法的优势主要体现在: 首先,地图
特征及观测值均采用集合的形式表示,而不是传统的
向量序列形式,因此在Bayesian更新之前不需要数据
关联的过程;其次,该算法中的不确定性不仅包含运
动噪声、观测噪声及错误数据关联产生的不确定性,
同时包含由于杂波影响造成的误观测,及环境特征漏
检等因素.但由于算法采用序贯蒙特卡洛或者高斯混
合的方法描述传递的概率假设密度,算法在估计精度
及稳定性方面存在不足,这也是近年来基于有限集
SLAM研究的一个重要方向.

为此,文章提出平方根容积卡尔曼滤波概率假设
密度SLAM算法(SRCKF-PHD-SLAM).该算法的主
要特点: 1)在位姿粒子权重计算中,利用容积规则计
算转移概率密度,避免了复杂的雅可比矩阵计算,其
计算精度可以达到三阶,从而使粒子分布更好地描述
机器人的位姿后验分布,从而达到提高机器人位姿估
计的目的; 2)将SRCKF应用于PHD更新过程中,提高
计算精度的同时保证了协方差矩阵的对称性和半正

定性,使得后验PHD能够更好地描述路标特征的分布,
达到提高地图估计精度的目的.

文章在第 2节中介绍了RFS框架下SLAM问题的
描述、PHD-SLAM算法流程及容积变换基本内容;
第3节着重分析了影响机器人位姿估计及地图估计精
度的因素,并在计算中采用了容积变换及平方根容积
卡尔曼滤波器,提出了SRCKF-PHD-SLAM算法;第4
节及第5节分别通过仿真实验和Car Park数据集,验证
了该算法在提高估计精度方面的有效性.

2 背背背景景景知知知识识识(Background knowledge)
2.1 特特特征征征地地地图图图的的的RFS模模模型型型( RFS model of feature-

based map)

文章中,采用特征地图描述机器人所处环境. 与传
统算法不同的是,特征地图不再以向量序列的形式表
示,而是表示为一个随机集. 在k时刻,地图路标特征
的RFS表示为Mk = {m1

k, · · · ,mnk

k },其中: m1
k表示

在k时刻地图中第1个路标特征, nk表示路标特征的数

目. 在SLAM问题中,随着机器人运动,路标特征在机
器人“视域”内出现、存在、消失,同时路标特征数目
单调增加(将机器人自载传感器扫描范围称为视域

(field of view, FoV).用M表示整个地图路标特征的
RFS; Mk−1表示截止到k − 1时刻,机器人已探索区
域内的路标特征集合; FoV(Xk−1)表示在k − 1时刻,
位姿为Xk−1的机器人,其视域范围内路标特征的集
合.路标特征的变化过程，可由式(1)–(3)表示:

Mk−1 = M∩ FoV(X0:k−1), (1)

FoV(X0:k−1)=FoV(X0) ∪ · · · ∪ FoV(Xk−1), (2)

Mk = Mk−1 ∪ (FoV(Xk) ∩ M̄k−1), (3)

其中: M̄k−1 = M−Mk−1表示不包含于集合Mk−1

中的特征,因此FoV(Xk) ∩ M̄k−1表示的是在k时刻

新进入传感器视域内的特征集合,用B(Xk)表示.

2.2 观观观测测测的的的RFS模模模型型型(RFS model of measures)
在k时刻,位姿为Xk的机器人获得的观测集合表

示为Zk,其RFS模型为

Zk = ∪
m∈Mk

D(m,Xk) ∪ Ck(Xk), (4)

其中: Dk(m,Xk)表示位于m处的路标特征产生的量

测RFS; Ck(Xk)表示由杂波产生的量测RFS.在观测
集合Zk中,量测值没有顺序性，并且量测数目是个随
机变量,因此RFS-SLAM实现过程中不依赖数据关联
并包含了观测不确定性.

Dk(m,Xk)建模为一个Bernouli型RFS[6],也就是
Dk(m,Xk) = φ的概率为1− PD(m|Xk), PD(m|Xk)
表示位姿为Xk的机器人能够探测到位于m处的路标

特征的概率,简写为PD; Dk(m,Xk) = {z}的概率密
度为PDgk(z|m,Xk),其中gk(z|m,Xk)表示为观测模
型.

2.3 RFS框框框架架架下下下SLAM问问问题题题描描描述述述(SLAM problem
representation in RFS framework)
将地图特征及观测信息用RFS的形式表述,则

SLAM问题就转化为在Zk条件下对Mk和X1:k联合

后验概率密度的估计过程,其形式可表示为pk|k(Mk,

X1:k|Z1:k, u1:k, X0),简写为pk|k(Mk, X1:k).

在RFS理论框架下, SLAM问题的Bayesian递推过
程表示为式(5)–(6). 在预测和更新过程中,观测信息
和地图特征用集合形式表示,集合中元素顺序不必一
一对应,从而避免了数据关联的过程.

pk|k−1(Mk, X1:k|Z0:k−1, u0:k−1, X0) =w
fX(X0:k,Mk|X0:k−1,Mk−1, uk−1)×

pk−1|k−1(Mk−1, X0:k−1|Z0:k−1, u0:k−2, X0)dXk−1,

(5)

pk|k(Mk, X1:k|Z0:k, u0:k−1, X0) =
gk(Zk|Mk, Xk)pk|k−1(Mk, X1:k)w w

gk(Zk|Mk, Xk)pk|k−1(X1:k,Mk)dXkσMk

.

(6)
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在式(5)–(6)的实现过程中,存在多个集合的积分
运算,在实际应用中是计算不可行的. 因此,在Poisson
RFS假设下, MAHLER R在文献[8]中给出了一种只
传递随机集分布一阶矩,即概率假设密度的实现方法.

2.4 概概概率率率假假假设设设密密密度度度SLAM(PHD SLAM)
在SLAM问题中,假设机器人真实位姿已知的条

件下,各个特征的观测是独立的,地图特征的估计是
相互独立的过程. 然而,实际过程中机器人真实位姿
是无法得知的,因此只能根据条件概率公式,将联合
后验估计分解为机器人位姿估计及机器人位姿已知

条件下的地图特征估计问题,表示为

pk(Mk, X1:k|Z0:k, u0:k−1, X0) =

pk(X1:k|Z0:k, u0:k−1, X0)pk(Mk|Z0:k, X0:k). (7)

机器人位姿估计部分采用粒子集来描述其后验概

率分布,具体实现过程在第3.1节中详述. 位姿已知条
件下的地图估计采用后验概率假设密度进行描述. 在
集合为Poisson型并且路标特征独立同分布条件下,有
限集的概率密度可以通过式(8)得到[8],其中vk(m|
X0:k,Z0:k)表示k时刻地图特征的条件PHD,在后文
中简写为vk(m|X0:k).

pk(Mk|X0:k) ≈

∏
m∈Mk

vk(m|X0:k)

exp(
w

vk(m|X0:k)dm)
. (8)

PHD实现过程主要有两种方式,分别为Monte Ca-
rlo(SMC-PHD)[10]实现方法和高斯混合(GM-PHD)[11]

实现方法. GM-PHD由于目标状态提取较简单,因此
得到研究者广泛应用. 本文PHD-SLAM算法采用
GM-PHD实现方法,具体过程在第3.2节中详述.

2.5 容容容积积积变变变换换换(Cubature transformation)
Cubature卡尔曼滤波根据球面径向数值积分准则,

采用容积变换的方法计算条件转移密度.基于高斯假
设的Bayesian滤波核心是计算高斯权重积分(Gauss-
ian weighted integral, GWI)问题,即

I(f) =
w
Rnx

f(x)N (x, Px)dx, (9)

其中: x ∈ Rnx ; nx表示变量x的维数; f(x)表示非线
性函数; N (x, Px)表示nx维高斯分布.在文献[19]中,

学者Arasaratnam等针对该问题,提出了容积规则的解

决方法,利用2nx个等权重的容积点计算积分I(f):

I(f) ≈ 1
2nx

2nx∑
j=1

f(
√

Pxξj + x), (10)

上式中,容积点集为
√

Pxξj + x,点集ξj表示为

{ξj} =
√

nx{[1]j}, j = 1, 2, · · · , 2nx, (11)

其中{[1]j}代表nx维笛卡尔坐标系的坐标轴与维单位

超球面的交点坐标.

3 SRCKF-PHD-SLAM算算算 法法法(SRCKF-PHD-
SLAM algorithm)
算法实现过程采用Rao-Blackwellised粒子滤波器

实现机器人位姿后验估计,即每一个粒子表示一个机
器人位姿;在机器人位姿已知条件下,采用PHD滤波
器描述地图特征的分布,并随着时间不断更新. 在k −
1时刻, PHD-SLAM的强度函数表示为

{η(i)
k−1, X

(i)
k−1, v

(i)
k−1(m|X(i)

k−1)}N
i=1, (12)

其中: N为采样粒子数; η
(i)
k−1表示机器人位姿粒子权

重; X
(i)
k−1表示第i个机器人位姿; v

(i)
k−1(m|X(i)

k−1)表示
在第i个机器人位姿条件下的地图概率假设密度,其描
述的是地图特征的分布情况.

PHD滤波器采用混合高斯项的方法实现,即PHD
的分布由一系列的加权高斯项表示,每一个高斯项的
峰值表示路标可能存在的位置,可能性的大小由权重
体现.

v
(i)
k−1(m|X(i)

k−1) =
J

(i)
k−1∑

j=1

ω
(i,j)
k−1N (m;µ(i,j)

k−1 , P
(i,j)
k−1,m),

(13)

其中: J
(i)
k−1为PHD函数的高斯项的个数; ω

(i,j)
k−1 , µ

(i,j)
k−1 ,

P
(i,j)
k−1分别为k − 1时刻,第i个位姿粒子条件下,第j个

高斯项对应的权重、均值和方差.

从结构上看, PHD-SLAM同FastSLAM有一些类
似,均采用RB粒子滤波器表示机器人位姿分布,每一
个粒子维护一个地图. 不同的是, FastSLAM中,特征
地图采用向量序列的形式表示,而PHD-SLAM则采用
高斯和的形式描述其分布,其更新过程也是不同的.

3.1 机机机器器器人人人位位位姿姿姿估估估计计计(Estimation of robot pose)
采用RB粒子滤波器实现机器人位姿估计,实现过

程主要包括: 粒子重要性采样,粒子重采样及特征提
取3部分. 其中粒子权重的分布对机器人位姿估计有
重要影响,因此在本节中将着重阐述采用容积变换计
算权重的方法.

1) 粒子重要性采样.

已知k − 1时刻,机器人位姿样本集为{X(i)
k−1}N

i=1,
通过机器人的运动模型fX(X̃(i)

k |X(i)
k−1, uk−1),可以得

到k时刻粒子集为{X̃(i)
k }N

i=1. 机器人位姿的后验分布
由不同权值的粒子集表示,即{η̃(i)

k , X
(i)
k }N

i=1. η̃
(i)
k 表

示k时刻第i个采样粒子的权重. 权重递推公式为[20]

η̃
(i)
k = gk(Zk|Z0:k−1, X̃

(i)
0:k)η

(i)
k−1. (14)

由式 (14)可知,权重计算的关键是计算gk(Zk|
Z0:k−1, X0:k). 与FastSLAM不同的是,式(14)中Zk与

Z0:k−1分别是k时刻观测集合及观测历史集合,观测
似然函数不是定义在Euclidean空间,而是定义在有限
集空间. 在选择单特征策略的情况下gk(Zk|Z0:k−1,
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X0:k)的计算公式
[13]为

gk(Zk|Z0:k−1, X0:k) ≈
1
Γ

[(1− PD)ck(z)Zk + PD ×
∑

z∈Zk

ck(z)Zk−{z}gk(z|m̄,Xk)]vk|k−1(m̄|X0:k). (15)

其中Γ = exp(n̂k|k−1− n̂k +
w

ck(z)dz)vk(m̄|X0:k).

式中: n̂k|k−1表示预测地图特征数目; n̂k表示更新后

地图特征数目; ck(z)表示k时刻杂波PHD.单特征策
略条件下,取Mk = {m̄}, m̄可以根据最大似然确定.

由式(15)可知, gk(z|m̄,Xk)的计算是影响权重计
算精度的一个重要因素,通过容积变换方法计算第i个

采样粒子权重的过程如下:

a) 预测k时刻机器人位姿的状态.

在k − 1时刻,已知第i个位姿采样粒子为X
(i)
k−1,

控制输入为uk−1,为采用容积变换计算状态转移向量,
首先进行向量增广:

ε =

[
X

(i)
k−1

uk−1

]
, Gε =

[
ς
(i)
k−1 0
0 SQ

]
, (16)

其中: ε ∈ Rnε , Gε ∈ Rnε×nε(nε = nX + nµ)分别为
增广机器人状态和增广协方差因子, ς

(i)
k−1为机器人状

态协方差平方根因子, SQ为控制噪声的协方差平方根

因子,满足SQST
Q = Q, Q为控制噪声方差.

容积点集为

χ
(i)
l,k−1 = Gεξl + ε, l = 1, 2, · · · , 2nε. (17)

将容积点χ
(i)
l,k−1通过运动方程进行传递,得到传播

后的容积点χ
(i)∗
l,k|k−1 = f(χ(i)

l,k−1),则在k时刻,机器人
的预测状态为

X
(i)

k|k−1 ≈
1

2nε

2nε∑
l=1

χ
(i)∗
l,k|k−1. (18)

为预测机器人状态协方差平方根因子ς
(i)

k|k−1,定义
误差矩阵为

[q, r] = qr(ErrT
X), ς

(i)

k|k−1 = rT, (19)

其中qr(·)为QR分解操作符.

b) 确定m̄. 已知第i个位姿粒子对应的预测PHD
为v

(i)

k|k−1(m|X(i)

k|k−1),选择其中权重最大的高斯项的
均值作为m̄,记为m(i,j), j为该高斯项索引,对应的方
差为P

(i,j)

k|k−1,m.

c) 通过容积变换计算观测预测.

为计算位姿为X
(i)

k|k−1条件下,路标特征为m(i,j)的

预测观测均值和方差,首先进行向量增广:

δ =

[
X

(i)

k|k−1

m(i,j)

]
, Gδ =

[
ς
(i)

k|k−1 0
0 S

(i,j)

k|k−1

]
, (20)

其中: δ ∈ Rnδ , Gδ ∈ Rnδ×nδ(nδ = nX+nm); S(i,j)

k|k−1

为路标特征m(i,j)的协方差平方根因子,满足P
(i,j)

k|k−1,m

= S
(i,j)

k|k−1S
(i,j)T

k|k−1.

容积点集为

M
(i,j)

l,k|k−1 = Gδξl + δ, l = 1, 2, · · · , 2nδ. (21)

将容积点M
(i,j)

l,k|k−1通过观测方程进行传递,得到传

播后的容积点Z
(i,j)

l,k|k−1 = g(M (i,j)

l,k|k−1),则在k时刻的

观测预测为

z
(i,j)

k|k−1 ≈
1

2nδ

2nδ∑
l=1

Z
(i,j)

l,k|k−1. (22)

为计算预测观测方差的平方根因子W
(i,j)

k|k−1,定义
误差矩阵ErrZ ∈ R2nδ ,

ErrZ =
1√
2nδ

[· · · , Z
(i,j)

l,k|k−1 − z
(i,j)

k|k−1, · · · ]. (23)

通过对ErrT
Z进行QR分解,则观测方差的平方根因

子W
(i,j)

k|k−1为上三角阵的转置,表示为

[q, r] = qr(ErrT
Z), W

(i,j)

k|k−1 = rT. (24)

观测方差为P
(i,j)

k|k−1,z = W
(i,j)

k|k−1W
(i,j)T

k|k−1 .

d) 权重计算.

根据式(17)计算第i个粒子的权重,其中传感器探
测概率PD设为0.95, ck(z)已知条件下, n̂k|k−1和n̂k可

以通过预测PHD和后验PHD得到. 具体的计算过程见
下式:

A = (1− PD)ck(z)|Zk| + PDω
(i,j)

k|k−1 ×
(

∑
z∈Zk

(ck(z)|Zk|−1)N (z; z(i,j)

k|k−1, P
(i,j)

k|k−1,z)),

(25)

B = exp(n̂k|k−1 − n̂k + λc)ω
(i,j)
k , (26)

η̃
(i)
k =

A

B
η̃

(i)

k|k−1, (27)

其中ω
(i,j)

k|k−1为索引为j的高斯项的权重.

2) 位姿提取及重采样.

状态更新后,机器人状态可以表征为一系列不同
权重的粒子集{η̃(i)

k , X
(i)
k }N

i=1, k时刻机器人的位置通

过采样粒子加权平均确定.

为了解决样本退化,根据权重η̃
(i)
k ,对粒子集进行

重采样. 进行重采样后, PHD-SLAM的强度函数可以
表示为{η(i)

k , X
(i)
k , v

(i)
k (m|X(i)

k )}N
i=1.

3.2 概概概率率率假假假设设设密密密度度度地地地图图图估估估计计计(Estimation of map
using PHD)
采用高斯混合概率假设密度实现地图的估计,是

指地图特征数目和位置分布通过后验的GM-PHD进
行描述,高斯项的均值表示路标特征可能存在的位置.
地图估计需要对每个机器人位姿条件下的PHD进行
预测和更新. 本节中,将分析PHD更新的过程,分析影
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响PHD分布的因素,在此基础上将SRCKF应用于更
新过程中,达到改善算法估计性能的目的,具体的实
现过程如下.

1) 预测PHD.

新生特征的PHD用混合高斯项的形式表示:

b(m|Zk−1, X
(i)

k|k−1) =
J

(i)
b,k∑

j=1

ω
(i,j)
b,k N (m;µ(i,j)

b,k , P
(i,j)
b,k ),

(28)

J
(i)
b,k为新生路标特征PHD函数的高斯项的个数; ω

(i,j)
b,k ,

µ
(i,j)
b,k , P

(i,j)
b,k 分别为k时刻,第j个新生高斯项对应的权

重、均值和方差.

地图的预测PHD,其高斯混合表示为式(29):

v
(i)

k|k−1(m|X(i)

k|k−1) =

v
(i)
k−1(m|X(i)

k−1) + b(m|Zk−1, X
(i)

k|k−1) =

J
(i)
k|k−1∑
j=1

ω
(i,j)

k|k−1N (m;µ(i,j)

k|k−1, P
(i,j)

k|k−1,m). (29)

2) 更新PHD.

更新后,地图的后验PHD同样具有高斯混合的形
式,更新过程及权重计算见式(30)–(32).

v
(i)
k (m|X(i)

k ) =

v
(i)

k|k−1(m|X(i)

k|k−1)[1− PD(m|X(i)
k )] +

∑
z∈Zk

J
(i)
k|k−1∑
j=1

v
(i,j)
G,k (z, m|X(i)

k ), (30)

v
(i,j)
G,k (z, m|X(i)

k ) =

ω
(i,j)
k (z|X(i)

k )N (m;u(i,j)

k|k , P
(i,j)

k|k,m), (31)

ω
(i,j)
k =

PDω
(i,j)

k|k−1N (z; z(i,j)

k|k−1, P
(i,j)

k|k−1,z)

c(z)+
J

(i)
k|k−1∑
l=1

PDω
(i,l)

k|k−1N (z; z(i,l)

k|k−1, P
(i,l)

k|k−1,z)

. (32)

由式 (30)可知,更新后的PHD由两部分组成:
v

(i)

k|k−1(m|X(i)
k )[1− PD(m|X(i)

k )]表示在传感器视域
内,位于m处特征未能被传感器观测到的PHD,体现
的是传感器测量漏检的情况;第2部分表示由观测更
新后的PHD,体现的是更新后地图特征的分布,表示
为加权的高斯和的形式. 由式(30)–(32)可知,更新的
核心是计算观测预测分布N (z; z(i,j)

k|k−1, P
(i,j)

k|k−1,z)以及

观测更新后的路标特征分布N (m;u(i,j)

k|k , P
(i,j)

k|k,m). 由
于在PHD-SLAM中,高斯项的均值表示可能的路标特
征,因此z

(i,j)

k|k−1和P
(i,j)

k|k−1,z为第i个机器人位姿条件下,

索引为 j的路标特征的观测预测及方差, u
(i,j)

k|k 和

P
(i,j)

k|k,m表示观测更新后该路标的均值及方差. 已知预

测概率假设密度v
(i)

k|k−1(m|X(i)
k )的条件下,基于平方

根容积卡尔曼滤波的更新过程如下:

a) 向量增广.

已知索引为i的机器人位姿X
(i)

k|k−1条件下,为预
测k时刻索引为j的路标特征的观测,首先需要向量增
广,见下式:

α =

[
X

(i)

k|k−1

µ
(i,j)

k|k−1

]
Gα =

[
ς
(i)

k|k−1 0
0 S

(i,j)

k|k−1,m

]
, (33)

其中: α∈Rnα , Gα∈Rnα×nα(nα = nX +nm), ς(i)

k|k−1

为索引为i的机器人位姿的预测协方差平方根因子,
S

(i,j)

k|k−1,m为索引为j的路标特征的预测协方差平方根

因子,满足P
(i,j)

k|k−1,m = S
(i,j)

k|k−1,mS
(i,j)T

k|k−1,m.

b) 计算容积点.

C
(i,j)

l,k|k−1 = Gαξl + α, l = 1, 2, · · · , 2nα. (34)

每个容积点C
(i,j)

l,k|k−1表述为机器人状态和环境路

标特征的组合形式C
(i,j)

l,k|k−1 = [CX(i)

l,k|k−1 C
m(i,j)

l,k|k−1].
c) 传播容积点.

将容积点C
(i,j)

l,k|k−1通过观测模型g(·)进行传递,得

到传播后的容积点为

Z
(i,j)

l,k|k−1 = g(C(i,j)

l,k|k−1), l = 1, 2, · · · , 2nα. (35)

d) 计算预测观测及方差.

k时刻的观测预测为

z
(i,j)

k|k−1 ≈
1

2nα

2nα∑
l=1

Z
(i,j)

l,k|k−1. (36)

为了计算预测观测的方差,首先定义观测误差矩
阵Errzp为

Errzp =
1√
2nα

[· · · Z
(i,j)

l.k|k−1 − z
(i,j)

k|k−1 · · · ]. (37)

观测新息协方差平方根因子d
(i,j)

z,k|k−1由误差矩阵

的QR分解获得

[q, r] = qr([Errz, SR]T) d
(i,j)

z,k|k−1 = rT. (38)

观测预测协方差为

P
(i,j)

k|k−1,z = d
(i,j)

z,k|k−1d
(i,j)T

z,k|k−1. (39)

e) 计算更新后的路标特征.

定义索引为j的路标特征的误差矩阵为

Errm =
1√
2nα

[· · · C
m(i,j)

l,k|k−1 − µ
(i,j)

k|k−1 · · · ]. (40)

索引为i的机器人位姿和索引为j的路标观测交互

协方差矩阵为

P (i,j)
mz = ErrmErrT

z . (41)

基于卡尔曼滤波,由观测z更新的索引为j的路标

特征为

Km = P (i,j)
mz (d(i,j)

z,k|k−1d
(i,j)T

z,k|k−1)
−1, (42)
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u
(i,j)

k|k = u
(i,j)

k|k−1 + Km(z − z
(i,j)

k|k−1). (43)

路标特征的协方差平方根因子d
(i,j)
k,m是由对误差矩

阵[Errm −KmErrz,KmSR]TQR分解得到{
[q, r] = qr([Errm −KmErrz,KmSR]T),
d

(i,j)
k,m = rT.

(44)

更新后的索引为j的路标方差为

P
(i,j)

k|k,m = d
(i,j)
k,m d

(i,j)T
k,m . (45)

将上述计算结果代入式(30)–(32)中,得到更新后
的PHD.

3) PHD修剪、合并及地图特征提取.

将更新后的高斯分量进行修剪、合并,主要目的是
为了降低算法的计算量. 高斯分量的修剪主要是将权
重小于舍弃门限Pth的分量丢弃,本文中Pth = 10−5;
合并主要是指将距离小于合并门限的高斯分量进行

合并,达到减少更新高斯项数目的目的.

地图特征的估计主要包括两个方面: 一方面是估
计路标特征数目,另一个方面是对路标特征位置的估
计.首先根据更新后的机器人位姿采样粒子的权重,
选取权重最大的粒子,从而确定i值;第2步,设定特征
门限Tfeature,在X

(i)
k 的条件下,高斯项权重ω

(i,j)
k >

Tfeature的高斯项的均值为特征的位置.符合该条件的
高斯项的数目为地图特征的数目,文中Tfeature取值

为0.6.

3.3 方方方法法法小小小结结结(Summery of the method)
在本节中,通过分析路径估计过程,可知影响其估

计精度的因素主要包括单特征m̄的确定和观测似然

gk(z|m̄,Xk)的计算.容积变换方法的引进,避免了
EKF方法中由于泰勒展开线性化导致的截断误差的累
积,其计算精度可提高到3阶;同时该方法避免了雅可
比矩阵的求导,平方根容积变换可以保证协方差计算
的正定性和对称性,从而提高了算法整体的稳定性.
在路标估计过程中,通过分析更新过程可知,观测预
测N (z; z(i,l)

k|k−1, P
(i,l)

k|k−1,z)对高斯项权重的分布有重要

影响,更新后的高斯项N (m;u(i,j)

k|k , P
(i,j)

k|k,m)对路标可
能存在的位置分布有重要影响,容积变换和平方根容
积卡尔曼滤波的引进通过改善这两个量的计算精度

达到改善路标估计精度的目的.

4 仿仿仿真真真结结结果果果及及及分分分析析析(Simulation results and an-
alysis)

4.1 仿仿仿真真真环环环境境境及及及参参参数数数(Simulation environment and
parameter)
仿真实验在MATLAB平台下运行,地图为120m

× 120 m区域,共有39个路标,仿真环境和结果如
图1所示. 图中五角星表示实际路标特征,黑色的点表
示杂波,实线表示机器人实际运行轨迹,虚线表示机

器人的估计运行轨迹,圆圈表示估计路标.仿真中,移
动机器人运动模型采用前轮驱动转向小车模型[21],车
载传感器为激光雷达,仿真中噪声均假设为高斯噪声,
具体运动模型参数如表1.

图 1 仿真环境及运行结果

Fig. 1 Simulation environment and results

表 1 运动模型参数
Table 1 Parameters of motion model
参数 数值 参数 数值

机器人航向速度 3 m/s 传感器扫描视角 180◦

控制最大角速度 20 (◦) / s 传感器观测距离 30 m
控制速度噪声 0.3 m / s 控制角度噪声 3◦

观测距离噪声 0.1 m 观测角度噪声 1◦

FoV范围内,杂波服从均值的Poisson分布,特征
的检测概率PD = 95%. 可以看出在杂波环境下,路径
估计及地图特征估计均有良好的效果.

4.2 仿仿仿真真真结结结果果果及及及性性性能能能评评评价价价(Simulation results and
performance evaluation)
仿真实验中,将提出算法同文献[13]中提出的RB-

PHD-SLAM算法进行对比,从机器人定位误差及地图
特征估计两个方面,验证文中算法的有效性.

1) 机器人定位性能评价.

机器人定位性能采用位置均方根误差(root mean
squared error, RMSE)[22]作为定量评价指标.通过计算
各个时间步的机器人位置RMSE,评价两种算法估计
性能. RMSE的计算公式为

RMSEk(xk, x̂k)=

√
1

MC

MC∑
i=1

(‖xk − x̂k‖2)2, (46)

其中: MC表示Monte Carlo仿真次数, xk表示机器人

实际位置, x̂k表示滤波器估计机器人的位置.仿真实
验中,机器人位姿采样粒子数为5,每种算法执行10次
仿真实验,对比结果见图2.
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图2中,通过对比,提出算法在各时间步的RMSE
值小于对比算法,并且变化幅度更小,说明提出算法
在提高位姿估计精度方面是有效的.

图 2 机器人位置RMSE对比

Fig. 2 Comparison of robot path RMSE

2) 地图特征估计结果及评价.

在PHD-SLAM算法中,存在杂波干扰的地图估计
效果主要通过两个方面来评价: 一是各个时间步估计
地图特征的数目;二是地图特征的误差.

图3所示的是两种算法情况下,各时间步地图特征
数目与实际数目的对比情况,短虚线表示随着机器人
运动,在各个时间步探测到的地图特征的实际数目.
通过对比发现,在开始阶段,两种算法估计效果相差
不大,随着扫描范围的不断扩大,提出算法的地图特
征估计数目更接近实际数目.

图 3 机器人位置RMSE对比
Fig. 3 Comparison of average estimated number of

features in the map for each approach

由于在PHD-SLAM算法中,地图表示为有限集的
形式,地图误差的大小采用最优子模型分配距离(opti-
mal subpattern assignment, OSPA)进行评价. OSPA是
用来衡量集合之间差异程度的误差距离,具体阐述可
参考文献[23]. 本实验中,两种算法各运行10次,求取
各个时间步OSPA误差均值进行对比,其中截断距离
取值为10,阶数为二阶,结果如图4所示. 通过对比发
现,随着运行时间增长,提出算法的估计地图误差要
小于对比算法,算法整体估计性能更为稳定.

图 4 OSPA误差对比

Fig. 4 Comparison of OSPA error

3) 计算复杂度分析.

计算复杂度同样是GM-PHD-SLAM算法需要着
重考虑的内容之一.在k时刻, RB-PHD-SLAM算法的
计算复杂度为O(ζkNMk),其中: ζk为k时刻观测数

目, N为采样粒子数目, Mk为视域内路标特征数. 其
计算复杂度同MH-FastSLAM相似,计算的负担要小
于JCBB-EKF-SLAM.本文提出算法中,每次更新采
用CKF计算更新高斯项,其计算复杂度为O(n2

x),其
中nx为传递向量的维数. 整体的算法运行过程中,文
中所提算法的负担并不会增加很多,首先因为nx的维

数比较低,其次整个SLAM算法计算负担主要由杂波
强度、位姿采样粒子数等决定. 因此降低算法计算负
担的主要研究工作是如何在较少采样粒子条件下获

得较好的估计效果;另一个方面是有效剪切、合并,降
低不必要的高斯项的更新;或者提高杂波强度在线估
计方法,更准确地估计杂波强度.不同杂波强度下的
实验结果在表2中列出.

表 2 运算时间比较
Table 2 Comparison of the computational time

SRCKF-PHD- RB-PHD- 总运行
λc

SLAM / s SLAM / s 时间 /步

1 69.7603 59.6959 726
2 84.2715 71.0705 726
3 100.4406 85.4459 726

仿真实验中,计算机硬件配置为主频2.66 GHz,双
核处理器, 2 G内存,实验统计整个运行过程中726个
更新步总消耗时间,进行10次仿真求取平均值.通过
对比发现,杂波强度越高,运算消耗时间越多；在相
同杂波强度下, RB-PHD-SLAM算法运算时间比提出
算法要短,结果与复杂度分析基本一致.

5 Car Park数数数据据据集集集及及及分分分析析析(Car Park data set
and analysis)
本节实验基于悉尼大学Car Park数据集,该数据集

采自面积约为45m× 30m的一个停车场内,是研究
SLAM问题常用的数据集之一.实验过程中,用于采
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集数据的移动机器人是一辆汽车,配有视角为180◦,
扫描距离为80 m的SICK激光雷达;以及里程计和GPS
传感器,用于确定实际的运行轨迹并评价SLAM算法
的效果.试验场内设置15个标杆作为被识别的特征.
图5(a)中显示了机器人运行的GPS轨迹和基于里程计
信息的航迹推算轨迹. 由于里程计的测量噪声及运动
模型不精确等因素,航迹推算轨迹发散,严重偏离
GPS轨迹.

基于该数据集,本文将RB-PHD-SLAM算法同
SRCKF-PHD-SLAM算法进行了比较,验证两种算法
在真实环境下的运行效果,结果分别在图5(b)和图
5(c)中展示. 实验中: 设定速度控制噪声为0.7 m/s,驾
驶角控制噪声为5.5◦;路标特征测量的角度噪声为1◦,
测距噪声为1 m. 两种SLAM滤波器均采用10个采样
粒子描述机器人的行驶轨迹. 从运行效果图5中可以
看出,相比于RB-PHD-SLAM算法,本文提出算法得
到的运行轨迹与GPS轨迹吻合度更高,说明位姿估计
误差更小,其性能优于RB-PHD-SLAM算法. 具体的
机器人位置均方根误差在图6中进行了定量对比. 在
图6的RMSE计算过程中,选择GPS的数据为实际位
置,同时选取GPS采样时刻或距其最近的里程计采样
时刻的估计位置为估计值,每种算法仿真次数为10次.

图 5 Car Park数据集运行效果

Fig. 5 Results of SLAM in Car Park dataset

图 6 Car Park数据集车辆位置RMSE对比
Fig. 6 Comparison of vehicle position RMSE in

Car Park data set

从图6的实验结果可以看出,在各个时间步,提出
算法的机器人位置均方根误差要小于对比算法,说明
算法在改善机器人位置估计精度方面是有效的. 同时,
从误差的波动范围来看,开始阶段误差逐步增大,
在120采样点到350采样点误差变化相对平稳,由于此
阶段机器人运行在地图左侧,观测路标特征相对密集,
此阶段提出算法误差要明显小于对比算法. 从第
350采样点到420采样点,两种算法误差均出现较大波
动,误差曲线比较接近,原因是机器人运行至地图右
上端,此处观测特征比较稀疏甚至某些时刻无观测特
征,位置估计依靠运动模型推算.本节实验从实际环
境运行效果看,算法有效地提高了机器人位姿估计性
能,说明算法的改进是有实际价值的.

6 结结结论论论(Conclusions)
针对杂波环境或数据关联模糊环境下的SLAM问

题,本文提出了SRCKF-PHD-SLAM算法,该算法将
容积变换应用于位姿粒子权重计算中,并在PHD更新
过程中采用了SRCKF的方法. 该算法不仅避免了求雅
可比矩阵的过程,提高了计算精度,并且保证了传导
协方差矩阵的对称性和半正定性,从而有效地提高了
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算法整体的估计性能.文章最后通过仿真实验及Car
Park数据集,验证了提出算法在提高位姿估计精度和
地图估计性能方面的有效性.
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