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摘要:利用双目标模型求解约束优化问题时,由于它们的最优解集并不相等,因此需要增加特殊机制确保求解双
目标问题的算法收敛到原问题的最优解. 为克服这一缺点,本文首先将约束优化问题转化为新的双目标优化模型,
并证明了新模型的最优解集与原问题的最优解集相等. 其次,以简单的差分进化为搜索算法,基于多目标Pareto支
配关系的非支配排序为选择准则,提出了求解新模型的差分进化算法. 最后,用10个标准测试函数的数值试验说明
了新模型及求解算法的有效性.
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Abstract: When applied to a constrained optimization problem (COP), the optimal solution set of the formulated bi-
objective model is not the same as that of COP. Thus, extra mechanisms should be designed to ensure that the algorithms
for bi-objective model converge to the optimal solution of COP. To overcome the drawback, a novel bi-objective model is
proposed, and the optimal solution set of the novel model is shown to be the same as that of COP. Then, a simple differential
evolution (DE) algorithm is presented for solving the novel bi-objective model, in which DE/rand/1/bin is employed as the
search engine and Pareto dominance-based non-dominated sorting is used as the selection criterion. Numerical experiments
for 10 standard test functions with different characteristics have been carried out, and the results show the effectiveness of
the novel model and the proposed algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
约束优化问题是科学技术和工程领域经常出现的

一类优化问题.不失一般性,约束优化问题(constrain-
ed optimization problem, COP)可描述为




min f(x)

s.t. gi(x) 6 0, i = 1, 2, · · · , q,

hi(x) = 0, i = q + 1, · · · ,m,

x ∈ D,

(1)

其中: x = (x1, x2, · · · , xn)是决策向量, f(x)是目标
函数, D = {x ∈ Rn|lj 6 xj 6 uj, lj, uj ∈ R, j =1,

2, · · · , n}是搜索空间, gi(x) 6 0(i = 1, 2, · · · , q)是
不等式约束, hi(x)=0(i=q+1, · · · ,m)是等式约束,
S = {x|x ∈ D, gi(x) 6 0, i = 1, 2, · · · , q; hi(x) =

0, i = q + 1, · · · ,m}称为问题(1)的可行域,可行域
中的点称为可行解.

由于约束条件影响,问题(1)是优化领域一类很难
处理的问题.进化算法(evolutionary algorithm, EA)是
模拟自然界生物进化过程的一种基于群体的搜索算

法,它能有效解决复杂问题,因此适合求解问题(1),近
年来已有许多优秀的约束优化进化算法(constrained
optimization EAs, COEAs)[1–7]. 用进化算法求解约束
优化问题,影响算法性能的关键因素有两个[4]: 一是
进化算法的搜索机制,二是对约束的处理技术. 对于
进化算法的搜索机制:由于差分进化(differential
evolution, DE)[8]算法采用实数编码,操作简单,易于
实现,且在多次算法竞赛中表现出优异的性能[5–6],被
广泛用于求解各类优化问题[5–7, 9–10],因此本文采
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用DE作为搜索算法. 在处理问题的约束条件时,常用
的约束处理方法是采用罚函数法[11–12]将约束优化问

题转化为无约束优化问题.由于罚参数取值对算法性
能影响很大,且确定罚参数的最优取值本身就是一个
困难的优化问题[1],因此基于罚函数法处理约束条件
的算法性能和应用受到限制.近年来,将原问题的目
标函数作为一个目标,定义个体违反所有约束条件的
总量作为另一个目标,可将约束优化问题转化为双目
标优化问题[1–2, 13–14],但是转化的双目标问题与原约
束优化问题的最优解集并不相等. 双目标优化问题是
要找到在整个Pareto前沿上均匀分布的一组代表解集,
而约束优化问题是要找到满足所有约束条件且目标

函数值最优的一个解,该最优解位于Pareto前沿上的
一个端点(该点称为Pareto前沿的一个极端解). 因此,
转化的双目标模型是有偏好的(要偏好最优解在
Pareto前沿上所处的一端),在求解时需要增加特殊机
制以保证算法能够收敛到该极端解. 随机排序算法
(stochastic ranking, SR)算法[1]采用随机方法以一定概

率pf选择目标函数或约束违反函数作为比较准则,但
SR算法的性能受该值影响.作者通过大量数值实验证
明,当pf = 0.45时,算法的结果最好,这也说明SR算
法的选择策略是偏好于采用约束违反函数为比较准

则引导种群进化的. 适应性均衡模型进化策略(adap-
tive tradeoff model with evolutionary strategy, ATMES)
算法[2]将种群进化分为3个阶段,该算法只在第1阶段,
即种群中只有不可行解时采用基于Pareto支配关系的
个体比较策略,引导种群进化. 在这一阶段,为了使种
群快速靠近或者进入可行域,在使用Pareto支配关系
比较个体时,每次只将种群的非支配解中约束违反值
小的前一半个体选择进入下一代,而另一半非支配解
和其余的个体重新进行非支配排序,重复该过程直到
达到种群规模,这一选择方法在采用Pareto支配关系
的基础上额外增加了对于约束违反值小的解的偏好

策略来满足问题的特点. 文献[13]分两个阶段用不同
方法处理约束. 在第1阶段,种群中没有可行解,将原
问题看作是约束满意问题,完全不考虑目标函数,只
用约束违反函数引导搜索快速进入可行域.当种群中
出现可行解时,算法进入第2阶段,此时采用多目标技
术处理约束,并用相应的Pareto支配关系作为比较策
略引导种群进化. 这也说明单纯采用多目标的约束处
理技术不能有效满足问题的偏好.多目标优化与差分
进 化 结 合(cmbining multiobjective optimization and
DE, CMODE)算法[14]采用差分进化算法求解转化的

双目标优化问题.该算法在设计评价个体优劣的适应
度函数时,不仅要考虑个体之间的Pareto支配关系排
序,而且还要考虑个体间约束违反值的大小排序来满
足问题的偏好.

为克服已有双目标优化模型求解问题(1)需要考虑

问题偏好的缺点,本文将问题(1)转化为新型的无偏好
双目标优化模型,并证明了新模型与COP(1)的最优解
集相等,因此在求解过程中只需要根据多目标优化的
一般方法求解新模型,不需要引入额外机制也能保证
算法最终收敛到COP(1)的最优解.

2 基基基本本本概概概念念念和和和相相相关关关工工工作作作(Concepts and related
work)

2.1 双双双目目目标标标优优优化化化问问问题题题及及及概概概念念念(Bi-objective optimi-
zation problem and concepts)
考虑含两个目标函数的多目标优化问题{

min F (x) = (f1(x), f2(x)),

s.t. x ∈ D,
(2)

其中: x = (x1, · · · , xn) ∈ D ⊂ Rn称为决策向量,
D为决策空间,决策空间D在映射F下的像空间称为

目标空间. 下面给出双目标优化问题的基本概念.

定定定义义义 1 Pareto支配. 设xi和xj是两个决策向量,
称xi Pareto支配xj(记作xi ≺ xj),当且仅当∀k ∈ {1,

2},都有fk(xi)6fk(xj),且∃s ∈ {1, 2},使得fs(xi)
< fs(xj).

定定定义义义 2 Pareto最优解. 向量x ∈ D称为双目标

问题(2)的Pareto最优解,当且仅当¬∃x′ ∈ D,使得x′

≺ x.

定定定义义义 3 Pareto最优解集. 双目标问题 (2)的
Pareto最优解集合称为Pareto最优解集(Pareto set,
PS),则PS = {x ∈ D|¬∃x′ ∈ D, x′ ≺ x}.

定定定义义义 4 Pareto前沿. 对双目标优化问题 (2),
Pareto最优解集PS在目标空间中的像集称为Pareto前
沿(Pareto front, PF),则PF= {F (x)|x ∈ PS}.

2.2 相相相关关关工工工作作作(Related work)
利用罚函数思想将COP(1)转化为有两个目标的多

目标优化问题是近年来处理约束的有效方法[1–2, 14].
首先定义约束违反函数,令

Gi(x) =

{
max{0, gi(x)}, 1 6 i 6 q,

|hi(x)|, q + 1 6 i 6 m.

显然Gi(x) > 0. 若Gi(x) = 0,则x满足第i个约束条

件,若Gi(x) > 0,则Gi(x)表示x违反第i个约束条件

的程度.定义约束违反函数G(x) =
m∑

i=1

Gi(x),它表

示个体x违反所有约束条件的程度,同时也反映个
体x离可行域的距离,显然G(x)>0. 特别地,当x是

不可行解时, G(x)>0;当x为可行解时, G(x)=
0. 将原目标函数f(x)作为一个目标,约束违反函数
G(x)作为另一个目标,则COP(1)转化为如下双目标
优化问题: {

min (f(x), G(x)),

s.t. x ∈ D.
(3)
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将COP(1)转化为双目标优化模型(3),但它们的最
优解集有本质的区别. COP(1)要找到可行最优解,即
满足约束条件(G(x) = 0),且f(x)达到最小值的一个
解,而双目标问题(3)是要找到在PF上均匀分布的一
组代表解集. 如图1所示, COP(1)的最优解是双目标问
题(3)的PF与约束优化问题(1)的可行域的交点f(x∗),
即PF上处于G(x) = 0的极端解. 因此转化的问题(3)
是有偏好的双目标问题,求解过程中应偏好于离极端
解f(x∗)近的解.

图 1 约束优化问题(1)与双目标问题(3)最优解的关系
Fig. 1 The relationship between optimal solutions of

COP (1) and bi-objective problem (3)

3 基基基于于于新新新型型型双双双目目目标标标模模模型型型的的的约约约束束束优优优化化化进进进化化化算算算法法法

(A novel bi-objective model-based COEA)
由于已有的双目标模型(3)是有偏好的,在求解时

必须引入特殊机制使算法在求解时符合问题的偏好,
这使得算法设计需要考虑问题的特殊性. 而针对多目
标优化问题的求解算法认为所有目标同样重要,没有
考虑问题的偏好,不适合求解问题(3),因此本节提出
了新的无偏好双目标模型.

3.1 新新新型型型无无无偏偏偏好好好双双双目目目标标标模模模型型型(A novel bi-objective
model without preference)
由于问题(1)是要找到满足约束条件的最优解,因

此约束满足是首要条件,求解时应适当偏好于约束满
足,即G(x) = 0. 本文提出的新型双目标模型如下:{

min (Ω1(x), Ω2(x)),
s.t. x ∈ D,

(4)

其中: Ω1(x) =f(x)+εG(x), Ω2(x) = G(x), ε>0
是控制参数,它反映了对约束条件的偏好程度, ε越大,
对约束满意偏好程度越强. 对问题(1),约束满意是首
要任务,因此应使ε → +∞保证新模型(4)的解满足约
束条件.新模型(4)与COP(1)的最优解之间关系如下.
定定定理理理 1 当ε → +∞时, x∗是问题(4)的Pareto最

优解当且仅当x∗是COP(1)的最优解.
证证证 “⇐”: 设x∗是COP(1)的最优解,则其约束

违反函数值G(x∗) = 0. ∀x ∈ D,分两种情况(x为可
行解和不可行解)证明:

i) x可行,即G(x) = 0. 若x不是式(1)的最优解,
则f(x) > f(x∗). 因此∀ε > 0, f(x∗) + εG(x∗) <

f(x) + εG(x),即Ω1(x∗) < Ω1(x). 又因Ω2(x∗) =
Ω2(x) = 0,所以x∗ ≺ x. 若x是COP(1)的最优解,则
f(x∗) = f(x),且G(x∗) = G(x) = 0,即在目标空
间中x∗和x是同一点,则x不支配x∗.

ii) x不可行,即G(x)>0,则Ω2(x∗)<Ω2(x). 若
f(x∗) 6 f(x),则∀ε > 0, f(x∗)+εG(x∗)<f(x)+
εG(x),即Ω1(x∗)<Ω1(x),所以x∗ ≺ x;若f(x∗)>

f(x), 令 ε > (f(x∗) − f(x))/(G(x) − G(x∗)), 则
f(x∗) + εG(x∗) < f(x) + εG(x), 即Ω1(x∗) <

Ω1(x). 因此x∗ ≺ x.

综上分析, ∀x ∈ D,当x不是COP(1)的最优解时,
有x∗ ≺ x;当x是式(1)的最优解时, x不支配x∗,因此
当ε → +∞, x∗是问题(4)的Pareto最优解.
“⇒”: 设x∗是问题(4)当ε → +∞的Pareto最优

解,则当ε → +∞时, ¬∃x ∈ D,使得下式成立:{
f(x) + εG(x) 6 f(x∗) + εG(x∗),

G(x) 6 G(x∗),
(5)

且式(5)中至少有一个不等号严格成立.

假设x∗不是COP(1)的最优解,则x∗是可行解但目

标函数值不是最优,或者x∗是不可行解,即G(x∗) =
0或G(x∗) > 0. 不妨设x̃ ∈ D是COP(1)的最优解,则
G(x̃) = 0,且f(x̃)在可行域内达到最小.

若G(x∗) = 0, 则 f(x̃) < f(x∗), 且G(x̃) =
G(x∗) = 0,因此∀ε>0,有f(x̃)+εG(x̃) < f(x∗)+
εG(x∗). 这与式(5)不成立矛盾.

若G(x∗)>0,则G(x̃)<G(x∗). 进一步,若f(x̃)
> f(x∗),则当 ε > (f(x̃)−f(x∗))/(G(x∗)−G(x̃))
时, 有f(x̃) + εG(x̃) < f(x∗) + εG(x∗); 若f(x̃)
6 f(x∗),则∀ε > 0, f(x̃)+εG(x̃)<f(x∗)+εG(x∗)
成立. 上述结论与式(5)不成立矛盾. 从而x∗是COP(1)
的最优解. 证毕.

对新的双目标模型(4), Ω2(x) = G(x)即为约束
违反函数. Ω2(x)越大, x离可行域越远,反之越近.
Ω1(x) = f(x) + εG(x)是个体x的目标函数值和约

束违反函数值的加权组合,可看作用x经加权后的约

束违反量惩罚目标函数值.特别地,当G(x) = 0,即x

是可行解时,对其目标函数值惩罚量为0,即不惩罚可
行解的目标函数值;当G(x)>0,即x是不可行解时,
对其目标函数值的惩罚量为εG(x),且x离可行域越

远,对其目标函数值的惩罚量越大,反之越小. 加权系
数ε控制对不可行解的惩罚力度. ε越大,对不可行解
的目标函数值惩罚力度越大,在比较时,对约束满意
的偏好程度越强. 将COP(1)转化为新的双目标模型
(4)时,第1个目标函数Ω1(x)中已经融入了对约束满
意的偏好,且偏好程度可由控制参数ε的大小来调节,
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因此新模型(4)是无偏好的双目标问题.
根据定理1, COP(1)和ε → +∞时双目标问题(4)

的最优解集相等,且问题(4)是无偏好双目标模型,可
通过一般的多目标算法求解,即根据多目标Pareto支
配关系引导算法进化. 在求解过程中,适当调节参数ε,
使其逐步增大直至ε → +∞,则能保证算法收敛到
COP(1)的最优解.

3.2 求求求解解解新新新型型型双双双目目目标标标模模模型型型的的的差差差分分分进进进化化化算算算法法法(DE for
solving the novel bi-objective model)
由于差分进化算法简单易于操作,且在多次算法

竞赛中表现出的优异性能,本节采用差分进化的基本
格式DE/rand/1/bin[8]作为算法的搜索机制,提出求解
新模型的DE算法:
算算算法法法 1 新型双目标模型的差分进化算法(novel

bi-objective model-based DE, NBMDE)

步步步骤骤骤 1 初始化. 在搜索空间D随机产生NP个

个体组成初始群体P (0) = {x0
1,x

0
2, · · · ,x0

NP},给定
模型参数初值ε(0) = 1,令t = 0.
步步步骤骤骤 2 DE进化. 对P (t)中每个个体xt

i = (xt
i,1,

xt
i,2, · · · , xt

i,n)(i = 1, 2, · · · , NP ),采用“rand/1”变
异和“bin”交叉生成后代ut

i = (ut
i,1, u

t
i,2, · · · , ut

i,n):

ut
i,j =





xt
r1,j + F (xt

r2,j − xt
r3,j),

rand < Cr或 j = jrand,

xt
i,j, 其他,

(6)

其中: j =1, · · · , n; r1, r2, r3∈{1, 2, · · · , NP}\{i}
随机选择且互不相同, F ∈ [0, 2]是变异参数,控制差
向量(xt

r2 −xt
r3)的比例, Cr ∈ [0, 1]是交叉概率, rand

∈ [0, 1]随机产生, jrand ∈ {1, 2, · · · , n}任意选择,它
保证后代ut

i至少在一个基因位与父代xt
i不同,所有后

代组成后代集Q(t) = {ut
1,u

t
2, · · · ,ut

NP}.

步步步骤骤骤 3 选择.采用Pareto支配关系的排序方法
选择进入下一代的个体.令H(t) = P (t) ∪Q(t),用
Pareto支配关系对H(t)进行非支配分层,逐层选择其

中的非支配个体进入下一代种群P (t+1),直至达到
其规模: 首先找到H(t)的所有非支配解,将其存入
P (t+1),并从H(t)中删除;若P (t+1)没有达到预定规

模,则再找出H(t)中的非支配解,将其存入P (t+1),重
复上述过程直至达到P (t+1)的预定规模. 若某一次将
H(t)的非支配解加入P (t+1)时超过预定规模,则将这
些个体按照约束违反值由小到大排序,选择需要数目
的前若干个体进入P (t+1).

步步步骤骤骤 4 更新参数. 令ε(t+1) =ρε(t),其中ρ >

1是比例因子,控制对约束偏好程度的扩大比例.

步步步骤骤骤 5 判断停止准则:若满足停止条件,输出
最优可行解;否则,令t = t + 1,转步骤2.

4 数数数值值值实实实验验验(Numerical experiments)
4.1 测测测试试试函函函数数数及及及参参参数数数设设设置置置(Test functions and

parameters setting)
为了测试本文提出的新模型及算法的性能,选取

文献[1–2]中的10个标准测试函数进行数值试验. 数
值实验中,参数设置如下: 种群规模NP = 200,变异
控制参数F在[0.5, 0.6]随机产生,交叉概率Cr在[0.9,

0.95]上随机产生, DE的最大进化代数1200代,故函数
评估次数为240000. 对等式约束hi(x) = 0,通常将其
转化为不等式|hi(x)| − δ 6 0,其中δ是等式约束违反

的容忍值,一般取很小的正数,实验中δ = 0.0001. 对
所有测试函数,在相同条件下独立运行30次,记录其
最好结果(Best),中间结果(Median),平均结果(Mean),
最差结果(Worst)和结果的标准差(Std.). 表1列出了本
文算法NBMDE对10个测试函数的实验结果.
为了对比,将本文算法NBMDE的运行结果与其

他3个国内外较好的约束优化算法SR[1], ATMES[2]

和自适应多样性差分进化算法(adaptive diversity DE,
A--DDE)[3]的实验结果进行比较. 表2列出了4种算法
的比较结果,其中3种比较算法的结果来自相关文献,
NA表示原文中没有提供结果.

表 1 NBMDE算法对10个标准测试函数独立运行30次的结果
Table 1 Experimental results obtained by NBMDE for 10 test instances with 30 independent runs

运行结果
函数 最优解

Best Median Mean Worst Std.

g01 −15.000 −15.000 −15.000 −15.000 −15.000 8.5E−14
g02 −0.803619 −0.803593 −0.803557 −0.803549 −0.803435 3.5E−05
g03 −1.0005 −1.0003 −1.00003 −1.00001 −0.9996 2.1E−04
g05 5126.4967 5126.4967 5126.4967 5126.4967 5126.4967 9.3E−13
g06 −6961.814 −6961.814 −6961.814 −6961.814 −6961.814 1.9E−12
g07 24.306 24.306 24.306 24.306 24.306 1.6E−06
g09 680.630 680.630 680.630 680.630 680.630 4.4E−13
g10 7049.248 7049.248 7049.250 7049.250 7049.253 1.2E−03
g11 0.7499 0.7499 0.7499 0.7499 0.7499 1.1E−16
g12 −1.000 −1.000 −1.000 −1.000 −1.000 0



第 5期 董宁等: 基于新型双目标模型的约束优化进化算法 581

表 2 4个算法(NBMDE, SR[1], ATMES[2]和A--DDE[3])对10个测试函数的实验结果比较
Table 2 Comparison results of 4 algorithms (NBMDE, SR[1], ATMES[2] and A--DDE[3]) for 10 test instances

函数/最优解 统计结果 SR ATMES A--DDE NBMDE

Best −15.000 −15.000 −15.000 −15.000
Median −15.000 −15.000 −15.000 −15.000

g01/ −15.000 Mean −15.000 −15.000 NA −15.000
Worst −15.000 −15.000 −15.000 −15.000
Std. 0.0E + 00 1.6E−14 7.0E−06 8.5E−14

Best −0.803515 −0.803388 −0.803605 −0.803593
Median −0.785800 −0.792420 −0.777368 −0.803557

g02/ −0.803619 Mean −0.781975 −0.790148 NA −0.803549
Worst −0.726288 −0.756986 0.609853 −0.803435
Std. 2.0E−02 1.3E−02 3.7E−02 3.5E−05

Best −1.000 −1.000 −1.000 −1.0003
Median −1.000 −1.000 −1.000 −1.00003

g03/ −1.0005 Mean −1.000 −1.000 NA −1.00001
Worst −1.000 −1.000 −1.000 −0.9996
Std. 1.9E−04 5.9E−05 9.3E−12 2.1E−04

Best 5126.497 5126.498 5126.497 5126.4967
Median 5127.372 5126.776 5126.497 5126.4967

g05/ 5126.4967 Mean 5128.881 5127.648 NA 5126.4967
Worst 5142.472 5135.256 5126.497 5126.4967
Std. 3.5E + 00 1.8E + 00 2.1E−11 9.3E−13

Best −6961.814 −6961.814 −6961.814 −6961.814
Median −6961.814 −6961.814 −6961.814 −6961.814

g06/ −6961.814 Mean −6875.940 −6961.814 NA −6961.814
Worst −6350.262 −6961.814 −6961.814 −6961.814
Std. 1.6E + 02 4.6E−12 2.1E−12 1.9E−12

Best 24.307 24.306 24.306 24.306
Median 24.357 24.313 24.306 24.306

g07/ 24.306 Mean 24.374 24.316 NA 24.306
Worst 24.642 24.359 24.306 24.306
Std. 6.6E−02 1.1E−02 4.2E−05 1.6E−06

Best 680.630 680.630 680.63 680.630
Median 680.641 680.633 680.63 680.630

g09/ 680.630 Mean 680.656 680.639 NA 680.630
Worst 680.763 680.673 680.63 680.630
Std. 3.4E−02 1.0E−02 1.2E−10 4.4E−13

Best 7054.316 7052.253 7049.248 7049.248
Median 7372.613 7215.357 7049.248 7049.250

g10/ 7049.248 Mean 7559.192 7250.437 NA 7049.250
Worst 8835.655 7560.224 7049.248 7049.253
Std. 5.3E + 02 1.2E + 02 3.2E−04 1.2E−03

Best 0.750 0.75 0.75 0.7499
Median 0.750 0.75 0.75 0.7499

g11/ 0.7499 Mean 0.750 0.75 NA 0.7499
Worst 0.750 0.75 0.75 0.7499
Std. 8.0E−05 3.4E−04 5.3E−15 1.1E−16

Best −1.000000 −1.000 −1.000 −1
Median −1.000000 −1.000 −1.000 −1

g12/ −1.000 Mean −1.000000 −1.000 NA −1
Worst −1.000000 −0.994 −1.000 −1
Std. 0.0E + 00 1.0E−03 4.1E−11 0
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4.2 实实实验验验结结结果果果分分分析析析及及及算算算法法法性性性能能能评评评价价价(Analysis on
experimental results and evaluation)

从表 1可以看出,除 g02和 g03外,本文算法
NBMDE找到了其他 8个测试函数的最优解. 对于
g02和g03,本文算法得到的最好结果与最优解非常
接近.从表2可以看出,对于高维多峰测试函数g02,
4种算法均没有找到最优解,其中A--DDE找到的最
好结果最优,本文算法稍劣于它, ATMES算法的最
好结果最差,但本文算法得到的中间结果、平均结
果和最差结果远远优于其他3种算法,且都与最优
解非常接近.从30次运行的整体结果来看,本文算
法的鲁棒性最好,而其他3种算法偏差较大.对于
g03,本文算法虽然没有找到最优解−1.0005,但是
本文算法找到的最好结果(−1.0003)与最优解非常
接近,且优于其他3种算法的最好结果(−1.000). 对
于g10,本文算法找到了最优解,但是中间结果,平
均结果和最差结果稍劣于最优解. SR和AMES在所
有30次运行中均没有找到最优解, A--DDE算法在30
次运行中都找到了全局最优解. 因此对于g10,本文
算法虽然稍劣于A--DDE,但远远优于SR和ATMES.
对于g11, 3种比较算法均没有找到全局最优解,而
本文算法在所有30次运行中均找到了最优解. 进一
步分析可得出,对于所有测试函数,本文算法的整
体结果较优.

从找到最优解的函数个数来看,对10个测试函
数,本文算法找到了其中 8个函数的最优解(g01,
g05, g06, g07, g08, g09, g11和g12), SR算法仅找到4
个函数的最优解(g01, g06, g09和g12), ATMES算法
找到 5个函数的最优解(g01, g06, g07, g0和g12),
A--DDE算法找到6个函数的最优解(g01, g06, g07,
g09, g10和g12). 因此本文算法的寻优能力更强.

从函数评估次数来看, SR算法为 350 000次,
在 4种算法中运算次数最多. ATMES算法为
240 000次,与本文算法相同.而A--DDE算法为
180 000次,在所有算法中次数最少.

进一步,为验证本文算法的有效性,采用假设检
验验证本文算法NBMDE与ATMES算法差异的显
著性(本文算法与ATMES算法的函数值评估次数相
同).在两种算法差异显著性的假设检验中,需要用
到算法独立运行30次的数据,笔者从作者Wang Y的
个人主页(http://ist.csu.edu.cn/YongWang.htm)中下
载相应程序,并记录30次独立运行得到的数据进行
假设检验. 表3给出了对每一个测试函数,两种算法
差异显著性的t--检验结果.

表3中,黑体数字表示两种算法得到的最好均值,

上标a表示采用自由度为30 + 30− 2 = 58,显著性
水平α = 0.05的 t--双边检验时,两种算法的差异是
显著的. 从 t--检验结果来看,本文算法NBMDE在
8个测试函数(g01, g02, g03, g05, g07, g09, g10和
g11)的实验结果与ATMES算法相比差异显著,其中
对7个测试函数(g02, g03, g05, g07, g09, g10和g11)
的实验结果明显优于ATMES算法,仅在一个测试函
数(g01)的结果劣于ATMES算法. 对于其他两个测
试函数(g06和g12),两种算法无明显差异.

表 3 本文算法NBMDE与ATMES[2]差异显著性

检验结果

Table 3 Results of the t-test between algorithms
NBMDE and ATMES[2] for 10
test instances

函数/最优解 ATMES均值 NBMDE均值 t--检验

g01/−15.000 −15.000 −15.000 8.218a

g02/−0.803619 −0.785331 −0.803549 −7.304a

g03/−1.0005 −0.9999 −1.00001 −2.054a

g05/5126.4967 5127.3588 5126.4967 −2.967a

g06/ −6961.814 −6961.814 −6961.814 0.0
g07/24.306 24.313 24.306 −3.601a

g09/680.630 680.636 680.630 −4.891a

g10/ 7049.248 7271.992 7049.250 −8.997a

g11/ 0.7499 0.7502 0.7499 −20.688a

g12/−1.000 −0.9998 −1 −1

综合上述分析,与SR算法和ATMES算法相比,
无论从找到最优解的问题的数量,还是从算法的运
行效率,本文算法都有明显优势. 与A--DDE算法相
比,尽管本文算法NBMDE的函数评估次数稍多于
A--DDE,但是从找到最优解的问题的数量及算法的
稳定性来看,本文算法都要优于A--DDE算法. 因此,
本文提出NBMDE算法的寻优能力及稳定性优于
3种比较算法.

5 结结结论论论(Conclusions)
将约束优化问题转化为新型的无偏好双目标优

化问题,克服了已有双目标模型求解时需要考虑问
题偏好的缺点,并在理论上证明了新模型与原问题
的最优解集相等. 用简单的DE/rand/1/bin作为算法
的搜索机制,基于多目标Pareto支配关系的非支配
排序为选择准则,提出了求解新模型的差分进化算
法. 对10个标准测试函数的数值实验结果表明本文
提出的新模型和求解算法是有效的. 此外,本文只
采用了简单的DE/rand/1/bin作为算法的搜索机制,
该搜索机制在进化初期具有较强的全局搜索能力,
而它的局部搜索能力较弱,因而可在算法中引入适
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当的局部搜索算子以进一步提高算法的整体性能.
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