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摘要:针对非仿射纯反馈系统,提出了一种新的设计方案.与现有文献中方法不同,该方案不是直接利用逼近技巧构
建理想的反馈控制器. 首先通过自抗扰思想将非仿射纯反馈系统转化成含有未知控制系数以及未知非线性的仿射系统,
并且证明了可行性. 然后结合微分器和全调节径向基函数神经网络,利用自适应反演技巧设计了自抗扰控制器,微分器
的引入避免了传统反演的计算复杂性. 最后,从理论上证明了所设计的控制器能够保证闭环系统所有信号半全局一致有
界,并且证明了系统状态渐进收敛到零点的残集内.仿真例子验证了算法的有效性.
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Abstract: A novel design scheme is investigated for a class of non-affine pure-feedback systems. Being different
from approaches in references, it does not directly employ approximation-based techniques to construct the ideal desired
feedback control. Firstly, it is proved that the non-affine pure-feedback systems can be transformed into affine systems
with unknown virtual control coefficients and unknown uncertainties based on active disturbance rejection ideal (ADR).
Combining a differentiator with fully-tuned radial-basis-function neural network (RBFNN), we design an active disturbance
rejection controller (ADRC) by employing the adaptive backstepping method. The explosion of complexity in traditional
backstepping design is avoided by utilizing differentiator. Based on Lyapunov stability analysis, it is proved that the
controller guarantees all signals of the closed-loop system to be semi-globally uniformly bounded. It is also proved that the
states can asymptotically converge to an arbitrary small region around zero. The effectiveness of the proposed algorithm is
validated by a simulation example.
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1 引引引言言言(Introduction)
在过去的几十年里,不确定非线性系统的自适应

控制一直是研究的热点,一般设计参数自适应律来估
计不确定参数[1–2]和神经网络或者模糊系统理论来估

计未知非线性函数[3–4]. 1991年, Kanellakipoulos等人
在文献[1]中为含有不确定参数的严格反馈系统提出
了自适应反演设计方案,该方案能保证全局稳定且跟
踪误差渐近收敛,但是存在参数过学习现象.为了避
免过参数化, Kanellakipoulos等人在文献[2]中引入了
调节函数. 文献[4]为了一类控制系数未知且含有未知
非线性的严格反馈系统提出了自适应神经网络控制.
为了避免控制奇异的出现,参考文献[5]中采用了投影

算子和积分型Lyapunov函数为一类不确定严格反馈
系统设计了自适应反演控制,但是在反演每一步中都
需要积分运算,从而导致运算繁杂. 文献[6]利用反演
和全调节径向基函数神经网络(fully tuned radial basis
function neural network, RBFNN),为不确定性严格反
馈非线性系统设计了控制器.

上述文献研究对象都是仿射形式的不确定非线性

系统,变量以仿射的形式出现,从而方便视为虚拟控
制.对于非仿射系统,变量不是以仿射的形式出现,为
了解决该问题,隐含数定理、中值定理或者泰勒级数
定理被用来证明存在期望的虚拟控制[7–10]. 完全纯反
馈系统的自适应神经网络控制的最大的困难是循环
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构建逼近器,这是由纯反馈系统的结构造成的[11]. 文
献[7–8]采用backstepping为一类不确定非线性纯反馈
系统设计了自适应NN控制,但是研究的对象都是输
入仿射形式,从而避免了循环逼近的问题.文献[9]中
采用泰勒级数将严格反馈输入非仿射非线性系统变

换成控制增益是未知函数的输入仿射非线性系统,最
后设计了间接自适应RBFNN滑模控制,为了避免奇
异的产生,提出了改进的神经网络参数自适应律,尽
管可以保证跟踪误差渐近收敛到零,但是作者没有探
讨未知非线性项神经网络的循环构建问题.文献[10]
利用中值定理为完全纯反馈非线性系统提出了输入

状态稳定直接自适应NN控制方法,虽然输入状态稳
定模型设计解决了循环构建问题,但是构建的神经网
络需要的输入繁多并且需要复杂的运算.文献[11]利
用隐含数定理和中值定理将非仿射纯反馈系统变换

成含有不确定性和控制增益是未知函数的仿射系统,
然后采用反演和神经网络设计了间接自适应控制器,
通过引入动态面设计避免了反演设计中计算爆炸问

题和循环构建控制器的问题,最后利用输入状态实际
稳定性理论和小增益理论证明了整个闭环系统的稳

定性. 文献[12]利用中值定理为非仿射纯反馈系统设
计了循环间接自适应神经网络控制.文献[6, 13–14]利
用中值定理将输入非仿射系统转化成含有未知非线

性以及未知控制增益函数的仿射系统,然后利用自适
应神经网络和Nussbaum型增益函数技巧,为一类不
确定非仿射纯反馈系统设计了间接自适应控制器,虽
然Nussbaum增益函数的引入避免了为控制增益函数
构建循环神经网络,但是神经网络的输入含有虚拟控
制量的偏导数,并且稳定性证明过程中需要用到假设:
未知增益函数存在上界.

文献[7–14]是基于隐含数定理、中值定理或者泰
勒级数定理设计了直接或间接自适应控制器. 而文
献[15–16]通过从非仿射项分离出线性项,然后设计了
间接自适应模糊控制,但是研究的对象是链式积分输
入非仿射系统.链式积分输入非仿射是严格反馈输入
非仿射的特殊形式,文献[17]在文献[15–16]的基础上
研究了严格反馈输入非仿射的非线性系统,接着文
献[18]将该思想运用到了一类具有非仿射输入的混沌
系统.文献[15–18]通过隐含数定理或中值定理将循环
网络变成静态神经网络,但是它们研究的对象都不是
纯反馈系统.文献[19]将文献[15]中的方法扩展到链
式积分输入非仿射多输入多输出(multi-input multi-
output, MIMO)系统中. 但是文献[15–19]中控制器参
数的选择与未知函数偏导信号有关,并且没有深入探
讨如何选择,然而这些文献中从非仿射项分离出线性
项的思想类似于韩京清提出的自抗扰设计思想[20–21].
为了能为不确定性系统设计有效的控制器,韩京清提
出了新型实用的非线性控制技术–自抗扰控制

(ADRC)[20–21]. 很多专家对该新技术展开了深入了研
究,并且已将该技术成功用于很多领域[22–24]. 文献
[25–26]利用自抗扰思想,结合扩张状态观测器、微分
器为完全非仿射纯反馈非线性系统设计了自适应反

演控制器.

从上述文献可以总结出,为非仿射系统设计间接
自适应控制器需要利用中值定理或泰勒级数定理将

非仿射系统转化为控制增益是未知函数的仿射系统.
与现有文献设计思路不同,本文利用韩京清研究员提
出的自抗扰思想将非仿射系统变换成控制增益是未

知参数的仿射系统,然后结合全调节RBFNN和微分
器、利用反演设计了间接自适应控制器,并且本文利
用文献[15]中的方法将循环网络变成静态神经网络.

2 问问问题题题描描描述述述及及及准准准备备备(Problem formulation and
preliminaries)

2.1 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑下面n阶非仿射纯反馈非线性系统:




ẋ1 = f1 (x1, x2) ,

ẋ2 = f2 (x̄2, x3) ,
...

ẋn = fn (x̄n, u) ,

(1)

式中: x̄i = (x1, · · · , xi)T为系统的状态, u为控制输

入, fi (·)是未知的光滑的非线性函数. 假设系统(1)满
足下面的假设.

假假假设设设 1 存在一个紧集Ω ⊂ Rn,使得x̄n ∈ Ω.

假假假设设设 2 设

gi(x̄i, xi+1) =
∂f(x̄i, xi+1)

∂xi+1

6= 0,

i = 1, · · · , n− 1,

gn(x̄n, u) =
∂f(x̄n, u)

∂u
6= 0,

不失一般性,令存在一个未知的正常数b > 0,使得
0 < b 6 gi(·) < ∞, ∀(x̄i, xi+1) ∈ Ri × R.

假假假设设设 3 当且仅当xi = 0, xi ∈ Ri+1时,才有
fi(xi) = 0. 该假设说明式(1)的平衡点在原点.

控制目标是设计控制律使系统(1)从任意初始状态
渐近收敛到平衡点.

2.2 全全全调调调节节节径径径向向向基基基函函函数数数神神神经经经网网网络络络(Fully tuned
radial basis function neural networks)
本文将采用RBF神经网络逼近未知的非线性函数.

任意小的逼近的精度可以通过选择足够多的神经网

络节点数达到[6–7]. 因此,神经网络逼近任意连续的函
数∆f : Ω ⊂ Rn 7→ Rr可以描述成

∆f = W ∗Tφ∗ + ε, ∀x ∈ Ω, (2)

式中: ε = [ε1 ε2 · · · εr ]T > 0为逼近误差, φ∗ :
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Rn 7→ Rl为最优高斯基函数矢量, W ∗ ∈ Rl×r为最优

权重矩阵. 并且

φ∗ = [exp(
−‖ς − µ∗1‖2

σ∗21

) exp(
−‖ς − µ∗2‖2

σ∗22

)

· · · exp(
−‖ς − µ∗l ‖2

σ∗2l

)]T,

其中: µ∗i (i = 1, 2, · · · , l)为最优中心点, l为隐层节点

数, σ∗i (i = 1, 2, · · · , l)为最优的影响范围, ς ∈ Rn为

RBFNN输入向量.

引引引理理理 1 定义W̃ = Ŵ −W ∗, φ̃ = φ̂−φ∗, µ̃ =
µ̂− µ∗, σ̃ = σ̂ − σ. 则全调节RBFNN逼近输出误差
可表示为 [6]

Ŵ Tφ̂−W ∗Tφ∗ =

W̃ T(φ̂− φ̂
′
µ. ∗ µ̂− φ̂

′
σ. ∗ σ̂) +

Ŵ T(φ̂
′
µ. ∗ µ̃ + φ̂

′
σ. ∗ σ̃) + du, (3)

其中残留项du的上界为

‖du‖ 6 ‖µ∗‖‖Ŵ Tφ̂
′
µ‖+ ‖σ∗‖‖Ŵ Tφ̂

′
σ‖+

‖W ∗T‖‖φ̂′µ. ∗ µ̂‖+ ‖W ∗T‖‖φ̂′σ. ∗ σ̂‖+
√

l‖W ∗T‖, (4)

式中: φ̂
′
µ, φ̂

′
σ分别为φ̂对µ̂, σ̂的偏导数, φ̂

′
σ. ∗ σ̂等表示

向量的点乘. 具体的证明过程可以参见文献[6] .

3 基基基于于于静静静态态态神神神经经经网网网络络络的的的自自自抗抗抗扰扰扰控控控制制制(Active
disturbance rejection control with static neu-
ral networks)

3.1 自自自抗抗抗扰扰扰(Active disturbance rejection)
为了清楚地描述自抗扰概念,不妨考虑下列非仿

射系统:

ẋ = f(x, u), (5)

其中: x ∈ Ω ⊂ R, Ω为紧集, f为未知的光滑连续不

确定函数,且

f(0, 0) = 0, fu =
∂f

∂u
6= 0.

在Ω紧集上,是严格的正函数或严格的负函数,不妨
假设fu的符号为正,则式(5)可以改写成

ẋ = f(x, u)− c0u + c0u, (6)

式中: c0 > 0为待设计的常数,与fu同符号,定义F (x,

u) = f(x, u)− c0u,视为新的不确定项,则可以设计
如下控制器:

u =
1
c0

(−kx− F (x, u)). (7)

当F (x, u)已知时,可以用数字的方式实现. 但由于
F (x, u)是未知的不确定项,所以不能直接用. 故为其
设计渐近收敛的估计器z → F (x, u),则可设计如下

控制器来镇定系统(5):

u(t) =
1
c0

(−z − kx), (8)

式中k > 0为待设计的常数.

引引引理理理 2 针对系统(5),则通过式(6)的变换,并且
设计渐近收敛的估计器估计新的不确定项,则控制
器(8)可以使系统(5)渐近镇定.

证证证 将式(5)在平衡点(0, 0)处近似线性化得

ẋ = fxx + fuu + h.o.t., (9)

式中: fx =
∂f

∂x
(0, 0), fu =

∂f

∂u
(0, 0), h.o.t为高阶项,

在足够小的紧集内,本文可以忽略高阶项,从而式(9)
可以写成

ẋ = fxx + fuu. (10)

将式(8)代入式(10)有

ẋ = fxx− 1
c0

fu(z + kx) =

(fx − fuk

c0

)x− fu

c0

z, (11)

不难发现式(11)稳定的必要条件是c0与fu同符号(前
面已假设fu的符号为正, c0 > 0),此时只要选择恰当

的k,使得fx − fuk

c0

< 0就能保证式(11)关于输入z是

输入状态稳定的. 前面已假设z是渐近收敛的估计器,
并且它估计的未知光滑连续的函数F (x, u),在紧集
上F (x, u)是有界的,所以z最终也是有界的,从而保
证了式(11)是稳定的. 即设计估计器z和控制器(8)可
以保证系统(5)的稳定性. 证毕.

下面本文再进一步探讨闭环系统的渐近稳定性.
将式(8)代入式(6)有

ẋ = −kx + (F − z), (12)

将F − z视为系统(12)的输入,根据输入状态稳定理
论,本文也可以得出,只要对未知非线性构建的估计
器渐近一致收敛,系统(12)就能渐近收敛到原点附近
邻域.即存在控制律(8)可以渐近镇定系统(5).

3.2 F (x, u)的的的静静静态态态神神神经经经网网网络络络逼逼逼近近近(Approxiamation
of F (x, u) using static neural network)
为了保证所设计的控制器能渐近镇定系统,需要

为未知非线性项F (x, u)构建渐近收敛的估计器. 在
此,笔者采用静态神经网络进行逼近.为了能够用静
态神经网络逼近F (x, u),笔者需要下面的定理:

定定定理理理 1[16] 开集S ⊂ Rn × Rm,在∀(a, b) ∈ S

上,函数h : Rn × Rm → Rn是连续可微的,假设存在
点(a0, b0) ∈ S,使得h(a0, b0) = 0并且雅克比(Jaco-

bian)矩阵
∂h

∂a
(a0, b0)是非奇异,则存在a0的邻域U

⊂ Rn和b0的邻域V ⊂ Rm,使得每个b ∈ V时,方程
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h(a, b) = 0有唯一的解a ∈ U . 更重要的是解可以表
示成a = g(b),且函数g(·)在b = b0处是连续可微的.

考虑系统式(5),不妨将其写成

ẋ = F (x, u) + c0u. (13)

如果F (x, u)已知,则可设计反馈控制器u=(1/c0)×
(−kx− F (x, u)).但是此时F (x, u)未知,所以笔者
利用RBFNN逼近该未知项.不难发现RBFNN的输入
为x, u,因此这是一个循环RBFNN(RRBFNN)系统,
图1表示了该情形. 如果笔者采用RRBFNN,则每个固
定点在每个时刻都需要求解,从而增加了运算.为了
避免该问题,笔者采用定理1确保z仅仅是关于x的函

数,且满足下式:

h(x, z) = F (x,−kx− z)− z = 0. (14)

图 1 循环RBFNN系统

Fig. 1 Recurrent RBFNN system

这意味着被逼近的未知项F (x, u)可以仅仅用x的

多项式形式表示,也就是说在为该未知项构建神经网
络时,神经网络的输入只需要状态x就可以,而不需要
图1中的反馈信号,即不需要设计的控制信号.因此本
文只需要为F (x, u)构建静态神经网络,而不需要循
环神经网络. 本文给出下面的引理表示满足式(14)
的z仅仅是x的函数.

引引引理理理 3 [16] 令常数c0满足下面的条件:

c0 >
1
2
(
∂f

∂u
), ∀u ∈ R, (15)

则存在紧集Ωx ⊂ R,使得对所有的x ∈ Ωx,存在唯一
的z满足式(14),并且z仅仅是x的函数. 详细的证明过
程可以参考文献[15–16].

利用引理3,本文可采用静态神经网络而不是循环
神经网络来逼近未知项F (x, u),并且神经网络的输入
只需要状态x即可.但是由于f(x, u)未知,导致选择
恰当的固定的参数很困难c0,文献[15–16]等对此没有
展开讨论.为此,本文为类似c0的参数设计了自适应

律解决了该难题.

4 控控控制制制器器器设设设计计计及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Controller de-
sign and stability analysis)
由自抗扰思想,笔者可以将系统(1)描述如下:




ẋ1 = c1x2 + F1(x1, x2),
ẋ2 = c2x3 + F2(x̄2, x3),

...
ẋn = cnu + Fn(x̄n, u),

(16)

式中: Fi(x̄i, xi+1) = fi(x̄i, xi+1)−cixi+1, i=1, · · ·,
n− 1, Fn(x̄n, u) = fn(x̄n, u)− cnu为新的未知的光

滑非线性函数, ci(i = 1, · · · , n)为未知的常数,且ci

的符号与gi的符号一致.

在此,由假设2可知,转换后的系统(16)中增益ci的

符号已知. 下面将给出backstepping设计过程. 设计过
程中包括n步,在前n− 1步中,状态变量xi+1(i = 1,

· · · , n− 1)作为虚拟控制量. 首先设计期望的虚拟控
制量αi(i = 1, · · · , n− 1),最后在第n步中设计出控

制量. 定义新的状态变量



z1 = x1,

z2 = x2 − α1,
...

zn = xn − αn−1.

(17)

Step 1 定义ρ1 = 1/c1,选取虚拟控制α1为

α1 = ρ̂1ᾱ1, (18)

式中ρ̂1为ρ1的估计值,对z1微分得

ż1 = F1(x1, x2) + c1z2 + c1α1 =

F1(x1, x2) + c1z2 + ᾱ1 + c1ρ̃1ᾱ1, (19)

式中ρ̃1 = ρ̂1 − ρ1. 本文可将式(19)重新写成

ż1 = W ∗
1 φ∗1(x1, x2) + ε1 + c1z2 + ᾱ1 + c1ρ̃1ᾱ1,

(20)

式中: W ∗
1 φ∗1(x1, x2)为理想的RBFNN, ε1为逼近误

差. 本文可设计期望的虚拟控制为

ᾱ1 = −k1z1 − Ŵ1φ̂1(x1, x2)− v1, (21)

式中: k1 > 0为待设计的常数, Ŵ1, φ̂1分别为最优权

重W1
∗和最优基函数φ∗1的估计值, v1为引入的鲁棒

项,由式(30)给出.选取Lyapunov函数:

V1 =
1
2
z2
1 +

|c1|
2γ1

ρ̃2
1 +

1
2
tr[W̃ T

1 Γ−1
W1

W̃1] +

1
2
tr[µ̃T

1 Γ−1
µ1

µ̃1] +
1
2
tr[σ̃T

1 Γ−1
σ1

σ̃1], (22)

其中: W̃1 = Ŵ1−W ∗
1 , µ̃1 = µ̂1−µ∗1, σ̃1 = σ̂1−

σ∗1 , µ̂1, σ̂1分别为相应的最优中心点值µ∗1和最优影响

范围σ∗1的估计值, ΓW1 = Γ T
W1

> 0, Γµ1 = Γ T
µ1

> 0,
Γσ1 = Γ T

σ1
> 0, γ1 > 0为设计参数. 对V1求导得

V̇1 = z1ż1 +
|c1|
γ1

ρ̃1
˙̂ρ1 + tr[W̃ T

1 Γ−1
W1

˙̂W1] +

tr[µ̃T
1 Γ−1

µ1
˙̂µ1] + tr[σ̃T

1 Γ−1
σ1

˙̂σ1] =

z1[ᾱ1 + c1z2 + c1ρ̃1ᾱ1 + W ∗
1 φ∗1(x1, x2) + ε1] +

|c1|
γ1

ρ̃1
˙̂ρ1 + tr[W̃ T

1 Γ−1
W1

˙̂
W 1] +

tr[µ̃T
1 Γ−1

µ1
˙̂µ1] + tr[σ̃T

1 Γ−1
σ1

˙̂σ1].

(23)
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将式(21)代入上式得

V̇1 = −k1z
2
1 +

|c1|
γ1

ρ̃1[ ˙̂ρ1 + γ1sgn(c1)z1ᾱ1] +

z1[W ∗
1 φ∗1(x1, x2)− Ŵ1φ̂1(x1, x2)] +

tr[W̃ T
1 Γ−1

W1

˙̂
W 1] + tr[µ̃T

1 Γ−1
µ1

˙̂µ1] +

tr[σ̃T
1 Γ−1

σ1
˙̂σ1] + c1z1z2 − v1z1 + z1ε1. (24)

由式(3)可得

V̇1 = −k1z
2
1 + c1z1z2 − v1z1 + z1ε1 +

|c1|
γ1

ρ̃1[ ˙̂ρ1 + γ1sgn(c1)z1ᾱ1]−

z1[W̃ T
1 (φ̂1 − φ̂

′
µ1

. ∗ µ̂1 − φ̂
′
σ1

. ∗ σ̂1) +

Ŵ T
1 (φ̂

′
µ1

. ∗ µ̃1 + φ̂
′
σ1

. ∗ σ̃1) + d1u] +

tr[W̃ T
1 Γ−1

W1

˙̂
W 1] + tr[µ̃T

1 Γ−1
µ1

˙̂µ1] +

tr[σ̃T
1 Γ−1

σ1
˙̂σ1]. (25)

选择参数ρ1和神经网络参数自适应调节律为

˙̂ρ1 = −γ1sgn (c1) z1ᾱ1 − γ1ρ̂1, (26)
˙̂

W 1 =ΓW1(φ̂1−φ̂′µ1
. ∗ µ̂1 − φ̂′σ1

. ∗ σ̂1)z1 −
ΓW1δW1Ŵ1, (27)

˙̂µ1 = Γµ1 φ̂
′
µ1

. ∗ (Ŵ1z1)− Γµ1δµ1µ̂1, (28)
˙̂σ1 = Γσ1 φ̂

′
σ1

. ∗ (Ŵ1z1)− Γσ1δσ1σ̂1, (29)

其中γ1, δW1 , δµ1 , δσ1 > 0为设计参数. 令引入的鲁棒
项为

ν1 = z1(‖Ŵ T
1 φ̂′µ1

‖2 + ‖Ŵ T
1 φ̂′σ1

‖2 +

‖φ̂′µ1
. ∗ µ̂1‖2 + ‖φ̂′σ1

. ∗ σ̂1‖2)/η1, (30)

其中η1 > 0为设计参数. 将式(26)(29)代入式(25),有

V̇1 = −k1z
2
1 + c1z1z2 − v1z1 + z1ε1 −

d1uz1 − |c1|ρ̃1ρ̂1 − tr(W̃ T
1 δW1Ŵ1)−

tr(µ̃T
1 δµ1µ̂1)− tr(σ̃T

1 δσ1σ̂1). (31)

由于逼近定理知神经网络的逼近误差最终有界,不妨
设|ε1| 6 ε1H ,并利用

‖z1‖‖µ∗1‖‖Ŵ T
1 φ̂′µ1

‖ 6

‖z1‖2
‖Ŵ T

1 φ̂′µ1
‖2

η1

+
η1

4
‖µ∗1‖2, (32)

‖z1‖‖σ∗1‖‖Ŵ T
1 φ̂′σ1

‖ 6

‖z1‖2 ‖Ŵ T
1 φ̂′σ1

‖2

η1

+
η1

4
‖σ∗1‖, (33)

‖z1‖‖W ∗T
1 ‖‖φ̂′µ1

. ∗ µ̂1‖ 6

‖z1‖2
‖φ̂′µ1

. ∗ µ̂1‖2

η1

+
η1

4
‖W ∗T

1 ‖2, (34)

‖z1‖‖W ∗T
1 ‖‖φ̂′σ1

. ∗ σ̂1‖ 6

‖z1‖2 ‖φ̂′σ1
. ∗ σ̂1‖2

η1

+
η1

4
‖W ∗T

1 ‖2, (35)

‖z1‖(
√

l‖W ∗T
1 ‖+ ε1H) 6

2‖z1‖2

η1

+
lη1

4
‖W ∗T

1 ‖2 +
η1

4
ε2
1H , (36)

且注意到

2tr(W̃ T
1 Ŵ ) > ‖W̃1‖2 − ‖W ∗

1 ‖2, (37)

2tr(µ̃T
1 µ̂) > ‖µ̃1‖2 − ‖µ∗1‖2, (38)

2tr(σ̃T
1 σ̂) > ‖σ̃1‖2 − ‖σ∗1‖2, (39)

2ρ̃1ρ̂1 > ‖ρ̃1‖2 − ‖ρ1‖2. (40)

将v1代入式(31)得

V̇1 6
−k1z

2
1 + c1z1z2 − |c1|ρ̃1ρ̂1 −

tr(W̃ T
1 δW1Ŵ1)− tr(µ̃T

1 δµ1µ̂1)− tr(σ̃T
1 δσ1σ̂1)−

v1z1 + ‖z1‖ε1H − ‖d1u‖‖z1‖ 6

−k1z
2
1 + c1z1z2 − |c1|

2
(‖ρ̃1‖2 − ‖ρ1‖2)−

δW

2
(‖W̃1‖2 − ‖W ∗

1 ‖2)− δµ1

2
(‖µ̃1‖2 − ‖µ∗1‖2)−

δσ1

2
(‖σ̃1‖2 − ‖σ∗1‖2) +

(2η1 + lη1)
4

‖W ∗T
1 ‖2 +

η1

4
‖µ∗1‖2 +

η1

4
‖σ∗1‖2 +

η1

4
ε2
1H 6

−k1z
2
1 + c1z1z2 − |c1|

2
‖ρ̃1‖2 − δW1

2
‖W̃1‖2 −

δµ1

2
‖µ̃1‖2 − δσ1

2
‖σ̃1‖2 + ∆1, (41)

式中

∆1 =
|c1|
2
‖ρ1‖2 +

(2δW1 + 2η1 + lη1)
4

‖W ∗T
1 ‖2 +

2δµ1 + η1

4
‖µ∗1‖2 +

2δσ1 + η1

4
‖σ∗1‖2 +

η1

4
ε2
1H .

Step 2 对z2微分得

ż2 = F2(x̄2, x3) + c2x3 − α̇1. (42)

定义ρ2 = 1/c2,选取虚拟控制α2为

α2 = ρ̂2ᾱ2, (43)

式中ρ̂2为ρ2的估计值,则式(42)可以写成

ż2 = F2(x̄2, x3) + c2(z3 + α2)− α̇1 =

F2(x̄2, x3) + c2z3 + c2ρ̂2ᾱ2 − α̇1 =

F2(x̄2, x3)+c2z3+ᾱ2+c2ρ̃2ᾱ2−α̇1, (44)

式中ρ̃2 = ρ̂2 − ρ2. 将式(44)重新写成

ż2 = W ∗
2 φ∗2(x̄2, x3) + ε2 +

c2z3 + ᾱ2 + c2ρ̃2ᾱ2 − α̇1, (45)

式中: W ∗
2 φ∗2(x̄2, x3)为理想的RBFNN, ε2为RBFNN
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逼近误差,本文可设计期望的虚拟控制为

ᾱ2 = −k2z2 − ĉ1z1 + α̇1 − Ŵ2φ̂2(x̄2, x3)− v2,

(46)

式中: k2 > 0为待设计的常数, Ŵ2, φ̂2分别为最优权

重W ∗
2和最优基函数φ∗2的估计值, v2为引入的鲁棒项,

由式(58)给出.在式(46)中,由于α1由神经网络、鲁棒

项以及参数ρ̂1构成,求其导数很复杂,在此引入跟踪
微分器对其导数及其本身进行估计,从而避免了直接
对其求导. 下面构建二阶有限时间收敛微分器[27]:{

υ̇1,1 = υ1,2,

ξ2υ̇1,2 = f(υ1,1 − α1, ξυ1,2),
(47)

式中: υ1,1, υ1,2是跟踪微分器的状态, ξ为摄动参数.
f(·)是连续函数且f(0) = 0,本文所有微分器中的函
数选择为

f(υi−1,1 − αi−1, ξυi−1,2) =

−2(υi−1,1 − αi−1)− ξυi−1,2.

微分器(47)的功能是在有限时间内让υ1,1跟踪虚拟控

制信号α1,同时υ1,2跟踪虚拟控制信号α1的导数.

则期望的虚拟控制式(46)可改写成下式:

ᾱ2 = −k2z2 − kυ1z2 − ĉ1z1 +

υ1,2 − Ŵ2φ̂2(x̄2, x3)− v2, (48)

式中: ĉ1为c1的估计值; υ1,2为微分器(47)的状态,即
α1导数的估计; kυ1 > 0为待设计的常数, kυ1z2是非

线性阻滞项,以便抵消由于引入υ1,2带来的误差.

选取Lyapunov函数:

V2 = V1 +
1
2
z2
2 +

|c2|
2γ2

ρ̃2
2 +

1
2λ1

c̃2
1 +

1
2
tr[W̃ T

2 Γ−1
W2

W̃2] +

1
2
tr[µ̃T

2 Γ−1
µ2

µ̃2] +
1
2
tr[σ̃T

2 Γ−1
σ2

σ̃2], (49)

其中:
ρ̃2 = ρ̂2 − ρ2, c̃1 = ĉ1 − c1,

W̃2 = Ŵ2 −W ∗
2 , µ̃2 = µ̂2 − µ∗2,

σ̃2 = σ̂2 − σ∗2 , ΓW2 = Γ T
W2

> 0,

Γµ2 = Γ T
µ2

> 0, Γσ2 = Γ T
σ2

> 0,

µ̂2, σ̂2分别为相应的最优中心点值µ∗2和最优影响范

围σ∗2的估计值, γ2, λ1 > 0为设计参数. 对V2求导得

V̇2 = V̇1 + z2ż2 +
|c2|
γ2

ρ̃2
˙̂ρ2 +

1
λ1

c̃1̇̂c1 + tr[W̃ T
2 Γ−1

W2

˙̂
W 2] +

tr[µ̃T
2 Γ−1

µ2
˙̂µ2] + tr[σ̃T

2 Γ−1
σ2

˙̂σ2] 6

−k1z
2
1 + c1z1z2 − |c1|

2
‖ρ̃1‖2 −

δW1

2
‖W̃1‖2 − δµ1

2
‖µ̃1‖2 − δσ1

2
‖σ̃1‖2 +

∆1 + z2[W ∗
2 φ∗2(x̄2, x3) + ε2 + c2z3 +

ᾱ2 + c2ρ̃2ᾱ2 − α̇1] +
|c2|
γ2

ρ̃2
˙̂ρ2 +

1
λ1

c̃1
˙̂c1 + tr[W̃ T

2 Γ−1
W2

˙̂
W 2] +

tr[µ̃T
2 Γ−1

µ2
˙̂µ2] + tr[σ̃T

2 Γ−1
σ2

˙̂σ2]. (50)

将式(48)代入上式得

V̇2 6 −k1z
2
1 −

|c1|
2
‖ρ̃1‖2 − δW1

2
‖W̃1‖2 −

δµ1

2
‖µ̃1‖2 − δσ1

2
‖σ̃1‖2 + ∆1 −

k2z
2
2 + c2z2z3 − c̃1z1z2 + c2ρ̃2z2ᾱ2 −

kυ2z
2
2 + z2(υ1,2 − α̇1) +

1
λ1

c̃1̇̂c1 −

z2[Ŵ2φ̂2(x̄2, x3)−W ∗
2 φ∗2(x̄2, x3)] +

tr[W̃ T
2 Γ−1

W2

˙̂
W 2] + tr[µ̃T

2 Γ−1
µ2

˙̂µ2] +

tr[σ̃T
2 Γ−1

σ2
˙̂σ2]+z2ε2−z2v2+

|c2|
γ2

ρ̃2
˙̂ρ2.

(51)

由式(3)可得

V̇2 6 −k1z
2
1 −

|c1|
2
‖ρ̃1‖2 − δW1

2
‖W̃1‖2 −

δµ1

2
‖µ̃1‖2 − δσ1

2
‖σ̃1‖2 + ∆1 − k2z

2
2 +

c̃1(
1
λ1

˙̂c1 − z1z2) + tr[W̃ T
2 Γ−1

W2

˙̂
W 2] +

c2z2z3 + z2ε2 − z2v2 + tr[µ̃T
2 Γ−1

µ2
˙̂µ2] +

tr[σ̃T
2 Γ−1

σ2
˙̂σ2]− kυ2z

2
2 + z2(υ1,2 − α̇1) +

|c2|
γ2

ρ̃2( ˙̂ρ2 + γ2sgn(c2)z2ᾱ2)−

z2[W̃ T
2 (φ̂2 − φ̂′µ2

. ∗ µ̂2 − φ̂′σ2
. ∗ σ̂2) +

Ŵ T
2 (φ̂′µ2

. ∗ µ̃2 + φ̂′σ2
. ∗ σ̃2) + d2u]. (52)

选择参数ρ2, c1和神经网络参数自适应调节律为

˙̂ρ2 = −γ2sgn(c2)z2ᾱ2 − γ2ρ̂2, (53)
˙̂c1 = λ1z1z2 − λ1ĉ1, (54)
˙̂

W 2 = ΓW2(φ̂2 − φ̂′µ2
. ∗ µ̂2 −

φ̂′σ2
. ∗ σ̂2)z2 − ΓW2δW2Ŵ2, (55)

˙̂µ2 = Γµ2 φ̂
′
µ2

. ∗ (Ŵ2z2)− Γµ2δµ2µ̂2, (56)
˙̂σ2 = Γσ2 φ̂

′
σ2

. ∗ (Ŵ2z2)− Γσ2δσ2σ̂2, (57)

其中γ2, λ1, δW2 , δµ2 , δσ2 > 0为设计参数.

令引入的鲁棒项为

v2 =
z2

η2

(‖Ŵ T
2 φ̂′µ2

‖2 + ‖Ŵ T
2 φ̂′σ2

‖2 +

‖φ̂′µ2
. ∗ µ̂2‖2 + ‖φ̂′σ2

. ∗ σ̂2‖2), (58)
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其中η2 > 0为设计参数. 由于逼近定理知神经网络的
逼近误差最终有界,不妨设|ε2| 6 ε2H,将式(53)(57)
代入式(52),同理,利用第1步中所用的不等式得

V̇2 6

−k1z
2
1 −

|c1|
2
‖ρ̃1‖2 − δW1

2
‖W̃1‖2 −

δµ1

2
‖µ̃1‖2 − δσ1

2
‖σ̃1‖2 + ∆1 − k2z

2
2 +

c2z2z3 − v2z2 + z2ε2 − d2uz2

−|c2|ρ̃2ρ̂2 − c̃1ĉ1 − tr(W̃ T
1 δW1Ŵ1)−

tr(µ̃T
1 δµ1µ̂1)− tr(σ̃T

1 δσ1σ̂1)−
kυ2z

2
2 + z2(υ1,2 − α̇1) 6

−k1z
2
1 −

|c1|
2
‖ρ̃1‖2 − δW1

2
‖W̃1‖2 −

δµ1

2
‖µ̃1‖2 − δσ1

2
‖σ̃1‖2 + ∆1 − k2z

2
2 +

c2z2z3 − δW2

2
(‖W̃2‖2 − ‖W ∗

2 ‖2) +
η2

4
ε2
2H −

1
2
(‖c̃1‖2 − ‖c1‖2)− δµ2

2
(‖µ̃2‖2 − ‖µ∗2‖2)−

δσ2

2
(‖σ̃2‖2 − ‖σ∗2‖2)− |c2|

2
(‖ρ̃2‖2 − ‖ρ2‖2) +

2η2 + lη2

4
‖W ∗T

2 ‖2 +
η2

4
‖µ∗2‖2 +

η2

4
‖σ∗2‖2 −

kυ2(z2 − (υ1,2 − α̇1)
2kυ2

)2 +
(υ1,2 − α̇1)

2

4kυ2

6

−k1z
2
1 −

|c1|
2
‖ρ̃1‖2 − δW1

2
‖W̃1‖2 − δµ1

2
‖µ̃1‖2 −

δσ1

2
‖σ̃1‖2 − k2z

2
2 + c2z2z3 − |c2|

2
‖ρ̃2‖2 −

1
2
‖c̃1‖2 − δW2

2
‖W̃2‖2 − δµ2

2
‖µ̃2‖2 −

δσ2

2
‖σ̃2‖2 + ∆2 − kυ2(z2 − (υ1,2 − α̇1)

2kυ2

)2, (59)

式中:

∆2 = ∆1 +
|c2|
2
‖ρ2‖2 +

1
2
‖c1‖2 +

(υ1,2 − α̇1)
2

4kυ2

+

(2δW2 + 2η2 + lη2)
4

‖W ∗T
2 ‖2 +

η2

4
ε2
2H +

2δµ2 + η2

4
‖µ∗2‖2 +

2δσ2 + η2

4
‖σ∗2‖2,

∆2中第４项(υ1,2 − α̇1)
2/(4kυ2)与设计的跟踪微分器

(47)有关,很显然它是有界的,因为式(47)是收敛的跟
踪微分器.

Step i (3 6 i 6 n− 1.)对微分得

żi = Fi(x̄i + xi+1) + cixi+1 − α̇i−1. (60)

定义ρi = 1/ci,选取虚拟控制αi为

αi = ρ̂iᾱi, (61)

式中ρ̂i为ρi的估计值,则式(60)可以写成

żi = Fi(x̄i + xi+1) + ci(zi+1 + αi)− α̇i−1 =

Fi(x̄i + xi+1) + cizi+1 + ciρ̂iᾱi − α̇i−1 =

Fi(x̄i + xi+1) + cizi+1 + ᾱi + ciρ̃iᾱi − α̇i−1,

(62)

式中ρ̃i = ρ̂i − ρi,根据万能逼近定理,本文可以将式
(62)重新写成

żi = W ∗
i φ∗i (x̄i, xi+1) + εi + cizi+1 +

ᾱi + ciρ̃iᾱi − α̇i−1, (63)

式中W ∗
i φ∗i (x̄i, xi+1)为理想的RBFNN,本文可以设

计期望的虚拟控制为

ᾱi = −kizi − ĉi−1zi−1 + α̇i−1 −
Ŵiφ̂i(x̄i, xi+1)− vi, (64)

式中: ki > 0为待设计的常数, Ŵi, φ̂i分别为最优权

重W ∗
i 和最优基函数φ∗i的估计值, vi为引入的鲁棒项.

令引入的鲁棒项为

vi = zi(‖Ŵ T
i φ̂′µi

‖2 + ‖Ŵ T
i φ̂′σi

‖2 +

‖φ̂′µi
. ∗ µ̂i‖2 + ‖φ̂′σi

. ∗ σ̂i‖2)/ηi, (65)

其中ηi > 0为设计参数. 由于逼近定理知神经网络的
逼近误差最终有界,不妨设|εi| 6 εiH .

在式(64)中,由于αi−1由神经网络、鲁棒项以及参

数ρ̂i−1, ĉi−2(3 6 i 6 n− 1)构成,求其导数很复杂,
同理,在此本文引入跟踪微分器对其导数及其本身进
行估计,从而避免了直接对其求导. 下面是构建的二
阶有限时间收敛微分器:{

υ̇i−1,1 = υi−1,2,

ξ2υ̇i−1,2 = f (υi−1,1 − αi−1, ξυi−1,2) ,
(66)

式中υi−1,1, υi−1,2是跟踪微分器的状态, ξ为摄动参数.

则期望的虚拟控制式(64)可以改写成下式:

ᾱi = −kizi − kυ(i−1)zi − ĉi−1zi−1 +

υi−1,2 − Ŵiφ̂i(x̄i, xi+1)− vi, (67)

式中: ĉi−1为ci−1的估计值; υi−1,2为微分器(66)的状
态,即αi−1导数的估计; kυ(i−1) > 0为待设计的常数,
kυ(i−1)zi是非线性阻滞项,以便抵消由于引入υi−1,2带

来的误差. 选取Lyapunov函数:

Vi = Vi−1 +
1
2
z2

i +
|ci|
2γi

ρ̃2
i +

1
2λi−1

c̃2
i−1 +

1
2
tr[W̃ T

i Γ−1
Wi

W̃i] +
1
2
tr[µ̃T

i Γ−1
µi

µ̃i] +

1
2
tr[σ̃T

i Γ−1
σi

σ̃i], (68)

其中: ρ̃i = ρ̂i − ρi, c̃i−1 = ĉi−1 − ci−1, W̃i = Ŵi −
W ∗

i , µ̃i = µ̂i−µ∗i , σ̃i = σ̂i− σ∗i , µ̂i, σ̂i分别为相应
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的最优中心点值µ∗i和最优影响范围σ∗i的估计值,
ΓWi

= Γ T
Wi

> 0, Γµi
= Γ T

µi
> 0, Γσi

= Γ T
σi

> 0,
γi, λi−1 > 0为设计参数.

选择参数ρi, ci−1和神经网络参数自适应调节律为

˙̂ρi = −γisgn(ci)ziᾱi − γiρ̂i, (69)
˙̂ci−1 = λi−1zi−1zi − λi−1ĉi−1, (70)
˙̂

W i = ΓWi
(φ̂i − φ̂′µi

. ∗ µ̂i − φ̂′σi
. ∗ σ̂i)zi −

ΓWi
δWi

Ŵi, (71)
˙̂µi = Γµi

φ̂′µi
. ∗ (Ŵizi)− Γµi

δµi
µ̂i, (72)

˙̂σi = Γσi
φ̂′σi

. ∗ (Ŵizi)− Γσi
δσi

σ̂i, (73)

其中γi, λi−1, δWi
, δµi

, δσi
> 0为设计参数.

同理,利用第2步中的思路,对式(68)微分得

V̇i 6 −
i∑

j=1

(kjz
2
j +

|ci|
2
‖ρ̃i‖2 +

δWj

2
‖W̃j‖2 +

δµj

2
‖µ̃j‖2 +

δσj

2
‖σ̃j‖2)−

i∑
j=2

[kυ(j−1)(zj − (υj−1,2 − α̇j−1)
2kυ(j−1)

)
2

+

1
2
|c̃j−1|2] + cizizi+1 + ∆i, (74)

式中

∆i =

∆i−1+
|ci|
2
‖ρ2‖2+

1
2
|ci−1|2+(υi−1,2−α̇i−1)

2

4kυi

+

(2δWi
+ 2ηi + lηi)

4
‖W ∗T

i ‖2 +
2δµi

+ ηi

4
‖µ∗i ‖2 +

2δσi
+ ηi

4
‖σ∗i ‖2 +

ηi

4
ε2

iH ,

∆2中第4项(υi−1,2 − α̇i−1)
2/(4kυi

)与设计的跟踪微
分器(66)有关,很显然它是有界的,因为式(66)是收敛
的跟踪微分器.

Step n 对zn微分得

żn = Fn(x̄n + u) + cnu− α̇n−1. (75)

定义ρn = 1/cn,选取控制u为

u = ρ̂nū, (76)

式中ρ̂n为ρn的估计值,则式(75)可以写成

żn = Fn(x̄n + u) + cnρ̂nū− α̇i−1 =

Fn(x̄n + u) + ū + cnρ̃nū− α̇i−1, (77)

式中ρ̃n = ρ̂n − ρn,根据万能逼近定理,最后的控制
本文可以将式(77)重新写成

żn = W ∗
nφ∗n(x̄n, u) + εn + ū + cnρ̃nū− α̇n−1,

(78)

式中W ∗
nφ∗n(x̄n, u)为理想的RBFNN,本文可以设计

期望的控制为

ū = −knzn − ĉn−1zn−1 + α̇n−1 −
Ŵnφ̂n(x̄n, u)− vn,

式中: kn > 0为待设计的常数, Ŵn, φ̂n分别为最优权

重W ∗
n和最优基函数φ∗n的估计值, vn为引入的鲁棒项.

由于其他神经网络参数都是系统状态xi(i = 1, · · · ,

n)的函数,则由引理3本文可以为Fn(x̄n + u)构建静
态RBF网络,从而避免了式(79)中代数环的产生,则
式(79)中可以写成

ū = −knzn − ĉn−1zn−1 + α̇n−1 − Ŵnφ̂n(x̄n)− vn.

(79)

令引入的鲁棒项为

vn = zn(‖Ŵ T
n φ̂′µn

‖2 + ‖Ŵ T
n φ̂′σn

‖2 +

‖φ̂′µn
. ∗ µ̂n‖2 + ‖φ̂′σn

. ∗ σ̂n‖2)/ηn, (80)

其中ηn > 0为设计参数. 由于逼近定理知神经网络的
逼近误差最终有界,不妨设|εn| 6 εnH . 在式(80)中,
由于αn−1由神经网络、鲁棒项以及参数ρ̂n−1, ĉn−2构

成,求其导数很复杂,同理,在此本文引入跟踪微分器
对其导数及其本身进行估计,从而避免了直接对其求
导. 下面构建二阶有限时间收敛微分器:{

υ̇n−1,1 = υn−1,2,

ξ2υ̇n−1,2 = f(υn−1,1 − αn−1, ξυn−1,2),
(81)

式中: υn−1,1, υn−1,2是跟踪微分器的状态, ξ为摄动参

数. 则期望的控制式(80)可以改写成下式:

ū = −knzn − kυ(n−1)zn − ĉn−1zn−1 +

υn−1,2 − Ŵnφ̂n(x̄n)− vn, (82)

式中: ĉn−1为cn−1的估计值; υn−1,2为微分器(82)的状
态,即αn−1导数的估计; kυ(n−1) > 0为待设计的常数,
而kυ(n−1)zn是非线性阻滞项,以便抵消由于引入
υn−1,2带来的误差.

选取Lyapunov函数:

Vn = Vn−1 +
1
2
z2

n +
|cn|
2γn

ρ̃2
n +

1
2λn−1

c̃2
n−1 +

1
2
tr[W̃ T

n Γ−1
Wn

W̃n] +

1
2
tr[µ̃T

nΓ−1
µn

µ̃n] +
1
2
tr[σ̃T

n Γ−1
σn

σ̃n], (83)

其中: ρ̃n = ρ̂n−ρn, c̃n−1 = ĉn−1−cn−1, W̃n = Ŵn−
W ∗

n , µ̃n = µ̂n − µ∗n, σ̃n = σ̂n − σ∗n, µ̂n, σ̂n分别为

相应的最优中心点值µ∗n和最优影响范围σ∗n的估计值,

ΓWn
= Γ T

Wn
> 0, Γµn

= Γ T
µn

> 0, Γσn
= Γ T

σn
> 0,

γn, λn−1 > 0为设计参数.

选择参数ρn, cn−1和神经网络参数自适应调节律
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为

˙̂ρn = −γnsgn(cn)znū− γnρ̂n, (84)
˙̂cn−1 = λn−1zn−1zn − λn−1ĉn−1, (85)
˙̂

W n = ΓWn
(φ̂n − φ̂′µn

. ∗ µ̂n − φ̂′σn
. ∗ σ̂n)zn −

ΓWn
δWn

Ŵn, (86)
˙̂µn = Γµn

φ̂′µn
. ∗ (Ŵnzn)− Γµn

δµn
µ̂n, (87)

˙̂σn = Γσn
φ̂′σn

. ∗ (Ŵnzn)− Γσn
δσn

σ̂n, (88)

其中γn, λn−1, δWn
, δµn

, δσn
> 0为设计参数.

同理,利用第2步中的思路,对式(84)微分得

V̇n 6 −
n∑

j=1

(kjz
2
j +

|ci|
2
‖ρ̃i‖2 +

δWj

2
‖W̃j‖2 +

δµj

2
‖µ̃j‖2 +

δσj

2
‖σ̃j‖2) + ∆n −

n∑
j=2

[kυ(j−1)(zj− (υj−1,2−α̇j−1)
2kυ(j−1)

)
2

+
1
2
|c̃n−1|2],

(89)

式中:

∆n =

∆n−1 +
|cn|
2
‖ρn‖2 +

1
2
|cn−1|2 +

(υn−1,2−α̇n−1)
2

4kυ(n−1)

+
(2δWn

+2ηn+lηn)
4

‖W ∗T
n ‖2 +

2δµn
+ ηn

4
‖µ∗n‖2 +

2δσn
+ ηn

4
‖σ∗n‖2 +

ηn

4
ε2

nH ,

∆n中第4项(υn−1,2 − α̇n−1)
2/4kυ(n−1)与设计的跟踪

微分器(82)有关,很显然它是有界的,因为式(82)是收
敛的跟踪微分器. 所以有

V̇n 6 −βVn + ∆n, (90)

式中

β = min
16i6n
26j6n

{2ki, γi, λj−1,
δWi

λmax(Γ−1
Wi

)
,

δµi

λmax(Γ−1
µi

)
,

δσi

λmax(Γ−1
σi

)
}.

综上所述,可得如下结论.

定定定理理理 2 考虑系统(1),在假设1和假设3的前提
下,采用虚拟控制量式(18)(43)(61)(76),参数调节律
和全调节RBFNN各参数调节律采用式(26)(29)(53)
(57)(69)(73)(85)(89),则定义的新的状态变量zi(i =
1, · · · , n)以及神经网络各参数估计误差均有界且指
数收敛到系统原点的一个领域:

Ω = {zi, W̃i, µ̃i, σ̃i, i = 1, · · · , n|Vn 6 2∆n/β},
(91)

并且原系统的状态xi(i = 1, · · · , n)也有界,即指数收

敛到系统原点的某个领域内.

证证证 由上面的设计过程,很显然可以看出定义的
新的状态变量zi(i = 1, · · · , n)以及神经网络各参数
估计误差均有界且指数收敛到系统原点的一个领域,
该领域如式(92)所示. 由式(17)可知x1收敛到Ω内,并
且由参数调节律和全调节RBFNN各参数调节律表达
式可以看出,它们都是有界的,故ᾱ1和α1也是有界的.
因为z2 = x2 − α1 ∈ Ω,所以可以得出x2也是有界的.
以此类推,可以得出原系统的状态xi(i = 1, · · · , n)是
有界的. 证毕.

注注注 1 从式(92)可以看出,通过调整ki, γi, λj , δWi
, δµi ,

δσi , ΓWi
, Γµi , Γσi , ηi(i = 1, · · · , n, j = 1, · · · , n− 1)的 值

可以调节收敛速度和收敛域的大小.

注注注 2 当x1 → 0时, Ŵ1φ̂1 → 0, v1 → 0,进而得出ᾱ1,

α1 → 0;由z2 = x2−α1 → 0又可得出x2 → 0,依次类推,可

以得出xi → 0, i = 3, · · · , n.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation studies)
为了更好地说明本文所提方法的有效性,本文的

研究对象采用参考文献[10]的研究对象,同时将本文
方法与参考文献[10]的设计方案进行了对比.

考虑下面二阶SISO非仿射非线性系统如下[10]:



ẋ1 = x1 + x2 +
x3

2

5
,

ẋ2 = x1x2 + u +
u3

7
,

式中:

f1(x1, x2) = x1 + x2 +
x3

2

7
,

f2(x̄2, u) = x1x2 + u +
u3

7
为未知非线性.

控制目标是设计控制器,使系统的状态从任意初
始状态渐近稳定到平衡点.

参考文献中仿真参数设置为: k1 = k2 = 20, Γ1 =
Γ2 = 2, σ1 = σ2 = 0.2, Ŵi(0) = 0, i = 1, 2,参考文
献中神经网络Ŵ T

1 S1(Z1)选取25个节点, µ1均匀分

布在[−4, 4]× [−4, 4],神经网络Ŵ T
2 S2(Z2)选取135

个节点,均匀分布在

[−4, 4]× [−4, 4]× [−4, 0]× [−6, 6],

详细的控制器形式见参考文献[10].

本文所描述方法的参数设置为

k1 = k2 = 20, γ1 = γ2 = λ1 = 1, η1 = η2 = 0.2;

ΓW1 = Γµ1 = Γσ1 = 2× Inode1,

Inode1∈Rnode1为单位阵, node1=5为第1个RBFNN
的节点数目, δW1 = δµ1 = δσ1 =3; ΓW2 = Γµ2 = Γσ2

= 2× Inode2, Inode2 ∈ Rnode2为单位阵, node2 = 5
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为第2个RBFNN的节点数目, δW2 =δµ2 =δσ2 =3. 初
始值设置为ρ̂1(0)= ρ̂2(0)= ĉ1(0) = 0.5; RBFNN初
始值设置为

Ŵ1(0) = Ŵ2(0) = 0, µ̂1(0) = µ̂2(0) = 0,

σ̂1,i(0) = σ̂2,j(0) = 0.1,

i = 1, · · · ,node1; j = 1, · · · ,node2.

微分器初始值设置为υ1,1(0) = υ1,2(0) = 0.

仿真时系统的初始值选取为

x1(0) = 6, x2(0) = −3,

仿真步长都设置为0.001 s,且仿真计算机配置为CPU
为Core i52.67 GHz,而内存为2 G.仿真结果见表1和
图1–5.

表 1 性能比较
Table 1 Performance comparison

方案 |e|2 + |u|2 |e| |u| 耗时 / s

本文设计方案 3.3514× 105 274.5508 1.7136× 103 8.857465

文献[10]方案 5.5101× 106 161.2557 3.1602× 103 68.408631

图 2 状态轨迹
Fig. 2 State trajectory

图 3 控制量u和虚拟控制量α1

Fig. 3 Control u and virtual control α1

图2表示系统状态轨迹,从该图可以看出,所提
出的设计方案和文献[10]的设计方案一样可以很好
地实现非仿射非线性系统的控制,结合表1可以看
出系统状态在两种控制律下最后都收敛到原系统零

点很小的范围内,本文中该范围的大小约为0.0275,
文献[10]中该范围的大小约为0.0161. 与文献[10]
中的设计方案相比,尽管由此不能得出本文方案在
跟踪性能上具有显著优点,但是却表明本文的设计
思路不同于文献[10]的思路. 本文利用全调节
RBFNN和微分器分别估计未知非线性和虚拟控制
量的导数,而不是像[10]中那样直接利用神经网络
构建理想的隐含控制器,从而减少了神经网络输入
的数量,避免了虚拟控制量偏导数的求解. 本文中
神经网络的输入数量不多于子系统中所涉及到状态

的数量,而文献[10]中神经网络的输入数量近于子
系统中所涉及到状态数量的两倍.

图 4 W1和W2的范数

Fig. 4 Norms of W1 and W2
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图3表示控制量和虚拟控制量,从该图以及局部
放大图可以看出,本文设计方案所需控制量小于参
考文献中的设计方案所需控制量大小,结合表1可
以更清楚地看出这点,尤其是在开始时刻.本文方案
需要的控制量远远小于参考文献中方案所需要的控

制量. 图4表示神经网络权值的范数. 图5表示本文
方案所涉及到的增益参数自适应律.图6表示未知
非线性fi及未知非线性F̂i,虽然fi及Fi不同,但是随
着状态趋向于零,有F̂i → fi,所以在图中F̂i的曲线

最后与fi的曲线重合了. 综上,本文所提设计方案要
优于文献[10]中的方案,尤其是在运行时间上.

图 5 参数自适应曲线
Fig. 5 Adaptive curves of parameters

图 6 未知非线性fi及未知非线性Fi的估计

Fig. 6 Unknown nonlinear fi and estimations of unknown
nonlinear Fi

6 结结结论论论(Conclusions)
本文针对非仿射非线性系统提出了基于全调

节RBFNN的自适应自抗扰控制设计方案,该思想方
便利用backstepping为非仿射非线性系统设计控制

律,同时便于利用仿射系统领域现有的成果来处理
非仿射系统.在该设计方案的框架下,本文也可以
采用其他的未知非线性函数估计方法,例如扩展状
态观测器、模糊系统理论、小波神经网络等,根据
输入状态稳定性理论,只要这些估计方法的逼近误
差一致有界,就能保证最后的闭环系统一致有界.
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