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摘要:研究了一类离散混沌系统信息受限条件下的同步问题.将具有离散形式的混沌驱动系统和具有控制输入的响
应系统通过一个有限容量信道的通讯网络进行连接. 在这种情况下,设计了合适的编解码方法使得传输误差在一定的条
件下达到渐近稳定. 同时,在线性矩阵不等式条件下,获得了同步误差方程关于传输误差是输入状态稳定,从而实现了
混沌系统在信道容量有限条件下的完全同步.最后,通过Fold混沌系统验证了本文方法的有效性.
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Synchronization for a class of discrete-time chaotic control systems
under communication constraints
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Abstract: We investigate the controlled synchronization problem for a class of discrete-time chaotic systems subject
to limited communication capacity. A chaotic master system and response system with a controller are connected via a
limited capacity channel. In this case, a practical coder-decoder pair is designed such that the transmission error decays
to zero exponentially under proper conditions. Meanwhile, input-to-state stability of the synchronization error system
with regard to the transmission error is obtained under a proposed linear matrix inequality condition. Thus, the complete
synchronization between the master system and the slave system can be reached via a limited communication channel. A
simulation example for the Fold chaotic system is presented to illustrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
过去几十年里,混沌同步由于在保密通信、化学反

应和信息处理等各种不同的领域内有着成功的应用

而被广泛地研究.目前,许多混沌系统的研究已经比
较全面,并且人们也获得了不少实现同步的方法[1–8].
近年来,随着网络通信技术的巨大发展,网络控制系
统的研究日益受到广泛关注,并取得了长足的进
步[9–11]. 鉴于网络传输媒介自身的物理特性,使得传
输带宽受限这类问题备受关注,关于信息受限下的网
络化控制系统的研究也已取得许多结果[12–17]. 然而,
由于混沌系统的复杂性,有关信息受限下混沌同步问
题的研究还很少[18–23]. 当两个混沌系统通过有限容
量的传输信道进行连接时,因为混沌系统对初始条件
的极端敏感性将可能导致同步无法实现,所以信道容
量有限这一因素就不能被忽视.

文献[18]中明确指出了信道容量有限对混沌同步
造成的影响.但作者在利用符号动力学的方法实现同
步误差充分小时要有足够长的等待时间和字段,这不
利于实际操作,结果并不十分理想.文献[19–20]研究
了一类信息受限下的混沌量化同步问题.作者假设驱
动系统的单输出以固定采样周期通过有限容量信道

到达响应系统.结果表明,只有在信道容量无穷大情
况下,完全同步才可能实现. 否则,同步误差在信息受
限条件下只能做到终究有界. 文献[21]也研究了一类
混沌系统在信道容量有限情况下的同步问题,作者结
合了系统参数对编解码器进行设计,最终实现了混沌
系统的完全同步.但需要指出的是,该文的驱动系统
和响应系统是完全相同的. 并且若将上述方法推广到
离散混沌系统将会产生新的困难.因为文中是通过极
限的定义来完成编解码器在采样时刻的状态更新. 而
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这种极限定义在离散情形下是没有任何意义的. 因此
如何克服这一困难就成为本文需要解决的一个关键

问题.

基于以上分析,本文考虑方程更为一般的一类离
散混沌系统的同步问题.目标是要在信息受限的情况
下,通过设计合理的算法实现该混沌系统的完全同步
而非终究有界. 并且为了克服所提的编解码器状态在
采样时刻更新带来的困难,本文将通过在编解码设计
中添加辅助系统的方法来解决此时离散系统极限无

定义这一难点. 进一步,利用线性矩阵不等式条件,给
出控制器的设计方法以及实现混沌系统完全同步的

充分条件.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑离散时间驱动系统:

x(k + 1) = Ax(k) + Df(x(k)), x(0) = x0, (1)

其中: x ∈ Rn是驱动系统的状态;响应系统为

y(k + 1) = Ay(k) + Df(y(k)) + u, y(0) = y0,

(2)

其中: y ∈ Rn是响应系统的状态, D是适维矩阵, u是

控制输入;初始条件x0 ∈ Ω,而Ω是已知的有界集合.
假设向量函数f(x)在有界集Ω上满足Lipschitz条件,
即存在常数L > 0,使得对于任意x, y ∈ Ω,有

‖f(x)− f(y)‖6 L‖x− y‖. (3)

注注注 1 很多混沌系统具有形如系统(1)的形式,如: He-

non混沌系统, Fold混沌系统,等等. 然而,到目前为止,关于

这类混沌系统在信息受限条件下的研究还较少.

在本文考虑的同步问题中,如图1所示. 驱动系统
和响应系统经由有限容量信道的通讯网络进行连接.
由于仅有有限位字节的信息可以通过网络进行传输,
因此信息通过网络需要采样和量化. 本文采用如下编
解码方法. 具体来讲,对于给定的采样周期T > 0,编
码信号h(jT )(j = 1, 2, · · · )在jT时刻通过网络进行

传输.在远程接收端,解码器对接收到的编码信号进
行解码以构建驱动系统的估计状态x̂,并设计控制输
入u(k)(jT 6 k 6 (j + 1)T ).

图 1 信息受限下的混沌同步

Fig. 1 Chaotic synchronization under information constraints

由于不同的量化方法可能引起不同的量化误差,
从而对系统性能也会造成不同的影响.因此,为了能
实现混沌系统信息受限下的完全同步,进行合理的信

息编码和解码是十分必要的. 在本文的控制模型中,
编码器和解码器分别采取如下形式:

编编编码码码器器器

h(jT ) = Jj(x(·)|jT
0 ), (4)

解解解码码码器器器

x̂(k)|(j+1)T
jT = Lj(h(T ), h(2T ), · · · , h(jT )), (5)

其中:Jj是编码映射,它在k = jT时刻将系统(1)的状
态x(k)映射到码字h(jT )(j = 1, 2, · · · ). Lj(j = 1,

2, · · · )是待定的解码映射,它利用接收到的码字
h(jT )重构驱动系统的状态. 本文的控制目标就是合
理设计具有上述形式的编解码函数实现混沌系统的

完全同步.

在描述本文的编解码器之前,首先回顾下面的一
致量化方法[16]. 选取数N满足N = qn,其中q是一正

整数. 对任意给定的常数a > 0,将超立方体B(0, a)
= {x ∈ Rn|‖x‖∞ 6 a}等分成N = qn个小的超立方

体I(a) = I1
i1
(a)× I2

i2
(a)×· · ·× In

in
(a),其中ij ∈ {1,

2, · · · , q}(j = 1, 2, · · · , n),且有



I i
1(a) = {xi : −a 6 xi < −a +

2a

q
},

I i
2(a) = {xi : −a +

2a

q
6 xi < −a +

4a

q
},

...

I i
q(a) = {xi : a− 2a

q
6 xi 6 a},

(6)

定义立方体I(a)的中心Ca(i1, i2, · · · , in)为

[− a +
2i1 − 1

q
a,−a +

2i2 − 1
q

a, · · · ,

− a +
2in − 1

q
a]T,

则在上述状态一致划分下,对任意x ∈ B(0, a),存在
唯一的一组整数ij ∈ {1, 2, · · · q}(j = 1, 2, · · · ),使
得x ∈ I(a) ⊂ B(0, a).

下面给出本文的编码器和解码器:

编编编码码码器器器 当x(jT )− x̄(jT ) ∈ I(a(j))时,

h(jT ) = {i1, i2, · · · , in}, (7)

其中x̄(k)是以下辅助系统的解:{
x̄(0) = 0, x̄(k) = x̂(k), k 6= jT,

x̄(jT ) = Ax̂(jT − 1) + Df(x̂(jT − 1)).
(8)

解解解码码码器器器 当h(jT ) = {i1, i2, · · · , in}时,



x̂(0) = 0,

x̂(k + 1) = Ax̂(k) + Df(x̂(k)), k 6= jT − 1,

x̂(jT ) = x̄(jT ) + Ca(j)(i1, i2, · · · , in).
(9)

注注注 2 根据状态的一致划分(6)和编码器的定义(7)可
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知,数N的选取是由信道的传输能力来确定的. 即,数N的大

小代表着通信信道的传输能力.另外,值得注意的是,系

统(9)的状态每隔T步就会被更新一次. 在文献[16]中,编解码

器状态的更新利用了极限定义.然而,这种定义对离散系统是

无意义的. 为此本文通过设计辅助系统的方法有效地克服了

这一困难.这与连续系统处理方法有着显著区别.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
记传输误差为e(k) = x(k)− x̂(k) . 在给出本文

的主要结果之前,首先证明通过上面的编解码方法,
传输误差在满足一定的条件下能衰减到零. 记

M0 = sup
x0∈Ω

‖x0‖∞, a(0) = M0,

a(1) = ρM0, a(j + 1) = ρa(j), j = 1, 2, · · · ,

其中ρ = µ/q, µ =
√

n(‖A‖+ ‖D‖L)T.

定定定理理理 1 假定正整数q满足

q >
√

n(‖A‖+ ‖D‖L)T, (10)

则根据上述定义的编解码器(7)–(9),传输误差渐近衰
减到零.

证证证 首先,证明对任意的j > 1,有

x(jT )− x̄(jT ) ∈ B(0, a(j)). (11)

当j = 1时,根据状态划分和编解码器定义,可知

‖x(T )− x̄(T )‖ =

‖Ax(T − 1)−Ax̂(T − 1) +

Df(x(T − 1))−Df(x̂(T − 1))‖ 6
(‖A‖+ ‖D‖L)T‖x(0)− x̂(0)‖.

进 一 步, 有 ‖x(T )− x̄(T )‖∞ 6 µ‖x(0)− x̂(0)‖∞
6 a(1).因此, j = 1时式(11)成立. 假设第 j步时式

(11)成立,可证第j + 1步时仍成立. 事实上

‖x((j + 1)T )− x̄((j + 1)T )‖ =

‖Ax((j + 1)T − 1)−Ax̂((j + 1)T − 1) +

Df(x((j + 1)T − 1))−Df(x̂((j + 1)T − 1))‖ 6
(‖A‖+ ‖D‖L)T‖x(jT )− x̂(jT )‖,
进一步,有

‖x((j + 1)T )− x̄((j + 1)T )‖∞ 6
µ‖x(jT )− x̂(jT )‖∞ =

µ‖x(jT )− x̄(jT )− Ca(j)(i1, i2, · · · , in)‖∞.

由于x(jT )− x̄(jT )和Ca(j)(i1, i2, · · · , in)同在B(0,

a(j))内,可知

‖x(jT )− x̄(jT )− Ca(j)(i1, i2, · · · , in)‖ 6 a(j)
q

,

从而

‖x((j + 1)T )− x̄((j + 1)T )‖∞ 6 a(j + 1).

根据数学归纳原理,式(11)对于任意的j > 1成立. 接
下来证明:

lim
k→∞

‖x(k)− x̂(k)‖ = 0.

注意到传输误差方程为

e(k + 1) =

A(x(k)− x̂(k)) + D(f(x(k))− f(x̂(k))),

对任意的正整数k,不妨设jT 6 k 6 (j + 1)T ,则

‖e(k)‖6 (‖A‖+ ‖D‖L)k−jT‖x(jT )− x̂(jT )‖ 6
max
06i6T

{(‖A‖+ ‖D‖L)i}‖x(jT )− x̂(jT )‖.
进一步,有

‖e(k)‖∞ 6
max
06i6T

{(‖A‖+ ‖D‖L)i}√n‖x(jT )− x̂(jT )‖∞ 6

a(j)
q

max
06i6T

{(‖A‖+ ‖D‖L)i}√n.

根据a(j)的定义,迭代可得

‖e(k)‖∞ 6 a(0)
q

max
06i6T

{(‖A‖+ ‖D‖L)i}ρj
√

n.

通过定理中条件(10),可知结论成立. 证毕.

注注注 3 上述定理说明了当信道容量满足一定条件时,

只要合理地设计传输方式,传输误差就能实现渐近趋于零.

接下来,开始考虑驱动系统(1)和响应系统(2)的同
步问题.本文中,考虑如下静态反馈控制:

u(k) = K(y(k)− x(k)), (12)

其中K是控制增益矩阵. 由于量化的影响,式(12)不
可能被直接实施反馈,因为此时状态x是不可利用的.
取而代之,本文用如下反馈形式

u(k) = K(y(k)− x̂(k)). (13)

记同步误差为η = y − x,则驱动系统(1)和响应系
统(2)的同步误差方程可描述为如下形式:

η(k + 1) = (A + K)η(k) + D(f(y(k))−
f(x(k))) + Ke(k). (14)

下面给出驱动系统(1)和响应系统(2)同步的充分
条件.

定定定理理理 2 如果存在标量 τ > 0,正定矩阵P >

0和矩阵Y ,使得如下线性矩阵不等式

Λ=




Λ11 Λ12 0 ATP + Y

∗ DTPD − τI (Y D)T 0
∗ ∗ −P Y

∗ ∗ ∗ −P


 (15)

成立,则同步误差η关于传输误差e输入状态稳定. 其
中: Λ11 = −P + τL2I, Λ12 = (ATP + Y )D.
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此时,可取控制增益K = P−1Y T.

证证证 选取同步误差系统(14)的Lyapunov函数

V (η(k)) = ηT(k)P η(k), (16)

则对任意的常数τ > 0,有

∆V (k) = V (η(k + 1))− V (η(k)) 6
(DL(k) + (A + K)η(k) + Ke(k))TP (DL(k) +

(A + K)η(k) + Ke(k))− η(k)TPη(k) +

τ(L2η(k)Tη(k)− L(k)TL(k)) 6
ξ(k)TΩξ(k) + e(k)TPe(k),

其中:

ξ(k)T = (η(k)T, L(k)T, e(k)T),

L(k) = f(y(k))− f(x(k)),

Ω =




Ω1 (A + K)TPD (A + K)TPK

∗ DTPD − τI DTPK

∗ ∗ KTPK − P


 ,

Ω1 = (A + K)TP (A + K)− P + τL2I.

根据Schur补引理和不等式(15),可知Ω < 0成立. 进
一步可得∆V (k) 6 −α1V (η(k)) + σ(‖e(k)‖),其中:

α1 =
λmin(−Ω)
λmax(P )

> 0, σ(t) = λmax(P )‖K‖2t2,

则存在一个KL类函数β和一个K类函数γ,使得系
统(14)的解满足

‖η(k)‖ 6 β( ‖η0‖, k) + γ( sup
16i6k

‖e(i)‖), (17)

其中:

γ(r) =

√
λmax(P )

cα1λmin(P )
‖K‖r, 0 < c < 1,

即同步误差η关于传输误差e是输入状态稳定[24].

注注注 4 由定理1可知,传输误差e(k)渐近趋于零. 从而

根据输入状态稳定的定义,可以推出同步误差η(k)渐近趋于

零. 即驱动系统和响应系统在上述编解码方法和式(15)的约

束下实现了完全同步.

4 仿仿仿真真真例例例子子子(A simulation example)
用Fold系统来验证本文方法的有效性[25]. 驱动系

统为

x(k + 1) = Ax(k) + Df(x(k)), (18)

响应系统为

y(k + 1) = Ay(k) + Df(y(k)) + u, (19)

其中:

A =

(
a 1
0 0

)
, D =

(
0 0
1 0

)
, f(x) =

(
x2

1 + b

0

)
.

当选取参数a = −0.1, b = −1.7,初始条件x1(0) =
0.1, x2(0) = 0.1时,如图2所示,系统(18)呈现混沌行
为,并且其轨线是在一个有界集Ω内,其中

Ω = {(x1, x2)| − 2 6 x1 6 1.5,−2 6 x2 6 1.5}.
对Ω中的任意向量x(k)和x̃(k),容易验证

‖f(x)− f(x̃)‖ 6 L‖x− x̃‖,
其中L = 0.7. 通过进一步的计算,可得线性矩阵不等
式(15)的可行解如下:

P =

(
0.8777 −0.0103
−0.0103 1.0206

)
,

Y =

(
0.0587 −0.0011
−0.3809 0.0081

)
, τ = 1.3146.

进一步,有

K = P−1Y T =

(
0.0669 −0.4339
−0.0004 0.0036

)
.

根据图 2本文可选取M0 = 2, T = 2, q = 10,则定
理1和定理2中的条件均得到满足. 在本文定义的编解
码器方法下,响应系统(19)的轨迹如图3所示. 进一步,
图4给出了驱动系统(18)与响应系统(19)的同步误差
的仿真,从仿真结果可以看出本文的设计方法使得混
沌系统在信道容量确定的情况下实现了完全同步.

图 2 Fold混沌驱动系统模型

Fig. 2 Fold chaotic master system model

图 3 Fold混沌响应系统模型

Fig. 3 Fold chaotic response system model
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图 4 Fold混沌系统的同步误差

Fig. 4 The synchronization error of chaotic system

然而,利用文献[19–20]中的方法,笔者发现同步
误差在信息受限情况下只能做到终究有界,除非信道
容量无穷大.然而,这种情况在真实的网络环境中是
不可能存在的. 这表明本文的方法更有效,从而验证
了本文方法的有效性.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了一类离散混沌系统信息传输受限下的

同步问题.通过合理的设计编解码方法,使得同步误
差在合适的条件下渐近趋于零. 避免了编解码器在采
样时刻更新时带来的麻烦,达到了以往研究工作中信
道容量有限条件下无法达到的完全同步.最后,通过
数值仿真例子验证了本文方法的有效性.
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