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摘要:讨论一类非参数不确定系统的约束迭代学习控制问题.构造二次分式型障碍李雅普诺夫函数(Barrier Lyapunov
functions),用于学习控制器设计.控制方案采用鲁棒方法与学习机制相结合的手段处理非参数不确定性,鲁棒方法对处
理后的不确定性的界予以补偿,学习机制对处理后的不确定性进行估计.可实现系统状态在整个作业区间上完全跟踪参
考轨迹,并使得系统误差的二次型在迭代过程中囿于预设的界内,进而在运行过程中实现状态约束. 提出的迭代学习算
法包括部分限幅与完全限幅学习算法. 采用这种BLF约束控制系统有利于提高控制系统中设备安全性. 仿真结果用于验
证所提出控制方法的有效性.
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Constrained iterative learning control of a class of
non-parametric uncertain systems
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Abstract: A Barrier-Lyapunov-function-based state-constrained iterative learning control is presented for a class of non-
parametric uncertain systems. The suggested Barrier Lyapunov function (BLF) is a quadratic fraction, which is simple in
form in comparison with the existing nonlinear ones. Through Lyapunov synthesis, the learning controller design is carried
out. The nonparametric uncertainty of system dynamics are tackled through the robust treatment and learning mechanism.
It is shown that the system state can track the reference trajectory over the entire time interval as iteration increases, while
the quadratic tracking error, as a measure of the constraint, is enforced to stay in the pre-specified range. The constrained
system state is in turn achieved. The performances of partially and fully saturated learning algorithms are characterized,
respectively. The proposed learning control scheme is helpful for the effective protection of equipment in the closed-loop
system, due to the employment of the Barrier Lyapunov function. Numerical results are presented to demonstrate the
effectiveness of the learning control scheme.
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1 引引引言言言(Introduction)
迭代学习控制技术是20世纪80年代中期提出

的[1]. 它通过重复运行不断修正控制输入,对各种与
迭代次数无关的干扰信号形成完全抑制作用,使得受
控对象在整个作业区间上实现对参考轨迹的完全跟

踪. 实际中存在大量有限区间控制过程,迭代学习控
制因其所具有的这种跟踪性能,是一种适用控制技术.

迭代学习控制的Lyapunov方法是近年来该领域的
研究热点之一.研究成果主要集中于线性参数化系统,
包括定常参数情形[2]、时变参数情形[3]下的给定参考

轨迹跟踪、变轨迹跟踪问题[4–5],以及初值问题[6]. 已
发表的文献中讨论的高阶内模允许参数沿迭代轴变

化[7]. 为了处理非参数不确定性,常采取鲁棒处理方

法. 文献[8]提出的鲁棒迭代学习控制方案中,结合了
变结构控制技术. 文献[9]讨论了含有结构/非结构不
确定性的机器人系统.文献[10]分别考虑有限区间上
重复作业的控制系统与周期运行过程,设计鲁棒学习
控制器. 文献[11]讨论非参数化不确定系统的误差轨
迹跟踪问题,提出的鲁棒迭代学习控制算法可以实现
对期望误差轨迹的跟踪. 近年来的研究成果还涉及强
双曲分布参数系统的迭代学习控制[12],非最小相位系
统的扩展Laguerre基函数迭代学习控制[13]等.

为了增强系统的鲁棒性,在设计学习控制器时,常
采用饱和函数或投影算法对控制量或参数估值进行

限幅[14–15]. 在应用场合,考虑到实际设备的承受极限,
以及可能由此引发的设备安全问题,仅仅对控制输入
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和参数的估计值进行限幅是不够的,有必要采取措施
对系统状态/输出的幅值予以约束. 例如飞机降落时,
若其着陆速度过大,需要的滑跑距离太长,可能导致
事故发生;又如直线电机运行时,若动子位移过大,可
能撞击导轨端部,致使电机损坏.文献[16]提出运动控
制系统在速度受限情形下的积分反演设计,采用BLF
函数(Barrier Lyapunov function)设计控制器. 文献
[17]针对单输入单输出严格反馈系统,采用BLF设计
自适应控制器. 文献[18]针对含参数和非参数不确定
系统,基于BLF设计学习控制器.

本文讨论一类非参数不确定系统的约束迭代学习

控制问题,构造形式简单的二次分式型BLF函数函
数(quadratic-fraction BLF, QFBLF),用于学习控制器
设计.分析表明,该控制方案能够实现系统状态沿整
个作业区间对参考轨迹的完全跟踪. 同时,系统误差
二次型在迭代过程中囿于预设的界内,从而实现迭代
过程中对系统状态的约束.

2 问问问题题题的的的提提提法法法(Problem formulation)
考虑在时间区间[0, T ]上重复运行的不确定非线

性系统:{
ẋi,k = xi+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋn,k = f(xxxk) + g(xxxk)uk,
(1)

式中: k(= 0, 1, 2, · · · )为重复作业次数, xxxk = (x1,k,

x2,k, · · · , xn,k)T ∈ Rn为可量测的系统状态, uk ∈ R
为控制输入, f(xxxk)与g(xxxk)为未知的光滑函数.

给定区间[0, T ]上的参考信号xxxd = (x1d, x2d, · · · ,

xnd)T,记ud为产生xxxd的期望控制输入,满足{
ẋid = xi+1d, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋnd = f(xxxd) + g(xxxd)ud.
(2)

定义跟踪误差

eeek = xxxk − xxxd = (e1,k, e2,k, · · · , en,k)T. (3)

由式(1)与式(2)知

ėeek =Aeeek + bbb(cccTeeek + fk − fd + gkuk − gdud), (4)

此处,

A =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1
−c1 −c2 −c3 · · · −cn




, bbb =




0
0
...
0
1




,

以及ccc = (c1, c2, · · · , cn−1, cn)T, ci(i = 1, 2, · · · , n)
为Hurwitz多项式p(s) = sn+cnsn−1+· · ·+c2s+c1的

系数. 存在适当维数的正定对称矩阵P与Q,使得

PA + ATP = −Q. (5)

系统(1)满足下列假设:

假假假设设设 1 存在已知连续函数 gmin(xxxk)使得 0 <

gmin(xxxk) 6 g(xxxk).

假假假设设设 2 函数f(·)与g(·)满足下述条件:

|f(xxxk)− f(xxxd)| 6 αf(xxxk,xxxd)‖eeek‖, (6)

|g(xxxk)− g(xxxd)| 6 αg(xxxk,xxxd)‖eeek‖, (7)

其中αf(·, ·)和αg(·, ·)为非负连续函数.

假假假设设设 3 对于第k(k = 0, 1, 2, · · · )次迭代,系统
状态初始值xxxk(0)与参考信号的初始值xxxd(0)相等,即
eeek(0) = 0.

本文的控制任务是,设计学习控制器uk,使得在整
个学习过程中系统误差囿于某预置范围内,以实现对
系统状态的幅值限制,保证所有闭环信号有界;经过
足够多次迭代,实现xxxk在作业区间上对xxxd的完全跟

踪.

为表达简便,在不引起混淆之处,文中略去函数的
时间自变量t.

3 控控控制制制器器器设设设计计计与与与性性性能能能分分分析析析(Controller design
and performance analysis)
这一节,本文提出一类二次分式型BLF函数,并基

于这类函数进行学习控制器设计.

3.1 二二二次次次分分分式式式型型型BLF函函函数数数(QFBLF functions)
为设计约束迭代学习控制器,本文提出一类形式

简单的二次分式型BLF函数,其典型形式为

Vk(t) =
1
2

eeeT
k Peeek

be − eeeT
k Peeek

, (8)

其中be > 0.

应用BLF函数(8)时,需假设实现时系统所受到的
各种干扰无法使得

eeeT
k Peeek > be

成立. 否则会导致Vk(t)负定,致使系统发散.这时,可
考虑如下形式的二次分式型BLF函数:

Vk(t) =
1
2

eeeT
k Peeek

(be − eeeT
k Peeek)2

. (9)

正定的Vk(t)也可以有多种多样的形式,例如:

Vk(t) =
1
2

eeeT
k Peeek

(be − ‖eeek‖P )2
, (10)

其中‖eeek‖P =
√

eeeT
k Peeek.

本文以式(8)为例,说明控制器设计方法及闭环系
统性能.采用其他形式BLF函数的学习控制器设计方
法与闭环系统性能分析,可依照进行.

3.2 部部部分分分限限限幅幅幅学学学习习习(Partially-saturated learning)
对于由式(8)给出的Vk(t),它关于时间的导数为

V̇k(t) =
1
2
σk(ėee

T
k Peeek + eeeT

k Pėeek), (11)
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式中σk = be/(be − eeeT
k Peeek)2. 由式(4)知

1
2
(ėeeT

k Peeek + eeeT
k Pėeek) =

−1
2
eeeT

k Qeeek + eeeT
k Pbbb(cccTeeek + fk − fd) +

eeeT
k Pbbb(gkuk − gdud).

记矩阵Q的最小特征值为λQ,则

−1
2
eeeT

k Qeeek 6 −λQ

2
‖eeek‖2.

由假设2知

eeeT
k Pbbb(cccTeeek + fk − fd) 6
|eeeT

k Pbbb|(αfk + ‖ccc‖)‖eeek‖ 6

(

√
λQ

2
‖eeek‖)2 + [

1√
λQ

|eeeT
k Pbbb|(αfk + ‖ccc‖)]2

与

eeeT
k Pbbb(gkuk − gdud) =

eeeT
k Pbbb(gkuk − gkudk + gkudk − gdudk +

gdudk − gdud) 6
eeeT

k Pbbb(gkuk − gkudk + gdudk − gdud) +

|eeeT
k Pbbb||udk|αgk‖eeek‖ 6

eeeT
k Pbbb(gkuk − gkudk + gdudk − gdud) +

(

√
λQ

2
‖eeek‖)2 + (

1√
λQ

|eeeT
k Pbbb|αgkudk)2.

将以上4个式子代入式(11),

V̇k(t) 6

σk[eeeT
k Pbbb(

1
λQ

eeeT
k Pbbb((αfk + ‖ccc‖)2 + (αgkudk)2) +

gk(uk − udk) + gd(udk − ud))]. (12)

由此,可设计第k次迭代时的控制律

uk = udk − 1
gminλQ

eeeT
k Pbbb((αfk + ‖ccc‖)2 +

(αgkudk)2), (13)

以及学习律

udk = sat(udk−1)− γσkeee
T
k Pbbb, (14)

式中: γ > 0为增益, ud−1 = 0, sat(·)表示饱和函数,
其定义为

sat(·) =





·, | · | 6 ū,

ū, · > ū,

−ū, · < −ū,

其中ū为该函数的限幅值,满足ū > |ud|.
将式(13)–(14)代入式(12),

V̇k(t) 6 σkeee
T
k Pbbbgd(udk − ud). (15)

定定定理理理 1 在假设1–3下,由系统(1),控制律(13)和

学习律(14)组成的闭环系统中的所有变量有界,在每
次迭代运行时, eeeT

k Peeek < be始终成立;当迭代次数足
够大时, xxxk完全跟踪xxxd,即 lim

k→∞
ek(t) = 0, t ∈ [0, T ].

证证证 i) 先证明eeeT
k Peeek <be. 考虑下述类Lyapunov

泛函

Lk(t)=Vk(t)+
1
2γ

w t

0
g(xd(τ))[udk(τ)−ud(τ)]2dτ.

对上式两端求导:
dLk

dt
= V̇k(t) +

1
2γ

gd[udk(t)− ud(t)]2 6

σk[eeeT
k Pbbbgd(udk − ud)] +

1
2γ

gd[udk(t)− ud(t)]2. (16)

注意到

eeeT
k Pbbbσkgd(udk − ud) +

1
2γ

gd(udk − ud)2 =

gd

2γ
(udk − ud)(−ud + 2sat(udk−1)− udk) =

gd

2γ
[−u2

dk + 2sat(udk−1)udk −

ud(2sat(udk−1)− ud)] =

− gd

2γ
[udk − sat(udk−1)]2 +

gd

2γ
(sat(udk−1))2 −

gd

2γ
ud[2sat(udk−1)− ud]. (17)

结合式(16)与式(17),可得
dLk

dt
6 gd

2γ
(sat(udk−1))2 −

gd

2γ
[udk − sat(udk−1)]2 −

gd

2γ
ud[2sat(udk−1)− ud]. (18)

式(18)右端的第2项非正,其余两项有界,从而
dLk(t)

dt
< +∞, t ∈ [0, T ]. (19)

由假设3知Lk(0) = 0,故

Lk(t) < +∞, t ∈ [0, T ], k = 0, 1, 2, · · · , (20)

也即在 [0, T ]上, be − eeeT
k (t)Peeek(t) 6= 0恒成立. 由于

be − eeeT
k (0)Peeek(0) > 0,故在[0, T ]上,

be − eeeT
k (t)Peeek(t) > 0,

即eeeT
k (t)Peeek(t) < be. 则eeek有界. 于是可推知xxxk, udk

的有界性,进而可以得到uk的有界性.

ii) 再分析系统收敛性. 对于k > 0,

Lk − Lk−1 =
1
2γ

w t

0
gd[(udk − ud)2 − (udk−1 − ud)2]dτ +

Vk − Vk−1. (21)
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由假设3及式(15)知

Vk 6
w t

0
σk[eeeT

k Pbbbgd(udk − ud)]dτ. (22)

将式(22)代入式(21),

Lk − Lk−1 6
1
2γ

w t

0
gd[(udk − ud)2 − (udk−1 − ud)2]dτ +

w t

0
σk[eeeT

k Pbbbgd(udk − ud)]dτ − Vk−1. (23)

注意到

(udk − ud)2 − (udk−1 − ud)2 6
(udk − ud)2 − (sat(udk−1)− ud)2 =

(udk − 2ud + sat(udk−1))(udk − sat(udk−1)) =

γσkeee
T
k Pbbb(2ud − udk − sat(udk−1)) 6

2γσkeee
T
k Pbbb(ud − udk),

以及

1
2γ

(udk − ud)2 − (udk−1 − ud)2 +

σkeee
T
k Pbbb(udk − ud) 6 0.

将上述两式代入式(23),

Lk − Lk−1 6 −Vk−1. (24)

取式(24)中的k = 1, 2, · · · , N ,并求和得

LN(t) 6 L0(t)− 1
2

N∑
j=1

eeeT
j−1Peeej−1

be − eeeT
j−1Peeej−1

. (25)

由i)知, 06L0(t)<+∞,因 而0 6 LN(t) < +∞. 根
据级数收敛的必要条件知, lim

k→+∞
eeek = 0. 证毕.

由eeeT
k Peeek < be,可推得λP||eeek||2 < be,即||eeek|| <√

be/
√

λP, λP为矩阵P的最小特征值.于是

||xxxk|| 6 ||eeek||+ ||xxxd|| 6
√

be/
√

λP + ||xxxd||.
(26)

因此,通过约束eeeT
k Peeek,实现了对xxxk的幅值限制.

3.3 完完完全全全限限限幅幅幅学学学习习习(Fully-saturated learning)
在第3.2节中,设计学习律(14)时采用了部分限幅

机制.为了能做到将估值囿于预先确定的范围内,这
一小节讨论完全限幅学习下的迭代学习控制问题.为
此,采用如下形式的控制律:

uk = udk − 1
gminλQ

eeeT
k Pbbb((αfk + ‖ccc‖)2 +

(αgkudk)2), (27)

以及学习律

udk = sat(ûdk), (28)

ûdk = sat(ûdk−1)− γσkeee
T
k Pbbb, (29)

其中ûd−1 = 0.

定定定理理理 2 在假设1–3下,由系统(1),控制律(27)和
学习律(28)–(29)组成的闭环系统的所有变量有界,且
在每次运行过程中, eeeT

k Peeek < be成立;当迭代次数足
够大时, xxxk能够完全跟踪上xxxd,即

lim
k→∞

eeek(t) = 0, t ∈ [0, T ].

证证证 i) 先证明eeeT
k Peeek < be. 计算Lk对时间t的导

数,可得
dLk

dt
6 σk[eeeT

k Pbbbgd(udk − ud)] +

1
2γ

gd[udk(t)− ud(t)]2, (30)

这里

eeeT
k Pbbbσkgd(udk − ud) =

gd

γ
(udk − ud)(2γeeeT

k Pbbbσk) =

gd

γ
(udk − ud)(2sat(ûdk−1)− 2ûdk). (31)

当ûdk > ūd时,

(udk − ud)ûdk = (ūd − ud)ûdk > 0;

当ûdk 6 −ūd时,

(udk − ud)ûdk = (−ūd − ud)ûdk > 0.

于是

eeeT
k Pbbbσkgd(udk − ud) 6

2gd

γ
(udk − ud)sat(ûdk−1) < +∞. (32)

由饱和函数的性质知,
1
2γ

gd(udk − ud)2 < +∞. (33)

结合式(30)(32)–(33),
dLk(t)

dt
< +∞, t ∈ [0, T ]. (34)

于是, Lk(t)有界,且eeeT
k (t)Peeek(t) < be. 同时,可推知

闭环系统所有变量的有界性.

ii) 收敛性分析.

与定理1的证明过程类似,可推知式(23)成立. 注
意到

(udk − ud)2 − (udk−1 − ud)2 =

−2(ud − udk)(udk − udk−1)− (udk − udk−1)2 6
−2(ud − udk)(udk − udk−1), (35)

利用式(28)–(29)及式(35),得
1
2γ

(udk − ud)2 − (udk−1 − ud)2 +

σkeee
T
k Pbbb(udk − ud) 6

1
γ

(ud − udk)(udk−1 − udk − γσkeee
T
k Pbbb) =
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1
γ

(ud − sat(ûdk))(ûdk − sat(ûdk)). (36)

结合式(23)与式(36),得

Lk − Lk−1 6 −1
2

eeeT
k−1Peeek−1

be − eeeT
k−1Peeek−1

6 0. (37)

至此,类似于定理1的证明过程,可证得相应的结
果. 证毕.

可以看出,学习律中采用限幅措施,确保了
dLk

dt
有

界,文中给出的完全限幅/部分限幅机制均可达到这一
目的.

由定理1–2可以看出,提出的约束迭代学习控制方
法能够将系统状态限制于预定范围内,这种方法恰好
适于有限作业区间上运行的动态系统或过程.

4 数数数值值值算算算例例例(Numerical simulation)
考虑如下动态系统:




ẋ1,k = x2,k,

ẋ2,k = −0.1x2,k − x3
1,k + cos t +

(1 + 0.01x2
1,k + 0.005x2

2,k)uk,

这里:

f(xxxk) = −0.1x2,k − x3
1,k + cos t,

g(xxxk) = 1 + 0.01x2
1,k + 0.005x2

2,k.

给定参考轨迹[12t2(1− t), 24t(1− t)− 12t2)]T. 假
设1中的gmin(xxxk) = 1.

采用控制律(27)、学习律(28)–(29)仿真. 仿真中,
取

γ = 1, be = 2.25, ū = 50,

A =

(
0 1
−1 −2

)
, P =

(
3 1
1 1

)
, Q =

(
2 0
0 2

)
.

假设2中:{
αfk = 0.1 + |x2

1d + x2
1,k + x1dx1,k|,

αgk = 0.01|x1d + x1,k|+ 0.005|x2d + x2,k|.
(38)

迭代300次后,仿真结果如图1–4所示. 从图1–2可以看
出,经过足够多次迭代, xxxk在整个作业区间上完全跟

踪xxxd. 其中, Jk = max
t∈[0,T ]

|eT
k (t)Pek(t)|. 由图3可以看

出,在迭代过程中, |eT
k (t)Pek(t)|, t ∈ [0, T ]被约束

于[0, be]区间内.图4给出了学习过程收敛后获得的控
制输入信号.

为了比较,采用下述无约束学习控制:

uk = udk − 1
gminλQ

eeeT
k Pbbb((αfk + ‖ccc‖)2 +

(αgkudk)2),

udk = sat(ûdk),

ûdk = sat(ûdk−1)− γeeeT
k Pbbb, (39)

其中ûd−1 = 0. 在控制器(39)作用下的控制效果如
图5所示. 而在图5中, Jk 6 be未满足. 与图3对比,采
用含约束学习控制达到了预期的、能够实现状态约束

的控制性能.

图 1 状态x1及其参考轨迹x1d

Fig. 1 State x1 and the reference trajectory x1d

图 2 状态x2及其参考轨迹x2d

Fig. 2 State x2 and the reference trajectory x2d

图 3 eT
k Pek随迭代次数变化的情况

Fig. 3 The variable eT
k Pek with respect to iteration

图 4 控制输入

Fig. 4 Control input
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图 5 无约束学习控制下的eT
k Pek

Fig. 5 The variable eT
k Pek by the learning control (39)

with no barrier functions

5 结结结论论论(Conclusions)
本文构造二次分式型BLF函数. 并基于这种Bar-

rier函数,提出了能够实现状态约束的迭代学习控制
算法. 文中针对一类非参数不确定系统,讨论了部分
限幅学习和完全限幅学习方案.所设计的学习控制器
可实现系统状态在整个作业区间上完全跟踪参考轨

迹,并使得系统误差的二次型在迭代过程中囿于预设
的界内,实现了在整个运行过程中对系统状态的约束.
值得指出的是,文中提出的二次分式型BLF函数及基
于它的控制系统设计方法是新颖的,适用对于更广泛
类的动态系统,是值得进一步研究的课题.
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