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摘要:本文受神经网络中常用的sigmoid激励函数特性的启发,提出了一种形式简单、调参相对容易的非线性跟
踪微分器(STD).首先,在sigmoid函数的基础上引入指数和幅度因子,利用改进后的sigmoid函数构造加速度函数,接
着,借助Lyapunov直接法证明了所设计的跟踪微分器的非摄动形式具有全局渐近稳定性,随后利用系统等价性给出
了跟踪微分器的具体形式并通过扫频测试分析了其频域特性;最后,与线性微分器(LD)、全程快速跟踪微分器
(HSTD)以及改进的跟踪微分器(ITD)、反正切形式的跟踪微分器(ATD)分别进行对比仿真分析.结果表明,基于sig-
moid函数设计的跟踪微分器可以兼顾响应的快速性以及平稳性、全程无抖振,对信号的广义导数具有良好的逼近
能力和滤波效果.
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Nonlinear tracking differentiator based on improved sigmoid function
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Abstract: Inspired by the characteristic of common activation function of neutral network, which is known as sigmoid
function, we propose a nonlinear tracking differentiator (STD) with simple form and fewer tuning parameters. Firstly, ex-
ponential and scale factors are introduced to improve the sigmoid function, then the acceleration function is constructed by
utilizing the improved sigmoid function. Secondly, the global uniformly asymptotical stability of the tracking differentiator
(TD) in non-perturbation form is proved by using Lyapunov direct method. Moreover, the concrete form of TD is presented
by the principle of system equivalence, and its frequency-domain characteristic is analyzed by utilizing the frequency-sweep
test. Finally, simulations are performed and results are compared with those of linear differentiator, high-speed nonlinear
tracking differentiator and improved nonlinear tracking differentiator, arctangent-based TD. It concludes that the sigmoid
function-based nonlinear tracking differentiator not only guarantees the response with high speed and smoothness but also
presents the behavior with no chattering in the whole course and exhibits excellent performance in approximating and
filtering the generalized derivative of the signal.
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1 引引引言言言(Introduction)
非线性跟踪微分器(tracking differentiator, TD)的

概念[1]最初是由我国控制领域专家韩京清研究员

于1994年提出的,主要用于解决实际工程中从不连续
或携带随机噪声的测量信号中提取连续的跟踪及其

微分信号等问题.其中,文献[1]根据2阶连续系统的
时间最优控制原理构造了具有开关函数的跟踪微分

器,其巧妙地利用了非线性功能函数,同时对构造微
分器的原始系统的稳定性要求较弱以及对输入信号

的约束条件较弱,但当跟踪误差充分小时颤振现象无

法避免,为此文献[2]提出了2阶TD的离散形式,不但
可以消除颤振,而且动态响应好,稳态精度高,同时给
出了构造TD的基本单元-最速控制综合函数(fhan)的
推演算法(对于2阶动态系统而言,可称之为加速度函
数),正是TD的离散形式所具有的优良特性,使其在自
抗扰控制[3]、系统辨识[4]、零点配置等[5]场合得到了

广泛的应用. 唯一美中不足的是, TD采用了符号函数,
形式稍显复杂. 基于此,王新华等[6]设计了一种基于

奇异摄动技术的有限时间收敛微分器,该微分器采用
了饱和函数以及非光滑非线性环节作为加速度函数,
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当系统状态初值与输入信号存在较大偏差时,峰值现
象无法避免. 文献[7]采用幂函数的加权形式作为加速
度函数,提出了一种全程快速跟踪微分器(high-speed
tracking-differentiator, HSTD),其具有全程跟踪误差
快速收敛等特点,由于误差逼近平衡点时采用了非光
滑非线性环节,使得系统在稳态存在一定的颤振现象.
针对上述问题,文献[8]合理综合了非线性环节和线性
环节的优点,提出了一种改进的跟踪微分器(improved
tracking-differentiator, ITD),当跟踪误差趋近于原点
时,线性环节占主导地位;远离原点时,光滑非线性环
节占主导地位,使得系统响应兼具快速性和准确性,
消除了颤振现象.进一步,文献[9]从加速度函数入手,
提出了一种基于反正切形式加速度函数的跟踪微分

器,这种结构的跟踪微分器较好地兼顾了快速性和过
渡过程的平稳性. 不难发现,近年来对跟踪微分器的
研究主要集中于加速度函数的选择与构造等方面,并
且线性环节、光滑非线性环节、非光滑非线性环节的

合理利用与加权是影响TD动态品质的关键因素.

本文受神经网络中常用的sigmoid激励函数特性
的启发,提出了一种形式简单、调参相对容易的非线
性跟踪微分器(nonlinear tracking-differentiator, STD),
改进后的sigmoid函数兼具线性与非线性环节的特征,
形状上近似为线性工作区间可调的饱和函数. 首先,
利用改进后的sigmoid函数构造加速度函数,接着,借
助Lyapunov直接法证明了所设计的跟踪微分器的非
摄动形式具有全局渐近稳定性,并通过扫频测试分析
了跟踪与微分信号的频域特性,仿真结果表明,该跟
踪微分器不存在微分信号在稳态时的高频颤振行为,
并且具有良好的动态响应和较强的滤波能力,兼顾了
快速性和准确性的要求.

2 Sigmoid函函函数数数的的的改改改进进进(The improvement of
sigmoid function)
sigmoid函数是神经网络中一类重要的激励函数,

具有光滑性、严格单调性、饱和性等特征,其具体表达
式为

sig(x) = (1 + e−x)−1. (1)

显然,该函数光滑、严格单调递增,饱和值上、下
界为(0, 1),将式(1)作简单线性变换,并引入指数和幅
度因子,使其变化范围为(−0.5a, 0.5a),有

sig(x; a, b) = a[(1 + e−bx)−1 − 0.5], (2)

其中: 参数a为幅值增益,用于调节sig(x)函数的幅值;
参数b为指数因子,负责调节函数的近似线性工作区
间的范围.由泰勒中值定理,可求出式(2)在零点处的
泰勒展开式:

sig(x; a, b) =

sig(x; a, b)|x=0 + sig(x; a, b)′|x=0(x) +

sig(x; a, b)′′|x=0

2!
(x)2 + · · ·+ Rn(x) =

a(
bx

4
− (bx)3

48
+

(bx)5

480
+ · · · ). (3)

由上式可知, sig(x; a, b)函数在x = 0的邻域内,
线性函数占主导部分,当自变量远离原点时,非线性
光滑函数占主导部分,函数全程连续光滑,显示表达
式中没有突变与跳变环节.

从函数的图像可得到与上述一致的结论,图1给出
了幅值增益为1时,不同的指数因子情况下对应的函
数的曲线.

图 1 不同的指数因子情况下对应的sig(x; a, b)函数曲线

Fig. 1 sig(x; a, b) function plots with different

exponential factors

综上, sig(x; a, b)函数具有线性形式和非线性形式
的加权特性,并且当自变量绝对值较大时,函数值趋
于平缓并逐渐接近饱和.当自变量逐渐变小时函数值
逐渐接近线性变化,该函数既具饱和性与严格单调性,
又具有饱和函数所不具备的光滑性,可用于设计2阶
最速反馈控制的滑动曲面以及软变结构控制器[10],能
有效地削弱系统抖振并兼具良好的动态性能.

3 基基基于于于改改改进进进 sigmoid函函函数数数的的的跟跟跟踪踪踪微微微分分分器器器(Tra-
cking differentiator based on improved sig-
moid function)
定定定理理理 1 有如下系统Σ0:{
ż1(t) = z2(t),
ż2(t) = −sig(z1(t); a1, b1)− sig(z2(t); a2, b2).

(4)

如果a1, b1, a2, b2均为大于零的正数,则系统Σ0满

足Lyapunov渐近稳定条件,即

lim
t→∞

z1(t) = 0, lim
t→∞

z2(t) = 0.

证证证 构造如下的Lyapunov函数:

V (z1, z2) =
w z1

0
sig(ξ; a1, b1)dξ +

1
2
z2
2 . (5)

由于sig(ξ; a1, b1)为一、三象限的奇函数,并且当
z1 6= 0时可保证与sig(ξ; a1, b1)同号,根据定积分性
质,可得 w z1

0
sig(ξ; a1, b1)dξ > 0.
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此时显然V (z1, z2) > 0. 接着对式(5)求导,并将
式(4)代入得

V̇ (z1, z2) = sig(z1; a1, b1)z2 + z2ż2 =

−z2sig(z2; a2, b2) < 0, (z1, z2) 6= (0, 0),

其中V̇ (z1, z2) = 0所对应的系统平衡点只能是原点,
因此,根据LaSalle不变集定理,可推知当t →∞时,
z1 → 0, z2 → 0.

同时由式(3)–(4)不难发现,当|bz| > 1时,非线性
环节起主导作用,此时系统Σ0可简化为




ż1 = z2,

ż2 = −a1(b1z1)n − a2(b2z2)m,

n > 1, m > 1.

(6)

当|bz| 6 1时,线性环节起主导作用,此时系统Σ0

可简化为 {
ż1 = z2,

ż2 = −a1(b1z1)− a2(b2z2).
(7)

注注注 1 由式(6)–(7)构成的动态系统与文献[8]提出的改

进混合微分器的非摄动形式类似,均具有远离原点时误差以

光滑非线性形式收敛,接近原点时以线性方式收敛的特性,该

误差收敛特性避免了全程快速跟踪微分器中的颤振现象.与

改进混合微分器不同的是,本文的加速度函数不含有开关函

数等跳变环节,且仅需调节4个参数,调参个数明显减少.

根据式(4)可设计出基于sigmoid函数的跟踪微分
器,首先给出如下引理:

引引引理理理 1 若系统{
ż1(t) = z2(t),
ż2(t) = f(z1(t), z2(t))

的任意解均满足当t →∞时, z1(t) → 0, z2(t) → 0,
则对于任意有界可积函数v(t)和任意常数T > 0,系
统Σ1 {

ẋ1(t) = x2(t),
ẋ2(t) = R2f(x1(t)− v(t), x2(t)/R)

的解x1(t)满足

lim
R→∞

w T

0
|x1(t)− v(t)| = 0.

可见,系统Σ1的第一个状态依测度收敛于输入信号,
详细的证明过程可参见文献[1].

定定定理理理 2 如果a1, b1, a2, b2, R均为大于零的正数,
则对于任意的输入信号v(t) ∈ L[0,∞)和任意的T

> 0,系统Σ2



ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = −R2(sig(x1(t)− v(t)) + sig(
x2(t)

R
))

具有如下特性:

1) 系统Σ2的解满足:

lim
R→∞

w T

0
|x1(t)− v(t)| = 0;

2) 系统Σ2是系统Σ0的摄动形式,即本文所设计
的跟踪微分器.

证证证 结合定理1和引理1,根据系统等价性易证定
理2的结论1成立,在此不再赘述.下面主要证明结论2:

首先,记

e1 = x1(t)− v(t), e2 = x2(t)− v̇(t),

则系统Σ2对信号的误差系统为



ė1 = e2,

ė2 = −R2[sig(e1) + sig(
e2 + v̇(t)

R
)]− v̈(t)

R2
,

即



de1

d(Rt)
=

e2

R
,

d(e2/R)
d(Rt)

= −[sig(e1) + sig(
e2 + v̇(t)

R
)]− v̈(t)

R2
.

令
τ = Rt, z1(τ) = e1(t),

z2(τ) =
e2(t)
R

, z = [z1, z2]T,

则



dz1

dτ
= z2,

dz2

dτ
= −[sig(z1) + sig(z2 +

v̇(t)
R

)]− v̈(t)
R2

.

(8)

不难发现,当R →∞时,由于输入信号v(t) ∈
L[0,∞),故v̈(t)/R2 → 0, v̇(t)/R → 0,此时系统(8)
等价于系统Σ0,因此系统Σ2是系统Σ0的摄动形式.

注注注 2 由定理(2)可知增大R,可以加快跟踪速度,但同

时微分信号的噪声抑制能力将被减弱. 调节b1和b2可改变跟

踪信号与微分信号线性区间的大小,一般可以首先大致选定

b1和b2,然后选定R调节跟踪效果,最后通过综合微调a1和

a2来调节跟踪和微分的整体效果.

4 跟跟跟踪踪踪微微微分分分器器器的的的频频频率率率特特特性性性分分分析析析 ( The analysis
of frequency property of tracking differentia-
tor)
采用最小二乘扫频测试方法,通过利用正弦输

入,测量跟踪微分器输出的正弦响应的幅值和相位延
迟, 在相同频率下进行微分器的频率特性分析,最终
以波特图拟合的方式实现微分器的频域特性测试.扫
频测试的具体步骤为:首先确定扫描的起始和终止频
率,以及频率点对应的采样时间和步长,接着利用最
小二乘原理进行估计,计算该频率点对应的输出信号
的振幅和相位,针对选定的扫频序列点重复采用上述
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方法,从而可以得到跟踪微分器的频率特性 bode
图[11].

测试中采样周期取1 ms,正弦输入信号起始频率
为0.1 Hz,终止频率为100 Hz,步长为0.5 Hz,对每个
待测量的频率点,运行20000个采样点,得到的跟踪与
微分信号的频率特性如图2–3所示.

图 2 跟踪信号的频率特性曲线

Fig. 2 Frequency property plots for tracking signal

图 3 微分信号的频率特性曲线

Fig. 3 Frequency property plots for derivative signal

图2表明,跟踪信号的幅频特性类似于理想的2阶
低通滤波器,可近似为由两条直线组成的折线,折线
交点处即为转折频率.随着快速因子R的增大,转折频
率增大,跟踪微分器所能跟踪的信号频率越高,相应
的幅频特性右移. 相频特性在转折频率以下相移很小,
但在转折频率附近,相移很快降到−180◦,这是一个
较理想的相频特性.

由图3可以看出,微分信号的相频特性在转折频率
之前几乎保持超前90◦的相位,但在转折频率附近,相
移很快降到−90◦,是品质很好的微分环节的频率特
性. 同时可发现,随着快速因子R的增大,微分信号对
高频噪声的滤波能力减弱.

5 仿仿仿真真真结结结果果果及及及分分分析析析(Simulation results and
analysis)

5.1 跟跟跟踪踪踪微微微分分分器器器对对对信信信号号号广广广义义义导导导数数数逼逼逼近近近能能能力力力(appro-
ximation capability of TD with respect to sig-
nal’s generalized derivative)
为验证本文所提出的跟踪微分器(STD)的有效性,

与全程快速跟踪微分器(HSTD)、改进的跟踪微分
器(ITD)、反正切形式的跟踪微分器(ATD)以及线性
微分器(LD)进行比较,输入信号为三角波信号,幅值
为1,周期T为2 s,其函数特征在于非光滑且在时刻tj

= 1 + jT/2(j = 0, · · · , n)处存在广义导数,从而考
察跟踪微分器对广义导数的逼近能力.

为保证对比分析的公平性,仿真时精心调整了5种
跟踪微分器的参数,在快速性保持一致的前提下(设定
上升时间均为0.01 s),比较相应的性能.选取的跟踪微
分器算法及参数如下:

1) 全程快速跟踪微分器(HSTD)[7]:



ẋ1 = x2,

ε2ẋ2 = −a0(x1 − v(t))−
a1|x1 − v(t)|msgn(x1 − v(t))−
b0εx2 − b1|εx2|nsgn(εx2),

其中:
ε = 0.004, a0 = 5, a1 = 0.5,

b0 = 2, b1 = 0.5, m = n = 0.5.

2) 改进的跟踪微分器(ITD)[8]:



ẋ1 = x2,

ε2ẋ2 = −a1[(β(x1 − v(t))p/q + x1 − v(t)]−
a2[(βεx2)p/q + εx2],

其中:

ε = 0.004, a1 = 4, a2 = 4, β = 1.8, p = 9, q = 3.

3) 反正切形式的跟踪微分器(ATD) [9]:



ẋ1 = x2,

ẋ2 = R2(−a1 arctan[f1(x1 − v(t)]−
a2 arctan[f2x2/R]),

其中:

R = 1/0.004, a1 = 5, a2 = 4, f1 = 2, f2 = 2.

4) 线性微分器(LD)[12]:{
ẋ1 = x2,

ε2ẋ2 = −a0(x1 − v(t))− a1εx2,

其中:
ε = 0.004, a0 = 2, a1 = 1.

本文提出的跟踪微分器(STD)具体算法如系统Σ2

所示. 图4–9分别给出上述跟踪微分器对广义导数的
逼近效果.
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图 4 HSTD对信号广义导数的逼近效果
Fig. 4 Approximation result of HSTD with respect to

signal’s generalized derivative

图 5 HSTD对广义导数的逼近误差局部放大图
Fig. 5 The magnified approximation error of HSTD with

respect to signal’s generalized derivative

图 6 ITD对广义导数的逼近效果
Fig. 6 Approximation result of ITD with respect to signal’s

generalized derivative

图 7 ATD对广义导数的逼近效果
Fig. 7 Approximation result of ATD with respect to signal’s

generalized derivative

图 8 LD对广义导数的逼近效果
Fig. 8 Approximation result of LD with respect to signal’s

generalized derivative

图 9 本文的跟踪微分器(STD)对广义导数的逼近效果
Fig. 9 Approximation result of STD with respect to signal’s

generalized derivative

图4–5给出了HSTD对广义导数逼近的跟踪及误
差曲线.由图4可以看出, HSTD的微分信号能够快速
无超调地逼近参考信号,另一方面,由HSTD的显示表
达式也可看出,当x1充分接近 v(t)时,由于符号函数
的作用,导致微分信号的稳态会存在如图5所示的颤
振现象.

由图8可以看出, LD的微分输出曲线在初始阶段
存在严重的超调,这是线性高增益微分器的固有缺陷,
即当系统状态初值x1(0)与输入信息初值v(0)存在较
大误差时,该峰值现象越明显.

由图6–7及图9不难发现,由于ITD以及ATD与本
文的微分器(STD)均采用线性环节趋近原点,可以彻
底避免高频颤振. 在满足同样的快速性要求条件下,
ITD, ATD与STD的逼近效果基本相当,均能无超调、
无误差地实现对广义导数的估计.

5.2 跟跟跟踪踪踪微微微分分分器器器的的的跟跟跟踪踪踪与与与滤滤滤波波波性性性能能能(Tracking and
noise attenuation properties of TD)
算算算例例例 1 输入信号中含有白噪声.

为了验证本文跟踪微分器(STD)的滤波性能,假设
输入信号v(t) = sin t + n(t),其中n(t)为白噪声,均
值为0,方差为0.01. 系统采样步长为0.001 s,为保证
微分信号具有足够的抑制噪声能力,这里将速度因
子R设定为 30,其余参数与上节一致, ITD, ATD与
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STD的跟踪与微分结果如图10–12所示.

图 10 ITD的跟踪与微分输出曲线

Fig. 10 The tracking and derivative response of ITD

图 11 ATD的跟踪与微分输出曲线

Fig. 11 The tracking and derivative response of ATD

图 12 STD的跟踪与微分输出曲线

Fig. 12 The tracking and derivative response of STD

算算算例例例 2 输入信号中含有有色噪声.

白噪声仅仅是一种理论上的抽象,在物理上无法
实现,工程实际中测量数据所包含的噪声往往是有色
噪声,为验证本文跟踪微分器在实际工程中的滤波性
能,这里假设输入信号中含有有色噪声.

由于有色噪声序列可以看成由白噪声序列驱动的

线性环节的输出,仿真中选取的线性环节(或称为成型

滤波器)为

G(z−1) =
C(z−1)
D(z−1)

,

其中:{
C(z−1) = 1 + 0.5z−1 + 0.2z−2,

D(z−1) = 1− 1.5z−1 + 0.7z−2 + 0.1z−3.

显然C(z−1)和D(z−1)均为稳定多项式,相应地
输入信号序列为v(kT ) = sin(kT ) + G(z−1)n(kT ),
其中系统采样步长T为0.001 s, n(kT )为白噪声序列,
均值为0, 方差为0.01, 其余参数与上节一致.其中输
入信号如图13所示, ATD与STD的跟踪与微分结果如
图14–15所示.

图 13 受污染的输入信号曲线

Fig. 13 The input signal with colored noise

图 14 ATD的跟踪与微分输出曲线

Fig. 14 The tracking and derivative response of ATD

图 15 STD的跟踪与微分输出曲线

Fig. 15 The tracking and derivative response of STD
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算例1和2的结果表明,在快速性保持一致的前提
下,本文提出的跟踪微分器(STD)对分别含有白噪声
以及有色噪声的正弦信号跟踪与滤波效果均较好,跟
踪与微分信号均无超调、较快速地跟踪上理想信号,
且跟踪精度较高. 与ITD以及ATD的微分滤波效果相
比,本文的微分噪声抑制能力更强,微分跟踪精度略
优于ITD及ATD.此外,本文的跟踪微分器的显示表达
式中不存在符号函数等跳变环节,调参数量明显少于
ITD;与ATD相比, STD的全程分辨率(调节的精细度)
更高,当自变量绝对值较大时, sigmoid函数更加陡峭,
即误差收敛速度更快,且算法形式简洁并具有较强的
工程实现价值.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文受神经网络中常用的sigmoid激励函数特性

的启发,提出了一种形式简单、调参相对容易的非线
性跟踪微分器(STD),改进后的sigmoid函数兼具线性
与非线性环节的特征. 与HSTD和ITD的加速度函数
相比,无需对幂函数的指数进行调节,形状上近似为
线性工作区间可调的饱和函数. 仿真结果表明,该跟
踪微分器不存在微分信号在稳态时的高频颤振行为,
并且具有良好的动态响应和较强的滤波能力,兼顾了
快速性和准确性的要求. 对于控制系统中控制律的设
计(反馈量及其微分信息的跟踪及滤波)问题具有重要
的参考价值和借鉴意义.
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