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摘要:针对受限的非仿射非线性系统,结合自抗扰思想提出了非仿射系统的扩张状态观测器(ESO)设计,从而将辅助
系统设计技巧拓展到了非仿射系统,然后利用反演和指令滤波器设计了自适应控制器,为受限的不确定非仿射系统提供
了新的设计思路. 为了补偿受限带来的影响,引入了辅助系统,它的状态被用来补偿跟踪误差. 指令滤波器用来处理虚
拟控制受限问题,同时获得虚拟控制导数的估计,避免了backstepping中对它的繁琐计算,扩张状态观测器被用来估计
系统的未知非仿射非线性项和外部干扰. 利用输入状态稳定性(ISS)分析了闭环系统的全局一致有界稳定性. 最后仿真
结果验证了该设计方案的有效性.
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Adaptive control of non-affine nonlinear system with
saturation constraint
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Abstract: The extended state observer (ESO) for the non-affine nonlinear system is presented based on the idea of active
disturbance rejection. Thus, the auxiliary system design method is extended to the non-affine system. Next, an adaptive
controller is proposed by combining the command filters and the backstepping algorithm for a class of uncertain non-affine
nonlinear systems with input constraints and states constraints. This design scheme brings about a new ideal to deal with
the constraint non-affine system. The auxiliary system is introduced to analyze the effect of constraints, and its states are
used to design the adaptive tracking control. The command filters are adopted to accommodate the constraints on the virtual
control laws and to avoid the tedious analytic computations of time derivatives of virtual control laws in the backstepping
procedure. The extended states observers are used to estimate the unknown terms and disturbances. In the proposed control
scheme, the global uniformly ultimate bounded stability of the closed-loop is proved by the input-to-state stability (ISS)
synthesis, and the transient performance is improved with trajectory initialization. Finally, simulation studies are presented
to illustrate the effectiveness of the proposed tracking controller.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际系统中,控制量往往存在饱和现象(例如导

弹的舵机、一些化学系统),当控制器输出超出限幅值
时,控制器输出不能有效驱动被控对象,控制器状态
被错误更新,由此出现所谓的控制器饱和(windup)现
象.这不仅会使系统的性能下降,甚至会使系统出现
不稳定. 受限控制器的设计是非线性控制邻域中的热
点问题,最简单的处理方法是采用小增益控制器,但
是这大大地降低了闭环系统的性能.
由于饱和受限问题本身的复杂性,设计和分析的

方法仍然存在限制[1]. 对于参数已知的线性系统,处
理输入饱和问题的方法有anti-windup(抗饱和)方
案[1–4]、小增益控制方案[5]、线性反馈调节方案[6]. 当
线性系统的参数未知时,学者提出了模型参考自适应
控制[7]、预测控制[8]、离散时间控制[9]、间接自适应调

节控制[10],但是这些方案需要假定未知参数在一个已
知的紧集内[1]. 在anti-windup方案中,首先不考虑控
制受限情况设计控制量,然后引入修正量减小受限带
来的影响[2–4],该修正量必须与非受限闭环系统的结
构相匹配. 文献[11]构建了产生修正量的模型,并采
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用指令滤波反演研究了输入受限情况下的飞行器纵

向控制,但是文中的模型只是线性模型. 文献[12]在
文献[11]的基础上,考虑了外部扰动和未知非线性,利
用模糊逼近定理为飞行器仿射非线性模型设计了自

适应控制器. 在模型预测控制方案中每一步都涉及到
开环优化问题的求解,因此它很方便处理硬约束,从
而成为处理受限问题的有效工具[13],但是需要知道系
统的精确模型. 为了解决输入受限问题, Teel引入多层
饱和函数[14]控制,设计过程中首先要引入坐标变换将
系统转化成反馈形式,然后利用饱和函数为变换后的
新系统构建多层控制律以使系统全局稳定,但是该方
法只能镇定链式积分形式的系统.文献[15]中, Yao等
为了解决文献[14]中由坐标变换带来的保守性,采用
了反演设计和多层饱和函数为具有外部干扰的链式

积分系统设计了控制器. 接着Yao等又在文献[16]中
利用输出反馈变换以及输入状态稳定定理和swap-
ping参数估计方法,解决了具有不确定参数的一般非
线性系统输入受限情况下的镇定. 但是文献[14–16]
中的设计都是基于链式积分形式的系统进行的设计

和分析,不易推广.

上述文献研究的对象都是线性系统.文献[17]研
究了仿射非线性系统的输入受限问题,将饱和受限问
题转化为约束问题,利用最优控制原理设计了控制器.
文献[18]研究了严格反馈非线性系统的受限控制,利
用神经网络(neural network, NN)逼近非线性项,采用
指令滤波器对控制量进行限制,但是文中用NN逼近
控制增益时没有考虑奇异问题,并且没有考虑外部扰
动.文献[19]研究了MIMO具有输入限幅的不确定非
线性系统的控制,但是每个子系统仍然是链式积分系
统,只是最后一个子系统是输入仿射非线性系统.

相比上述文献研究的对象,受限的非仿射非线性
系统的控制更复杂、更具挑战性,据笔者所知,这方面
的研究结果也很少,并且上述文献中处理饱和受限的
方案不易推广到非仿射系统,因为非仿射系统的机构
信息未知. 文献[20]通过文献[21]中的自抗扰思想将
非仿射系统转换成结构已知的不确定性系统.本文在
文献[20–22]的基础上,结合文献[11]中的思想,深入
研究了受限的非仿射非线性系统的控制问题,解决了
受限的非仿射非线性系统的控制器设计这一难题.

2 问问问题题题描描描述述述及及及准准准备备备(Problem formulation and
preliminaries)

2.1 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
本文考虑的非仿射型系统形式如下:




ẋ1 = f1(x1, x2) + d1,

ẋ2 = f2(x̄2, x3) + d2,
...

ẋn = fn(x̄n, u) + dn,

(1)

其中: x̄i = [x1 x2 · · · xi ]T ∈ Ri, i = 2, · · · , n, x

= [x1 x2 · · · xn ]T ∈ Rn为系统状态; u ∈ R为系
统的输入; fi(·)(i = 1, 2, · · · , n)为未知光滑的函数,
且f(0, 0) = 0; di(i = 1, · · · , n)为有界外部扰动.假
设系统(1)满足下面的假设:

假假假设设设 1 存在一个紧集Ω ⊂ Rn,使得x̄n ∈ Ω.

假假假设设设 2 设

gi(x̄i, xi+1)=
∂f(x̄i, xi+1)

∂xi+1

6=0, i=1, · · · , n− 1,

gn(x̄n, u) =
∂f(x̄n, u)

∂u
6= 0

为光滑的函数,不失一般性,令存在一个未知的正常
数gil, ḡi >0,使得0<gil 6gi(·)6 ḡi <∞,∀(x̄i, xi+1)
∈ Ri × R, i = 1, · · · , n.

假假假设设设 3 系统所有状态可测.

假假假设设设 4 系统是有界输入有界输出(bounded in-
put bounded output, BIBO)稳定的.

注注注 1 假设 2意味着在紧集Ω上偏导数 gi(x̄i,

xi+1)为严格正函数或者严格负函数;同时不难发现,
假设2保证了系统(1)的可控性;假设3是引入扩张状态
观测器(extended states observers, ESO)的前提.
控制目标:在满足约束条件|u| 6 um, |xi| 6 Mi

的情况下,设计u,使得系统输出y = x1能跟踪上参考

信号yr, |yr| 6 M1.

为了处理受限,本文引入下面的定义:

定定定义义义 1 给定正常数M ,函数sat(·) : R→ R是
连续,非递减函数,如果它满足下列性质:

a) 对所有的x 6= 0,有x sat(x,M) > 0;

b) 对所有的x ∈ R,有|sat(x,M)| 6 M ;

则称sat(·)为(−M, M)上的线性饱和函数.

2.2 输输输入入入状状状态态态稳稳稳定定定理理理论论论(Input to state stability the-
ory)
定定定义义义 2 考虑下面的系统:

ẋ = f(t, x, u), (2)

其中f关于t光滑的函数,关于x和u是局部Lipshitz的.
如果说该系统是输入状态稳定的,则存在KL类函

数β和K类函数γ,以便对任意x(0)和任意连续有界输
入u(·) ∈ C[0,∞),使得系统的解满足下面的表达式:

|x(t)| 6 β(|x(0)|, t) + γ( sup
τ∈[0,t)

|u(τ)|). (3)

定定定理理理 1[23] 假设系统 (2)存在一个C1函数V :
R+×Rn→R+,以便对所有的x ∈ Rn和u ∈ Rm满足

γ1(|x|) 6 V (t, x) 6 γ2(|x|), (4)

|x| > ρ(|u|) ⇒ ∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(t, x, u) 6 −γ3(|x|),

(5)
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其中: γ1, γ2, ρ是K∞类函数, γ3是K类函数,则系统
(2)是输入状态稳定的.

3 非非非仿仿仿射射射系系系统统统扩扩扩张张张状状状态态态观观观测测测器器器设设设计计计(The ex-
tended states observers design for non-affine
system)
为了可以给非仿射系统设计扩张状态观测器,本

文先介绍自抗扰的思想.

考虑如下时变系统:

ẏ = f(y, w(t)) + b(t)u, (6)

其中: f, w, b均为不确定函数, b2 > b(t) > b1 > 0.

引引引理理理 1[24] 针对系统 (6),只要 b2 >b(t)>b1 >0
在b(t)变化范围内取某一中间值b0,则可以通过为它
构建二阶ESO,设计控制器u(t) = −z2

b0

− ky使系

统(6)渐近镇定,其中z2为ESO的状态, k > 0为待设计
的常数.

注注注 2 分离出来的b0u项隐含着b0的符号与b(t)的符号

一致.

考虑下列非仿射系统:

ẋ = f(x, u), (7)

其中: x ∈ Ω ⊂ R, Ω为紧集, f为光滑连续不确定函

数,且fu =
∂f

∂u
6= 0是未知光滑的函数和x可观测,则

在Ω紧集内, fu为严格正函数或严格负函数. 不失一
般性,假设存在常数b1, b2 > 0,使得0 < b1 6 fu 6
b2. 根据前面的分析则式(7)可以改写成

ẋ = f(x, u)− u + u. (8)

定义F (x, u) = f(x, u)− u为新的不确定项,为系统
(8)构建扩展状态观测器(ESO)




e1 = z1 − x,

ż1 = z2 − β1gc1(e1) + u,

ż2 = −β2gc2(e1),
(9)

其中扩展状态观测器状态z1 → x, z2 → F (x, u),则
可设计如下控制器来镇定系统(7):

u(t) = −z2 − kx, (10)

其中k > 0为待设计的常数.

引引引理理理 2 针对系统(7),如果满足假设条件fu是光

滑函数,则只要F (x, u)作用于系统,就能通过构建二
阶ESO(9),估计出F (x, u),并且可以设计控制器(10)
使系统(7)渐近镇定.

证证证 定义误差变量e1 = z1 − x, e2 = z2 − F ,由
于F (x, u) = f(x, u)− u为光滑函数,根据式(10)可

知u̇在紧集内也是有界的,不妨令h =
dF

dt
,则在紧集

内一定存在未知的常数w使得|h| 6 w.

对误差变量微分得



ė1 = z2 − β1g1(e1) + u− f(x, u) =
− β1g1(e1) + e2,

ė2 = −β2g2(e1)− h.

(11)

不妨取g1(e1) = g2(e1) = e1,则{
ė1 = −β1e1 + e2,

ė2 = −β2e1 − h,
(12)

求解得

e1 =
C2

β2

(
1
2
β1 − 1

2
(β2

1 − 4β2)
1
2 )×

exp(−1
2
β1t +

1
2
(β2

1 − 4β2)
1
2 t)− h

β2

+

1
2

C1

β2

exp(−1
2
β1t(β1 + (β2

1 − 4β2)
1
2 )) +

1
2

C1

b2

(β2
1 − 4β2)

1
2 ×

exp(−1
2
(β1 + (β2

1 − 4β2)
1
2 )t), (13)

e2 = C2 exp(−1
2
β1t +

1
2
(β2

1 − 4β2)
1
2 t) +

C1 exp(−1
2
(β1 + (β2

1 − 4β2)
1
2 )t)− β1h

β2

.

(14)

当β1, β2 > 0, β2
1 − 4β2 > 0,当系统进入稳态时,即

t →∞时, |e1|→ w

β2

, |e2|→ β1

β2

w,由此可以看出:该

误差的大小可以通过设计β1, β2 > 0决定.

再由e2 = z2−F = z2−f +u,可以推出f = z2+
u− e2,则系统(7)可写成

ẋ = z2 + u− e2. (15)

将控制律(10)代入,可以得出整个闭环系统如下:



ẋ = −kx− e2,

ė1 = −β1e1 + e2,

ė2 = −β2e1 − h,

(16)

即 


ẋ

ė1

ė2


 =



−k 0 −1
0 −β1 1
0 −β2 0







x

e1

e2


 +




0
0
−h


 ,

则可以得出相应的特征多项式为(s + k)(s2 + sβ1

+ β2),很显然当k, β1, β2 > 0且β2
1 − 4β2 > 0时,闭

环系统(16)是渐近稳定的,即设计ESO的状态

z1 → B(x, δ1), z2 → B(F, δ2), x → B(0, δ3).

B(x0, δ)表示以x0为中心, δ为半径的邻域,其中:

δ1 =
w

β2

, δ2 =
β1w

β2

, δ3 =
β1

kβ2

w.
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δ3的值求解如下: 对x的闭环动态求解可以得

x(t) = −1
k
e2 + (x(0) +

1
k
e2)e−kt. (17)

进入稳态时,原方程的解可以近似为|x(t)| → β1

kβ2

w.

由此可以看出,原系统在设计的控制律的作用下渐进

收敛到B(0,
β1

kβ2

w)邻域内,该邻域的大小由设计的

参数决定. 综合前面所述,引理2得证. 证毕.

注注注 3 当 gc1(·), gc2(·)选择非线性函数时,参数
β1, β2仍需要满足β1, β2 > 0,且β2

1 − 4β2 > 0 . 证明
过程可以参考文献[26].

4 受受受限限限非非非仿仿仿射射射系系系统统统控控控制制制器器器设设设计计计及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析

(Controller design for non-affine system with
saturation constraint and stability analysis)
由假设2中gi(x̄i, xi+1), i = 1, · · · , n的符号已知

且为正和假设3,则可以根据引理2将式(1)变换成



ẋ1 = F1(x1, x2) + x2,

ẋ2 = F2(x̄2, x3) + x3,
...

ẋn = Fn(x̄n, u) + u,

(18)

其中函数Fi(·)是未知光滑的函数,其定义如下:



Fi(x̄i, xi+1) = fi(x̄i, xi+1) + di − xi+1,

1 6 i 6 n− 1,

Fn(x̄n, u) = fn(x̄n, u) + dn − u.

(19)

接下来利用反演技术对系统(18)进行控制器设计.首
先要针对每个状态构建二阶ESO,以便估计每个子系
统中的未知项Fi(·)(i = 1, · · · , n),构建的ESO如下:




ei,1 = zi,1 − xi,

żi,1 = zi,2 − βi,1gi,1(ei,1) + xi+1,

żi,2 = −βi,2gi,2(ei,1), i = 1, 2, · · · , n,

(20)

其中: zi,1, zi,2是ESO的状态, gi,1(·), gi,2(·)是待设计
的非线性函数(也可以是线性的函数),例如

gi,1(ei,1) = ei,1, gi,2(ei,1) = |ei,1| 12 sgn ei,1,

其中zi,1是xi的估计, zi,2是Fi(x̄i, xi+1)的估计.

本文可以定义跟踪误差为



x̃1 = x1 − x1d,

x̃2 = x2 − x2d,
...

x̃n = xn − xnd,

(21)

其中: x1d = yr是待跟踪的参考信号, xid(2 6 i 6 n)
是为xi产生的命令信号.本文可以得出跟踪误差动态

方程为



˙̃x1 = F1(x1, x2) + x̃2 + x2d − ẋ1d,
˙̃x2 = F2(x̄2, x3) + x̃3 + x3d − ẋ2d,

...
˙̃xn = Fn(x̄n, u) + u0 + ∆u− ẋnd,

(22)

其中∆u = u− u0, u0是不考虑限制条件的控制量,
并且u = sat(u0, um). 在backstepping设计过程中,本
文要为每个xi产生命令信号xid(即虚拟控制信号),
设计的目标是x̃i = xi − xid趋近于零,即xi跟踪上命

令信号xid,由于状态受约束,所以命令信号也必然受
约束. 所以本文的控制目标也可以等价于: 设计u,使
得系统输出y = x1能跟踪上参考信号yr,并且

|u| 6 um, |xid| 6 Mi.

在不考虑受限的情况下,可以直接为系统(22)设
计命令信号xid, i = 2, · · · , n,但是由于受限,直接设
计命令信号不能保证状态在要求的范围内.因此,本
文引入指令滤波器,指令滤波器的形式如下:




Ei = sat(x0
id,Mi)− vi,1,[

v̇i,1

v̇i,2

]
=

[
0 1
0 −2ςiωi

][
vi,1

vi,2

]
+

[
0
ω2

i

]
Ei,

[
xid

ẋid

]
=

[
1 0
0 1

][
vi,1

vi,2

]
,

i = 2, 3, · · · , n,

(23)

其中: x0
id是不考虑受限设计的虚拟控制量, Mi是命令

信号xid的界, Ei是微分器第一个状态vi,1和微分器的

限幅输入sat(x0
id,Mi)的误差, xid和ẋid是设计的命令

信号及其导数, ςi, ωi是待设计的正数. 在饱和函数的
线性区域,该微分器的特征方程可以描述为

s2 + 2ςiωis + ω2
i = 0.

胡寿松的《自动控制原理》[25]中对该特征方程的性

质有着详细的描述: 当ςi = 1时,特征方程有两个相等
的负实根,对应于s平面负实轴上两个相等的实极点,
相应的阶跃响应是无超调的单调上升的趋于稳态输

出,此时系统称为临界阻尼情况,这正好满足了本文
限幅设计的要求. 在动态方程里含有虚拟控制信号的
导数,而虚拟控制信号中含有扩张状态方程的信息,
导致对虚拟控制信号求导不方便,该指令滤波器的引
入正好是避免了对命令信号的直接求导.

在构建扩张状态器和指令滤波器分别估计未知非

线性和命令信号的导数之后,再回到误差系统(22). 由
于受限,需要对由饱和带来的影响进行补偿,为此,笔
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者构建了下面的输入状态稳定的辅助系统:



χ̇1 = −c1χ1 + (x2d − x0
2d),

χ̇2 = −c2χ2 + (x3d − x0
3d),

...
χ̇n−1 = −cn−1χn−1 + (xnd − x0

nd),
χ̇n = −cnχn + ∆u = −cnχn + (u− u0),

(24)

其中: ci >
1
2
为待设计的常数, xid(i = 2, · · · , n)和u

是实际作用于系统的命令控制量,即满足限制条件的
量, x0

id(i = 2, · · · , n)和u0是不考虑限制条件的控制

量. 利用系统(24)可以构建补偿跟踪误差如下:



x̂1 = x̃1 − χ1,

x̂2 = x̃2 − χ2,
...

x̂n = x̃n − χn,

(25)

接下来本文利用 backstepping方法对式(25)的动态方
程设计出虚拟控制x0

id, i = 2, · · · , n和控制u0,使跟
踪误差x̃i → χi, i = 1, · · · , n.

步步步骤骤骤 1 对x̂1微分得

˙̂x1 = ˙̃x1 − χ̇1 =

x2 + F1(x1, x2)− ẏr + c1χ1 − (x2d − x0
2d) =

x̃2+x2d+F1(x1, x2)−ẏr+c1χ1−(x2d−x0
2d) =

x̂2 + χ2 + x0
2d + F1(x1, x2)− ẏr + c1χ1. (26)

选取虚拟控制量x0
2d时本文可以不考虑 x̂2, x0

2d可以

设计为

x0
2d = −c1 (x1 − yr)− χ2 − z1,2 + ẏr, (27)

则式(26)可以写成

˙̂x1 = −c1x̂1 + x̂2 + (F1(x1, x2)− z1,2). (28)

上式的右边括号内为扩展状态观测器(20)对F1(x1,

x2)的估计误差,选取Lyapunov函数为

V1 =
1
2
x̂2

1. (29)

如果x̂2 = 0,对式(29)微分得

V̇1 = x̂1
˙̂x1 = −c1x̂

2
1 + x̂1(F1(x1, x2)− z1,2) 6

−(c1 − 1
4
)x̂2

1 + (F1(x1, x2)− z1,2)2. (30)

这意味着x̂1关于输入(F1(x1, x2)− z1,2)是输入状态
稳定的,只要这个输入有界, x̂1就有界. 当x̂2 6= 0时,
该结论就不确定了,因为

V̇1 = −c1x̂
2
1 + x̂1x̂2 + x̂1(F1(x1, x2)− z1,2) 6

−(c1 − 1
4
)x̂2

1 + (F1(x1, x2)− z1,2)2 + x̂1x̂2.

(31)

步步步骤骤骤 2 对x̂2微分得

˙̂x2 = ˙̃x2 − χ̇2 =

x3 + F2(x̄2, x3)− ẋ2d + c2χ2 − (x3d − x0
3d) =

x̃3 + x3d + F2(x̄2, x3)− ẋ2d +

c2χ2 − (x3d − x0
3d) =

x̂3 + χ3 + x0
3d + F2(x̄2, x3)− ẋ2d + c2χ2. (32)

选取虚拟控制量x0
3d时,本文可以不考虑x3, x0

3d可以

设计为

x0
3d = −c2(x2 − x2d)− χ3 − z2,2 + v2,2 − x̂1.

(33)

根据式(24)(33),则式(32)可以写成

˙̂x2 = −c2x̂2 + x̂3 − x̂1 + (F2(x̄2, x3)− z2,2). (34)

上式右边括号内为扩张状态观测器(20)对F2(x̄2, x3)
的估计误差,选取Lyapunov函数为

V2 = V1 +
1
2
x̂2

2. (35)

如果x̄3 = 0,对式(35)微分得

V̇2 6 −(c1 − 1
4
)x̂2

1 + (F1(x1, x2)− z1,2)2 +

x̂2(x̂1 + ˙̂x2) =

−(c1 − 1
4
)x̂2

1 + (F1(x1, x2)− z1,2)2 −
c2x̂

2
2 + x̂2(F2(x̄2, x3)− z2,2) 6

−
2∑

i=1

(ci − 1
4
)x̂2

i +
2∑

i=1

(Fi(x̄i, xi+1)− zi,2)
2
.

(36)

这意味着x̂1, x̂2关于输入(Fi(x̄i, xi+1)− zi,2)(i = 1,

2)是输入状态稳定的,只要输入有界, x̂1, x̂2就有界.
当x̂3 6= 0时,该结论就不确定了,因为

V̇2 6 −
2∑

i=1

(ci − 1
4
)x̂2

i +

2∑
i=1

(Fi(x̄i, xi+1)− zi,2)
2 + x̂2x̂3. (37)

步步步骤骤骤 i(3 6 i 6 n− 1) 对x̂i微分得

˙̂xi = ˙̃xi − χ̇i =

xi+1 + Fi(x̄i, xi+1)− ẋid +

ciχi − (x(i+1)d − x0
(i+1)d) =

x̃i+1 + x(i+1)d + Fi(x̄i, xi+1)− ẋid +

ciχi − (x(i+1)d − x0
(i+1)d) =

x̂i+1 + χi+1 + x0
(i+1)d +

Fi(x̄i, xi+1)− ẋid + ciχi. (38)

选取虚拟控制量x0
(i+1)d时,本文可以不考虑x̂i+1,
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x0
(i+1)d可以设计为

x0
(i+1)d = −ci(xi − xid)− χi+1 − zi,2 +

vi,2 − x̂i−1. (39)

根据式(24)(39),则式(38)可以写成

˙̂xi = −cix̂i + x̂i+1 − x̂i−1 + (Fi(x̄i, xi+1)− zi,2).

(40)

上式右边括号内分别为ESO(20)对Fi(x̄i, xi+1)的估
计误差,选取Lyapunov函数为

Vi = Vi−1 +
1
2
x̂2

i . (41)

如果x̂i = 0,对式(41)微分得

V̇i 6 −
i∑

j=1

(cj − 1
4
)x̂2

j +
i∑

j=1

(Fj(x̄j, xj+1)− zj,2)
2
.

(42)

这意味着 x̂1, · · · , x̂i关于输入(Fj(x̄j, xj+1)− zj,2)
(j = 1, · · · , i)是输入状态稳定的,只要输入有界, x̂1,

· · · , x̂i就有界. 当x̂i+1 6= 0时,该结论就不确定了,因

V̇i 6 −
i∑

j=1

(cj − 1
4
)x̂2

j +

i∑
j=1

(Fj(x̄j, xj+1)− zj,2)
2 + x̂ix̂i+1. (43)

步步步骤骤骤 n 对x̂n微分得

˙̂xn = ˙̃xn − χ̇n =

u + Fn(x̄n, u)− ẋnd −∆u + cnχn =

u0 + (u− u0) + Fn(x̄n, u)−
ẋnd −∆u + cnχn =

u0 + Fn(x̄n, u)− ẋnd + cnχn. (44)

本文可以设计如下控制律:{
u0 = −cn(xn − xnd)− zn,2 + vn,2 − x̂n−1,

u = sat(u0, um).

(45)

根据式(24)(45),则式(44)可以写成

˙̂xn = ˙̃xn − χ̇n =

u + Fn(x̄n, u)− ẋnd −∆u + cnχn =

u0 + (u− u0) + Fn(x̄n, u)−
ẋnd −∆u + cnχn =

−cnx̂n − x̂n−1 + (Fn(x̄n, u)− zn,2).

(46)

上式的右边括号内分别为扩展状态观测器(20)对
Fn(x̄n, u)的估计误差,选取Lyapunov函数为

Vn = Vn−1 +
1
2
x̂2

n. (47)

对式(47)微分得

V̇n 6−
n∑

j=1

(cj − 1
4
)x̂2

j +
n∑

j=1

(Fj(x̄j, xj+1)− zj,2)
2
.

(48)

这意味着x̂1, · · · , x̂n关于输入(Fj(x̄j, xj+1)− zj,2)
(j = 1, · · · , n)是输入状态稳定的,只要输入有界, x̂1,

· · · , x̂n就有界.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation studies)
5.1 仿仿仿真真真实实实例例例1(The first simulation )
在这里为了证明本文方法的有效性,本文以文献

[1]中的弹簧质量块阻尼器为研究对象,模型如下:



ẋ1 = x2,

ẋ2 = − k

m
x1 − c

m
x2 +

1
m

sat u0,

y = x1,

(49)

其中: x1, x2表示位置和速度, m表示物块的质量, k表

示弹簧的抗扰常数, c表示阻尼.系统的真实参数设为:
m = 1.25 kg, c = 2 N · s/m, k = 8 N/m. 在控制器设
计中, k, c视为未知常数.

控制目标可以描述为:设计控制器使系统的输出
跟踪阶跃信号,控制输入的饱和值uM = 8.

参考文献[1]中,采用了自适应 backstepping设计,
设计出的控制和参数自适应律为




x2d = −c1(x1 − yr),
u0 = −c2(x2 − x2d − ẏr)− â1x1−

â2x2 − c1(x2 − ẏr) + ÿr,
˙̂a1 = Γ1x1x̂2,
˙̂a2 = Γ2x2x̂2,

u = sat(u0, um),

(50)

其中: a1 = − k

m
, a2 = − c

m
,由式(57)可以看出参考

文献[1]中的控制器是6阶的,即由系统、两个参数自
适应律及误差补偿系统组成.

本文设计方法将

f(x, u) = − k

m
x1 − c

m
x2 +

1
m

u− u

整个视为未知部分,所以需要构造一个2阶的扩张状
态观测器来估计该未知非线性,设计的控制器如下:




x2d = −c1(x1 − yr) + ẏr,

u0 = −c2(x2 − x2d)− x̂1−
z2 − c1(x2 − ẏr) + ÿr,

u = sat(u0, um),

(51)

其中: z2是扩张状态器的第2个状态(用来估计未知非
线性f(x, u)),由于x2d的导数好求,所以在本部分没
有设计微分器来估计其导数. 不难发现,本文的控制
器也是6阶,即由系统、2阶扩张状态观测器及误差补
偿系统组成.
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仿真参数设置为c1 = c2 = 5, Γ1 = Γ2 = 50,扩

张观测器参数β1 = 100, β2 = 300. 为了提高暂态性
能,采用本文的方法设计初始值,设计的初始值
为x1(0) = 0.6, x2(0) = 0.8,相应的补偿信号初始值
设置为λ1(0) = −0.4, λ2(0) = −1.6;文献[4]中的参
数自适应律的初始值设为â1(0) = â2(0) = 0,本文中
的扩张状态观测器的初始值也设置为0. 仿真结果见
图1–4.

结合图1和图2可以看出在控制受限的情况下,本
文和参考文献[1]都能够很好地实现参考信号的跟踪.
图2是控制输入,实线“—”是本文设计的控制输入,
虚线“- - -”是相应的受限控制输入,点线“· · ·”是
参考文献中设计的控制输入,点划线“- . -”是相应的
受限控制输入. 从图2可以看出,最后控制输入重合
了,这说明了控制器设计方法虽然不同,但是闭环系
统进入稳态时,控制输入的轨迹是一致的. 图3是本文
设计方案中对未知非线性项的估计效果;图4是文
献[1]方案中的参数自适应律曲线.但是参考文
献[1]中的设计方案只适用于链式积分系统,对于含有
外部干扰及未知非线性项的系统不能很好地处理,尤
其当系统是非仿射形式,而本文的方案同样也适用于
非仿射型非线性系统.

图 1 跟踪效果

Fig. 1 Tracking performance

图 2 控制信号

Fig. 2 Control signal

图 3 未知非线性及其估计

Fig. 3 Unknown nonlinear term and its estimation

图 4 参考文献[1]方案中的参数自适应律
Fig. 4 Adaptive curves of parameters for the method

in reference [1]

5.2 仿仿仿真真真实实实例例例2(The second simulation)
为了验证本文适用于非仿射非线性系统,本文以

外部受扰的非仿射非线性系统为研究对象:



ẋ1 = f1(x1, x2, t) + d1(t),
ẋ2 = f2(x1, x2, u) + d2(t),
y = x1,

(52)

其中:

f1(x1, x2, t) = x1e−0.5x1 + (1 + e−0.1x2
1)x2 +

0.5 sin x2 cos t,

d1(t) = cos2(2t),

f2(x1, x2, u) = x2
1 + 0.15u3 + 0.1(1 + x2

2)u +

sin(0.1u),

d2(t) = 0.5 sin(10t),

其中: d1, d2为未知的外部干扰, f1, f2是系统的未知

非线性项,但是它们满足前面的假设条件,则F1 =
f1 + d1 − x2, F2 = f2 + d2 − u. 为了估计该两个未
知项,笔者需要构建2个扩张状态观测器和1个指令滤
波器.

控制目标可以描述为:设计控制器使系统的输出
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跟踪阶跃信号,控制输入的饱和值uM = 5,并且运动
速度的饱和限制值为|x2| 6 1. 仿真中指令滤波器参
数设置: ς = 1, ω = 50;扩张观测器参数设置β1 =
100, β2 = 300;设计的初始值为x1(0) = 0.6, x2(0)
= 0.8,相应的补偿信号初始值设置为λ1(0) = −0.4,
λ2(0) = −1.6;仿真结果见图5–7.

图 5 跟踪效果

Fig. 5 Tracking performance

图5(a)(b)表示系统输出跟踪效果,图5(c)表示状
态x2跟踪指令信号x2d的效果,从图5可以看出跟踪效
果很好,并且状态x2在限制范围内.图6(a)是控制输入
信号曲线,图6(b)表示指令滤波器状态在限制范围内
对虚拟控制信号的估计,最后它们在限制范围内重合
了. 图7是ESO对未知非线性的估计效果,曲线表明本
文设计的ESO能很好地处理外部干扰和未知非线性.

图 6 控制信号

Fig. 6 Control signal

图 7 未知非线性及其估计

Fig. 7 Unknown nonlinear term and its estimation

6 结结结论论论(Conclusions)
本文基于ISS理论和自抗扰思想,研究了控制受限

的非仿射系统的控制,成功地将参考文献[1, 11]中的
辅助系统设计技巧拓展到非仿射系统.首先利用自抗
扰思想将系统进行变换,然后为变换后的系统构建扩
张状态观测器,通过构建辅助系统来补偿因控制受限
带来的影响.针对补偿后的误差动态方程,利用back-
stepping技术和指令滤波器设计了控制器,该设计方
案不需要知道系统详细的参数,只需要知道系统的阶
次以及系统状态可测,并且满足假设条件即可.本文
利用ISS定理证明了由该控制器构成的闭环系统的稳
定性,并且详细分析了信号会保持在限制范围内.仿
真结果表明该方案的有效性.
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