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摘要:针对一类控制增益为一般函数形式的不确定仿射非线性系统,提出一种能够确保全局渐近稳定的自适应
神经控制(adaptive neural control, ANC)方法. 为了保证神经网络逼近的适用性,设计一种可变控增益的比例微
分(proportional differential, PD)控制器以全局镇定被控对象.利用状态变换解决由未知控制增益函数导致的控制奇
异问题.提出一种连续的自适应鲁棒控制项实现闭环系统的渐近跟踪. 与现有的全局渐近跟踪ANC方法相比较,本
文方法不仅简化了PD增益的选择,而且减轻了控制输入的颤振问题.仿真结果表明了本文方法的有效性.
关键词: 自适应控制;渐近跟踪;神经网络;全局稳定;非线性系统

中图分类号: TP273 文献标识码: A
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Abstract: We present an adaptive neural control (ANC) strategy that guarantees globally asymptotic tracking for a class
of uncertain nonlinear systems with function-type control gains. A proportion differential (PD) control term with variable
gain is employed to globally stabilize the plant so that neural network approximation is applicable. A state transformation
is applied to solve the control singularity problem resulting from the unknown control gain function. A robust control term
is developed to achieve asymptotic tracking of the closed-loop system. Compared with previous global asymptotic tracking
ANC approaches, the proposed approach not only simplifies the selection of PD gain, but also relaxes chattering at the
control input. Simulation results have demonstrated the effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,不确定非线性系统的自适应逼近控制得

到了广泛的关注[1–26]. 此方法通常先是通过反馈线性
化确定理想控制律,然后利用模糊系统或神经网络
(neural netowrk, NN)逼近理想控制律中的不确定项,
最后通过Lyapunov综合法得到参数自适应律.与全局
的非线性参数化NN相比,局部的线性参数化NN有其
固有的优势,比如结构简单、便于稳定性分析以及实
施成本较低[18]. 然而对线性参数化NN的自适应神经
控制(adaptive neural control, ANC)来说,全局稳定性
和渐近跟踪仍是两大难题.为了确保闭环系统的全局
稳定性,文献[19]提出了一种比例微分(proportional
differential, PD)控制方法. 文献[20]指出只要将控制

增益设置为1/2就可以得到文献[19]的结果.然而文
献[20]的结果依赖于一个不恰当的隐含假设,即闭环
的不确定项可以通过线性参数化NN在全局区域逼近.
文献[21]提出了一种基于PD控制的非连续全局ANC
方法,以减少NN的输入数量并放松文献[19]中的边界
条件.最近,文献[22]的一项结果表明,全局ANC可
以通过前馈NN实现. 然而在文献[22]中,所有的被控
对象动态必须事先已知,这违反了针对不确定非线性
系统设计ANC的初衷.
通常由于固有的逼近误差, ANC系统只能实现一

致最终有界(uniformly ultimately bounded, UUB)稳定
性[18]. 为了获得渐近跟踪性能,许多研究者将不连续
反馈整合到ANC结构中[23]. 然而这些不连续的控制
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方法会在控制输入中引入严重的颤振. 为了解决这个
问题,文献[24]提出了一种具有部分渐近稳定性的连
续ANC方法. 然而,这种方法只适用于已知控制增益
函数非线性系统的镇定问题.最近文献[23]提出带
有NN前馈以及鲁棒误差绝对值积分反馈的连续渐近
跟踪ANC方法. 然而在文献[23]中,对象不确定性及
其导数的边界是预先已知的,并且在控制设计中提高
对象的阶数会导致复杂的控制律.
针对未知控制增益函数的不确定仿射非线性系统,

本文提出一种能够确保全局渐近跟踪性能的ANC方
法. 控制结构包含一个线性参数化NN、一个PD控制
项以及一个鲁棒控制项.该方法设计过程如下: 首先,
推导闭环系统的误差动态方程并利用线性参数化NN
逼近其中的总体不确定项;其次,设计一种可变控制
增益的PD控制项以确保闭环系统全局稳定;再次,在
推导控制律过程中利用状态变换解决由未知控制增

益函数导致的控制奇异问题;最后,设计自适应律及
连续的自适应鲁棒控制项以实现闭环系统的渐近跟

踪. 经过证明表明,在一定控制增益条件下该闭环系
统具有全局部分渐近稳定性能.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑一类仿射非线性系统如下[18]:




ẋi = xi+1, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋn = f(x) + g(x)u,

y = x1,

(1)

其中: x(t) := (x1(t), x2(t), · · · , xn(t))T ∈ Rn是状

态向量, u(t) ∈ R和y(t) ∈ R分别是控制输入和系统
输出, f(x) : Rn → R是未知光滑非线性函数, g(x) :
Rn → R是未知光滑控制增益函数. 然后,根据文
献[18]作出如下假设.

假假假设设设 1 存在未知连续函数f̄(x)以及未知有限
常数g0 ∈ R+,使得不等式|f(x)| 6 f̄(x)和0<g0 6
g(x)成立, ∀x ∈ Rn.

假假假设设设 2 期望输出信号yd(t)满足y
(i)
d (t) ∈ L∞,

其中i = 0, 1, · · · , n.

令yd(t) := [yd1(t) · · · dn(t)]T = [yd(t) ẏd(t)
· · · y

(n−1)
d (t)]T和yde(t) := [yd(t)T y

(n)
d (t)]T. 定义

输出跟踪误差为e1(t) := y(t) −yd(t). 本文的控制目
标是针对式(1)的不确定非线性系统确定基于NN的控
制策略,使得y能够全局渐近跟踪yd.

3 控控控制制制结结结构构构(Control structure)
本节根据Lyapunov综合法确定控制器的整体结

构. 定义滤波跟踪误差如下[25]:



e2 := ė1 + α1e1,

ei := ėi−1 + αi−1ei−1 + ei−2,

i = 3, 4, · · · , n,

(2)

其中αi ∈ R+(i = 1, 2, · · · , n− 1)是控制增益参数.

根据文献[25]可知

ei =
i−1∑
j=0

aije
(j)
1 , i = 2, 3, · · · , n, (3)

其中: aij = 1时j = i− 1, aij ∈ R+为将式(3)代入式
(2)并比较系数获得的常数. 令e := [e1 e2 · · · en]T,
根据式(1)−(3)及ei的定义可得

ėn =
n−2∑
j=0

a(n−1)je
(j+2)
1 + αn−1ėn−1 + ėn−2 =

n−3∑
j=0

a(n−1)je
(j+2)
1 + x(n)−

y
(n)
d + αn−1ėn−1 + ėn−2 =

n−3∑
j=0

a(n−1)je
(j+2)
1 + αn−1ėn−1+

ėn−2 − y
(n)
d + f(x) + g(x)u,

因此,可以得到

ėn = f(x) + g(x)u− ν, (4)

其中 ν:= y
(n)
d −

n−3∑
j=0

a(n−1)je
(j+2)
1 −αn−1ėn−1−ėn−2.

根据文献[21]中引理3.1,可得到以下引理.

引引引理理理 1 对于满足假设1和2的式(1)中的系统,
如果选择以下理想控制律:

u∗(en,xe) = −αnen − h(xe), (5)

其中: xe := [xT ν]T ∈ Rn+1, αn ∈ R+是控制增益

参数, h(·)是由下式确定的总体不确定项:

h(x, ν) := (f(x)− ν)/g(x), (6)

那么y全局渐近跟踪yd.

然而因为式(6)中的h(·)是一个不确定项,式(5)中
的理想控制律u∗不能实现. 为了估计h(·),可以应用
一个线性参数化NN[18]:

ĥ(xe|Ŵ ) = ŴTΦ(xe), (7)

其中: Ŵ ∈ RM是权重向量, Φ(xe) ∈ RM是基函数向

量, M是神经元节点的数量. 因此可以设计

u = −en−1 − αnen − û(xe|Ŵ )− ur(en), (8)

其中ur(·)是一个鲁棒控制项.
令

Dx := {x|‖x‖ 6 Mx}, Ωde := {yde|‖yde 6‖Mde},
Ωxe := {xe|x ∈ Dx, yde ∈ Ωde},
Ωw := {Ŵ |‖Ŵ‖ 6 Mw},
其中Mx,Mde,Mw ∈ R+是自定义的有限常数. 定义
NN逼近误差如下:

ε(xe) := h(xe)− ĥ(xe|W ∗), (9)

其中最优参数向量W ∗给定为



1270 控 制 理 论 与 应 用 第 31卷

W ∗ := arg min
Ŵ∈Ωw

( sup
xe∈Ωxe

|h(xe)− ĥ(xe|Ŵ )|).

文献[25]表明, ε的上界ε̄ ∈ R+为有限常数. 令W̃ :=
W ∗ − Ŵ ,式(4)的右边加上并减去g(·)h(·)并利用式
(5)−(9),可得到闭环跟踪误差动态如下:

ėn = g(x)(W̃TΦ(xe)− en−1 − αnen + ε− ur).

(10)

4 全全全局局局渐渐渐近近近控控控制制制设设设计计计(Global asymptotic con-
trol design)
利用上节得到的闭环跟踪误差动态,本节设计全

局渐近ANC.令Dg ⊂ Dx, D̄g := Rn− Dg,并且为式
(10)选择候选Lyapunov函数如下:

Ve(en) = e2
n/2. (11)

以下定理实现闭环系统的全局镇定.

定定定理理理 1 对于式(1)中满足假设1和2的系统,其
中x(0) ∈ D̄g,选取u = −αnen且

αn(t) = (1 + f̄(x) + |ν|)/g0η (12)

作为控制律,其中η ∈ R+是自定义的有限常数. 那么
在式(14)给出的有限时间Tµ之后, x(t)指数收敛于式
(17)中的Dg,即闭环系统是全局稳定的.

证证证 对式(11)中的Ve求导并利用式(4)可得

V̇e = en(f(x)− g(x)αn(t)en − ν) =

− αn(t)g(x)(e2
n − en(f(x)− ν)/αn(t)g(x)) 6

− αn(t)g(x)(e2
n − |en|(f̄(x) + |ν|)/αn(t)g0).

将式(12)代入上述表达式中可得

V̇e 6 −αn(t)g(x)(e2
n − η|en|),

因此,容易得到

V̇e 6 −αn(t)g(x)(Ve − η2/2).

对上面的表达式应用比较原理,并根据αng(x) >
1/η[8],可以推论

Ve(t) 6 Ve(0)e−t/η + η2/2,

这意味着en的边界范围为

e2
n(t) 6 e2

n(0)e−t/η + η2. (13)

令µ2 := 2η2. 那么根据式(13)存在一个有限时间

Tµ = max[0, (2η)ln(|en(0)|/η)] (14)

使得|en(t)| 6 µ =
√

2η, ∀t > Tµ成立.

另一方面,利用式(2)可以得到

ėn−1 = Aeen−1 + ben, (15)

其中:

en−1 := [e1 · · · en−1]T, b = [0 · · · 0 1]T,

Ae =




−α1 1 0 · · · 0

−1 −α2 1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . −1−αn−2 1

0 · · · 0 −1 −αn−1




.

由于存在正定矩阵P和Q使得ATP + PA = −Q,其
中P := I和Q := diag{2α1, 2α2, · · · , 2αn−1},因此
A是稳定矩阵. 根据线性系统理论有

en−1(t) = eAeten−1(0) +
w t

0
eAe(t−τ)ben(τ)dτ.

根据文献[18]中结果,存在有限常数ka, λa ∈ R+使

得eAet 6 kae−λat,因此可以得到

en−1(t)‖ 6

kae−λat‖en−1(0)‖+ka

w t

0
eλa(t−τ)|en(τ)|dτ 6

kae−λat‖en−1(0)‖+ ka‖en(t)‖∞
w t

0
eλa(t−τ)dτ 6

kae−λat‖en−1(0)‖+ ka‖en(t)‖∞/λa.

结合|en(t)| 6 √
2η, ∀t > Tµ,可以推论

‖en−1(t)‖ 6 kae−λaTµ‖en−1(0)‖+
√

2ηka/λa,

∀t > Tµ. 因此,可以表明

e(t)‖ 6 ‖en−1(t)‖+ |en(t)| 6
kae−λaTµ‖en−1(0)‖+

√
2η(ka/λa + 1), ∀t > Tµ.

(16)

这意味着e(t)是UUB的,且x(t)指数收敛于

Dg :={x|‖e‖ 6 Me1, ‖yd‖∈Ωd}, ∀t>Tµ, (17)

且Me1 := kae−λaTµ‖en−1(0)‖+
√

2η(ka/λa + 1).
将式(2)和(10)进行状态变换: zi = ei, zn = en/g,

其中i = 1, 2, · · · , n− 1,可以得到



ż1 := −α1z1 + z2,

żi−1 := −αi−1zi−1 − zi−2 + zi,

i = 3, 4, · · · , n− 2;
żn−1 := −αn−1zn−1 − zn−2 + gzn,

żn = −(
gαn + ġ/g

)
zn − zn−1+

W̃TΦ(xe) + ε− ur

或表达为等价的向量形式:

ż = Az(t)z + b(W̃TΦ(xe) + ε− ur), (18)

其中: z = [z1 z2 · · · zn]T, b = [0 · · · 0 1]T且

Az(t) =




−α1 1 0 · · · 0

−1 −α2 1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . −1−αn−1 g

0 · · · 0 −1 −(
αng + ġ/g

)




.
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根据定理1,式(1)中的系统具有全局稳定性,那么
根据文献[26]可以得到以下假设.

假假假设设设 3 存在一个有限常数gd ∈ R+使得|ġ(x)|
6 gd, ∀x ∈ D ⊂ Rn成立.

为了让Az(t)满足以下时变Lyapunov函数:

Az(t)TP (t) + P (t)Az(t) + Ṗ (t) = −Q(t), (19)

其中P (t)和Q(t)是正定对称矩阵,特别选择

P (t) =

[
In−1 0

0 g(x(t))

]
, (20)

而且

Q(t) =




2α1 0 0 · · · 0

0 2α2 0
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . 0 2αn−1 0

0 · · · 0 0 2αng2 + ġ




, (21)

并满足下面的约束条件:{
αi > 0, i = 1, 2, · · · , n− 1,

αn > gd/2g2
0.

(22)

在上述约束下,式(20)中的时变线性部分指数稳定.
令ε̂为ε̄的估计量,并且设计

ur(en) = enε̂2/(ε̂|en|+ δ), (23)

其中: γ1, γ2 ∈ R+, ˙̂ε = γ1|en|, δ̇ = −γ2δ, δ(0) = cδ

∈ R+. 为式(18)选择候选Lyapunov函数如下:

V = zTP (t)z/2 + W̃TW̃ /2γ3 + ε̃2/2γ1 + δ/γ2,

(24)

其中: ε̃ := ε̄− ε̂, γ3 ∈ R+为学习率.然后,引入以下
定理来获得该闭环系统的渐近稳定性.

定定定理理理 2 对于满足假设1−3的式(1)中的系统,其
中x(Tµ) ∈ Dg,在式(22)中约束条件下选择控制增益
参数αi,选择式(8)结合式(7)和式(23)作为控制律,并
设计参数自适应律如下:

˙̂
W =





γ3enΦ(xe) if ‖Ŵ‖ < cw

or (‖Ŵ‖ = cw and enΦ(xe) 6 0);

γ3enΦ(xe)− γ3en

ŴŴT

‖Ŵ‖2
Φ(xe)

if (‖Ŵ‖ = cw and enΦ(xe) > 0),

(25)

那么 lim
t→∞

‖e(t)‖ = 0.

证证证 对式(24)求导并利用式(18)−(19),可得

V̇ = żTPz/2 + zTP ż/2 + zTṖz/2−
W̃T ˙̂

W /γ3 − ε̃ ˙̂ε/γ1 + δ̇/γ2 =

− zTQz/2 + zTPb(W̃TΦ(xe) + ε− ur)−

W̃T ˙̂
W /γ3 − ε̃ ˙̂ε/γ1 + δ̇/γ2.

根据zn = en/g和式(20),可以得到zTPb = en. 因此,
将式(23)和(25)代入上述表达式,并利用文献[18]中得
到的投影算子结果,可以推断

V̇ 6− zTQz/2 + |en|(ε̄− ε̃)−
e2

nε̂2/(ε̂|en|+ δ)− δ 6
− zTQz/2− δ(1− ε̂|en|/(ε̂|en|+ δ)),

因此,可以得到

V̇ 6 −zTQz/2, ∀t > Tµ, (26)

这意味着该闭环系统是稳定的,且V (∞) ∈ L∞. 因此
可以直接得到z, W̃ , ε̃∈L∞,即意味着e, Ŵ , ε̂∈L∞.
根据满足式式(8)和(23),可以立即得到u, ur ∈ L∞.
现在,因为式(18)右边的所有项都是一致最终有界,所
以可以得到ż ∈ L∞. 在区间t = [0,∞]对式(26)进行
积分,得到w ∞

0
‖z(t)‖2dt 6 2(V (0)− V (∞)

)
/λmin(Q).

由于V (0), V (∞) ∈ L∞,可得z ∈ L2. 因此z ∈ L2 ∩
L∞且ż ∈ L∞. 根据文献[18]中的推论2.3(Barbala引
理)和e与z之间的关系,可得 lim

t→∞
‖e(t)‖ = 0.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation studies)
考虑式(1)形式的小车–倒摆模型,其中[17]





f(x) =
gv sinx1 − mplpx

2
2 cos x1 sinx1

mc + mp

4lp
3
− lpmpcos2x1

mc + mp

,

g(x) =

cos x1

mc + mp

4lp
3
− lpmpcos2x1

mc + mp

,

其中: x1是倒摆角位移, x2是相应角速度, gv是重力加

速度, mc是小车质量, mp是倒摆质量, lp是倒摆半长.
设置

mc = 1 kg, mp = 0.1 kg, gv = 9.8m/s2,

lp = 0.5 m, f̄(x) = 15.78 + 0.0366x2
2,

g0 = 0.63, x(0) = [π/4 π/4]T,

yd(t) = (π/6)sin t.

控制律的构造步骤如下: 首先,选择激活函数µli
i

= exp(−(xi +κi−(κi/2)(li−1))2/(κi/3)2),其中: i =
1, 2, κ1 =κ2 =π/6, li =1, 2,· · ·, 5;其次,设置Mx =√

2π/6, cw =100, α1 =2, η = 5;最后,令 Ŵ (0)=0,
γ1 = 100, γ2 = 1, γ3 = 1, cδ = 100.
仿真在MATLAB2012a中进行,其中设置仿真时

间为30 s,求解器为ode3,定步长采样时间为0.001 s,
其余参数保持默认值.仿真轨迹如图1−4所示.
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图 1 角位移跟踪轨迹

Fig. 1 Angular position tracking trajectories

图 2 角速度跟踪轨迹

Fig. 2 Angular velocity tracking trajectories

图 3 跟踪误差轨迹

Fig. 3 Tracking error trajectories

图 4 控制输入轨迹

Fig. 4 Control input trajectories

从图1−2中可以看出,即便是对象的最初状态位
于逼近区域之外,倒摆角位移和角速度均能够快速且

准确地跟踪相应的期望信号.图3显示位移和速度跟
踪误差均快速收敛到0值.图4显示控制输入在经过一
个由较大初始误差导致的脉冲响应之后,迅速回归正
常范围并保持平滑几乎无颤抖.从图中还可以看出,
与文献[21]中基于滑模控制的ANC方法相比,本文控
制器的控制输入颤抖得到很大程度的削弱.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文对于具有未知控制增益函数的仿射不确定非

线性系统,发展了一种能够确保全局渐近跟踪性能
的ANC方法. 本研究的主要工作有以下几点: 1)利用
可变增益的PD控制实现了被控对象的全局镇定; 2)
利用状态变换解决了未知控制增益函数导致的控制

奇异问题; 3)利用可以减轻控制输入颤振的鲁棒控制
实现了闭环系统的渐近跟踪. 应用于倒立摆控制的仿
真结果表明本文所提方法在实现期望跟踪性能的同

时,能够大幅削弱控制输入的颤抖.
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