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摘要:近年来,随着高科技的蓬勃发展,特别是云计算和大数据等新兴领域的出现,分布式优化理论和应用得到
了越来越多的重视,并逐渐渗透到科学研究、工程应用和社会生活的各个方面,分布式优化是通过多智能体之间的
合作协调有效地实现优化的任务,可用来解决许多集中式算法难以胜任的大规模复杂的优化问题.如今如何设计出
有效的分布式优化算法并对其进行收敛性和复杂性的分析成了优化研究的主要任务之一.与集中式算法的主要区
别在于分布式算法还不得不考虑通讯和协调在优化中起到的重要作用. 本文集中讨论了近年来分布式优化研究中
的一些典型热门的研究问题,从一个侧面介绍了包括无约束优化、带约束优化、以及分布式博弈等方向的部分最
新成果.同时也比较详尽地论述了笔者最近的相关研究成果.最后,本文简要地对分布式优化的研究和应用前景进
行了展望.
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Abstract: In recent years, theoretical and practical researchers on distributed optimization are spending more and more
efforts to meet the challenge of rapid development of high techniques, particularly the new areas such as the cloud computa-
tion and big data sets. Moreover, distributed optimization is increasingly applied to many fields such as scientific researches,
engineering applications, and social activities. Distributed optimization considers effective coordination between multiple
agents, and can be applied to many large-scale complicated optimization problems that are difficult to be solved by central-
ized algorithms. How to design an effective distributed optimization algorithm with convergence and limited complexity is
one of the most important objectives in optimization research. Being different from the centralized algorithm, a distributed
algorithm has to take into account the communication and coordination in the process of optimization. In this paper, we
focus on some standard hot topics in recent distributed optimization problems, such as the unconstrained optimization,
constrained optimization, and distributed game. On those topics we make a brief survey of recent achievements including
some of our research results, and point out prospects for further studies in theoretical research or practical applications.
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1 引引引言言言(Introduction)
优化与博弈是运筹学和控制论理论研究中的核心

问题之一,同时还在包括系统科学、人工智能、生物生
态、压缩感知、计算机通讯等很多领域有着广泛的应

用. 已有成熟的优化与博弈算法大多是集中式的[1–2],
但是随着现代科学的发展,在生物、物理、社会和工程
等众多学科中出现了许多新问题亟待解决,包括如何
有效处理大数据、进行云计算等. 另外,通信和微电子
技术也在迅猛发展,为此提供了大量的高效、廉价且
性能稳定的传感器、处理器以及各种执行器件,这极
大地支持和拓展了各种分布式算法的应用范围,促进

分布式优化的理论研究不断取得新的成果.

现在随着多智能体(multi-agent)系统理论和协调
技术的发展,许多分布式优化算法可以通过借助多智
能体网络的方式来实现[3]. 多智能体系统是由一群具
备一定的感知、通信、计算和执行能力的智能个体通

过通讯等方式关联成的网络系统.从某种意义上说,
分布式技术与多智能体网络是一对孪生兄弟,或者是
一个事物的两个不同的侧面: 分布式强调技术实现的
方法而多智能体强调技术实现的主体.对复杂大规模
系统,分布式方法比传统集中式方法更为灵活且操作
更为方便,这也使得分布式优化与控制的研究得到了
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迅速发展.而且已被越来越多的工业和国防应用领域,
包括智能电网、传感器网络、社会网络、信息物理系

统(cyber-physical system)等所关注.

分布式优化理论和应用已经成为当代系统和控制

科学的重要发展方向之一.在优化理论研究过程中,
优化算法的设计、收敛性的证明、复杂性(包括分析复
杂性和算术复杂性)的分析是其中几个关键性的研究
问题.在分布式优化中,相应的问题正在吸引着来自
诸多领域的科技工作者的巨大研究兴趣. 近年来相关
的研究人员在分布式优化上已经取得了一系列重要

成果(特别是对一些典型分布式算法收敛性等的分
析),并在不同科研领域中的多种期刊和会议上发表.

现在的分布式优化有两大类研究问题:一类是对
性能指标函数的优化,另一类是对系统动态过程的优
化. 由于分布式优化刚刚兴起,主要的突出理论研究
成果还是属于第一类优化中. 在一些重要的现实问题
中,比如资源分配,传感器网络中的定位等问题,每个
个体往往有一个代价函数,且整个网络的代价由这些
个体的代价函数和来表示. 此网络的目的是通过个体
间的局部信息交流而完成整个网络代价函数的优化,
其中每个个体只知道自己的代价函数,在给定的分布
式优化算法下可以得出保证其收敛的条件.另一类是
对系统动态过程的优化,此类分布式优化问题往往涉
及到分布式的(随机)动态规划,现在虽然已经有些研
究,但大多结果往往是初步的或因所需条件很强难以
做深入的理论分析,因此在本文中提到的分布式优化
主要是指第一类的优化.

在优化理论发展过程中,凸优化因为其基本且简
单一直受到广泛的关注[1],很多实际的优化问题都转
化或近似成凸优化问题来做.由于篇幅有限,本文将
以凸优化为基础,集中讨论分布式优化的3个重要问
题: 1)无约束凸优化; 2)带约束凸优化; 3)博弈和
Nash均衡. 因为分布式优化领域较广,在随后的3节中
将对这3个方面中的一些研究方向的部分研究进行简
要的介绍,并特别介绍笔者近年来取得的一些研究成
果,希望抛砖引玉能引起大家对分布式优化的研究兴
趣.

2 分分分布布布式式式无无无约约约束束束优优优化化化(Distributed unconstrain-
ed optimization)
正如凸优化是集中式优化中的基本问题,无约束

分布式凸优化也是分布式优化中最基本的问题和研

究的出发点. 为了方便先简要介绍一下凸集和凸函
数[1]. 令集合K是欧式空间中的一个集合,如果对任
意的x, y ∈ K和0 < c < 1,均有cx + (1− c)y ∈ K,
则称K为凸集. 如果对任意的x, y ∈ K, ci > 0(i =
1, 2),均有c1x + c2y ∈ K,则称K为凸锥.称由集合
K1, · · · ,Kn中所有元素的有限凸组合组成的集合为

由集合K1, · · · ,Kn生成的凸包,记为 co{K1, · · · ,

Kn}. 有限个点生成的凸包称为凸多面体.令f(x)为
一个实函数,如果对任意的x, y和 0 < c < 1,均有
f(cx + (1− c)y) 6 cf(x) + (1− c)f(y),则称f为凸

函数. 如果进一步还有f(cx + (1− c)y) = cf(x) +
(1− c)f(y)当且仅当x = y,则称f为严格凸函数. 如
果−f是(严格)凸函数,称f为(严格)凹函数.

一类得到广泛研究的分布式优化问题是整个网络

的代价函数是所有个体代价函数的和函数[4]. 这类问
题的目的是需要设计分布式算法最小化该和函数. 其
研究的方法主要是分为基于次梯度(subgradient)的方
法和非次梯度方法两大类.

在无约束优化问题中一个典型而简单的分布式优

化问题是分布式凸交计算,为此在这一子节中先讨论
它. 对于该问题,通常可以用梯度方法对它进行研究,
在它的算法中梯度就是对凸集的投影.随后讨论一般
的基于(次)梯度方法的结果,最后是对非(次)梯度方
法的介绍.

2.1 分分分布布布式式式凸凸凸交交交计计计算算算(Distributed convex intersec-
tion computation)
这几年,分布式凸交计算越来越受到研究人员的

重视,并在包括图像重构中原像的恢复、凸投射的最
佳逼近和目标定位等实际问题中有大量的应用[5–6].
比如,在目标定位问题中,目标源以一定的功率发射
某一信号,网络中的多个传感器会接收到随着传输距
离变大而衰减的带量测噪声的信号,目标定位的目的
是通过网络中传感器接收到的信号以找到目标源的

位置.对应于接收到的信号,每个传感器都会有一
个(凸)感知区域.当这些感知区域具有非空交集时,目
标定位问题可以转化为一个凸交计算问题[6]. 近几十
年来,凸交计算问题(也称凸可行性问题)得到广泛的
研究.当初的研究通常是集中式的,随后这几年开始
了分布式凸交计算的研究.

下面先给出凸交计算问题的精确数学描述. 令
X1, · · · , Xn是Hilbert空间中的闭凸集,其交集非空,

即
n⋂

i=1

Xi 6= ∅. 凸交计算问题的目的是找到非空交集

中的一个点x∗:

x∗ ∈
n⋂

i=1

Xi = X0. (1)

在文献[7]中得到广泛研究的求解凸交计算问题
的方法是对于任意给定的初始点,依次向这n个凸集

做凸投射而生成一个循环投射估计序列,进而考虑此
估计序列的收敛性. 当所有的凸集Xi是闭子空间时,
文献[8]证明了此序列依范数收敛到其凸交X0中的一

个点,且此收敛点是初始点到凸集X0上的投射点. 文
献[9]从凸集的正则性角度出发,充分讨论了此循环投
射序列的收敛速率问题.前面提到的文献讨论的都是
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集中式算法.

近几年来,设计分布式算法求解凸交计算问题也
得到广泛研究.分布式凸交计算问题的具体描述是:
考虑一个由n个个体组成的网络,个体i对应于凸

集Xi,且个体i仅知道集合Xi,而不知道对应于其他个
体的集合Xj , j 6= i. 此网络的目的是通过个体之间的
相互合作找到非空交集中的一个点.

对于任意时刻t > 0,网络中个体之间的动态连接
关系可以用有向图Gt = (V, Et)来表示. 如果边(j, i)
∈ Et,则称个体j是个体i在t时刻的邻居,将个体 i在 t

时刻的所有邻居构成的集合用Ni(t)来表示,本文假
设所有的个体都是它自己的邻居.文献[4]首先给出如
下的离散时间分布式投射同步算法:

xi(k + 1) = PXi
(

n∑
j=1

aij(k)xj(k)), i = 1, · · · , n,

(2)

其中: xi(k)是个体i在时刻k的状态估计, aij(k)表示
边(j, i)在时刻k的权重值(如果(j, i)∈Ek, aij(k)>0;
否则aij(k) = 0),并且PXi

(y)表示y到集合Xi的投影

点. 之后,在双随机性和一致联合强连通的假设条件
下,证明该算法将同步收敛到X0中的一个点.

另外,虽然大多数优化问题是从离散时间角度研
究的,但是用连续时间动力学研究优化的收敛性也是
值得注意的一个方向.文献[10]首次研究了连续时间
的非线性多智能体系统在最一般的[t,∞)联合连通拓
扑假设下的优化趋同,提出如下的连续时间分布式投
射同步算法:

ẋi(t) =
n∑

j=1

aij(t)(xj(t)− xi(t)) +

PXi
(xi(t))− xi(t), (3)

其中i = 1, · · · , n. 并且该文首次给出了在无向图时,
[t,∞)联合连通是该算法收敛的充分必要条件.

以上关于分布式凸交计算问题都是基于能够获得

精确投射点,然而在实际应用中,投射点的计算都不
可避免存在一定的误差,实际得到的往往只是精确投
射点的一个近似. 文献[11]首先引入近似投影(appro-
ximate projection)的概念,将点v投射到集合K带近似

角度θ的近似投影集定义为下面集合:

P a
K(v, θ) =

{
CK(v, θ) ∩H+

K(v), v /∈ K,

{v}, v ∈ K,
(4)

其中:

CK(v, θ)=v+{z|〈z, PK(v)−v〉> |z||v|K cos θ},
H+

K(v) = {z|〈PK(v)− z, PK(v)− v〉 > 0},
并且给出了如下的近似投影同步算法:

xi(k + 1)=
n∑

j=1

aij(k)(P a
j (k)), i=1, · · · , n, (5)

这里P a
j (k) ∈ P a

Xi
(xi(k), θik)是状态xi(k)向凸集Xi

带近似角度θik的近似投影.与文献[4]提出的算法相
比,上述的近似投影算法在不要求邻接矩阵的双随机
性情形下给出了系统达到全局最优同步关于近似投

影程度的鲁棒性条件.

上面所提到的都是基于投影算子的一些确定性分

布式优化算法,而一些随机的算法也得到广泛研究.
比如,考虑到在现实的机器网络中,每个机器人携带
的能量有限且代价高,在文献[12]中从节省能量的角
度提出一种随机休眠算法来计算凸交问题.其算法的
主要思想是个体在对非空交集中的点进行估计时,所
有的个体独立地以一定的概率p向自己的集合做凸投

射,以概率1− p保持上一步的状态不变,具体算法如
下:




xi(k + 1) =
n∑

j=1

aij(k)yj(k),

dj(k) = PXj
(xj(k))− xj(k),

yj(k) =

{
xj(k) + αkdj(k),以概率p ;
xj(k), 以概率1− p .

(6)

然后给出了所有个体几乎处处渐近收敛到非空集合

中某一个点的充分条件.

上面谈到的凸交问题主要强调计算,其中的多智
能体是虚拟的进程,因而其动力学取成最简单的形式.
实际上,实现分布式凸交过程的智能体还可以具有复
杂的物理动态模型. 比如文献[13]讨论了一群机器人
如何合作解决凸交优化问题,每个机器人作为智能体
只知道自己对目标的感知区域(通常被描述成一个凸
集),而它们的目的是找到它们感知集合中的目标.为
此,该文研究了在固定和切换拓扑下这些机器人如何
寻找并且避开碰撞,并在一定的不确定下,个体达到
寻找凸交的目的.

2.2 次次次梯梯梯度度度方方方法法法(Sub-gradient method)
上面讨论的凸交可以看做是一个简单特殊的优化

问题,下面讨论一般的分布式凸优化问题,它们有着
更为广泛或潜在的实际应用背景. 对于一般的分布式
无约束问题:

min f(x) =
n∑

i=1

fi(x), (7)

其中: fi是个体i的代价函数且只能被i观测到, f为整

个网络的代价函数,而该网络的目的就是通过个体间
的相互协作来最小化f . 文献[14]提出了基于次梯度
的分布式优化算法:

xi(k + 1) =
n∑

j=1

aij(k)xj(k)− αdi(k),

i = 1, · · · , n. (8)

这里: α是常步长, di(k) ∈ ∂fi(xi(k))是fi在xi(k)处
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的次梯度.然后在权重平衡图和次梯度有界的假设下,
该文给出了系统达到和代价函数最优值逼近的一个

估计.对于此类基于次梯度的常步长算法往往不能保
证算法的收敛性,或者说即使收敛性能够得到但不能
保证一定能收敛到最优解集上. 为了保证算法收敛的
最优性,步长渐近收敛到 0的条件是必要的,即
lim

k→∞
αk = 0;但是该条件又会带来收敛速度慢的弊

端,为了克服这个缺点,文献[15]提出来下面一种动态
系统优化算法来解决问题(7):



vi(t) =
n∑

j=1

aij(t)(xj(t)− xi(t)),

ẋi(t)=vi(t)+
n∑

j=1

aij(t)(yj(t)−yi(t))−di(t),

ẏi(t) = −vi(t),
(9)

其中di(t) ∈ ∂fi(xi(t)). 并且证明了上述算法在固定
拓扑和连通性假设下渐近同步收敛到问题(7)的最优
解.

随着分布式优化的深入发展,近些年来,研究人员
取得了很多基于(次)梯度的变形算法和研究成果,比
如:

a) 基于量化信息的分布式优化.

在基于量化信息的分布式优化这一问题里,每个
个体由于通讯能力的限制,不能完全量化得到其他个
体的信息,而只能得到通讯量化后的信息.大部分基
于次梯度的方法[16–17],虽然给出了固定或者切换拓扑
下分布式优化的算法的收敛性分析,但是在实际应用
中由于量化误差的存在,不能达到精确解,并且其精
确程度与量化的精度有关. 在该问题中,有一些基本
的问题还没有完全解决,特别是: i)如何实现(在切换
拓扑下)不受量化误差影响的精确优化? ii)如何在能
够实现优化的前提下减少信息传输率?因此为了达到
这些量化优化,笔者最近采用了编码解码器和量化器
尺度变化的技术,通过编码解码去除每个个体与其邻
居个体之间交换信息的误差来实现算法的收敛性,而
且利用尺度变换得到精确的优化解. 进一步笔者还研
究了多少比特才能保证实现优化目标.

b) 随机优化.

在一些现实问题中,比如从社会观点动力学的角
度而言,个体在做决策时往往会相互独立地以一定的
概率坚持自己的观点,以一定概率会受到邻居个体观
点的影响.文献[18]受此启发提出一种随机优化算法
来计算优化问题(7):

xi(k + 1) =





n∑
j=1

aij(k)xj(k), 以概率p;

PXi
(xi(k)), 以概率1− p,

(10)

其中Xi是局部目标函数fi的最优解集,其信息只能被

个体i所得到. 然后该文给出了算法几乎处处渐近同
步收敛到问题(7)最优解的充分条件,并且给出数值试
验验证了在一定条件下,差不多5%算例中随机算法
的收敛效果比确定性的还要好.

除此之外,文献[19]利用了次梯度和一致性算法
来解决固定无向拓扑下多智能体的解耦优化问题;增
量次梯度法(incremental subgradient method)[20],以及
包括信息交换过程中存在量测噪音和计算次梯度带

来的误差[21],切换拓扑是独立同分布的随机过
程[22]等优化问题也得到广泛研究与发展.

2.3 非非非 传传传 统统统 梯梯梯 度度度 方方方 法法法 (Nontraditional gradient
method)

对于一般基于次梯度的分布式优化算法,其算法
收敛速度只能达到O(1/

√
k). 在最近研究中,文献

[23]提出一种分布式快速梯度算法(fast distributed
gradient method)来解决问题(7),使得当目标函数满足
一定的光滑性条件并且邻接矩阵的谱半径全局已知

时,该算法的收敛速度能够达到O(1/k2). 其算法具体
形式如下:



xi(k)=
n∑

j=1

aijyj(k − 1)−αk−1∇fi(yi(k − 1)),

yi(k) = xi(k) + βk−1(xi(k)− xi(k − 1)),
(11)

其中系统的连接图是固定的无向连通图.

还有很多分布式优化问题可以用非基于梯度的算

法来解决. 一个现在比较常用的方法是交替方向
乘 子 法 (alternating direction method of multipliers,
ADMM).标准ADMM算法的主要思想就是将原来的
优化问题分解成两个子问题,序列地求解它们并更新
相应的对偶变量,但其主要缺点在于分解后的两个子
问题不能完全分布式求解,因为对偶变量的更新需要
全局状态信息,这样的话就必须得有一个中心来负责.
为了克服这个缺点,针对问题(7),文献[24]提出一种
分布式ADMM法. 系统连接图G = (V, E)中的每一
条边eij ∈ E对应一个对偶变量λij ,而对于个体i除了

要负责更新自己的状态xi外,还要负责一些对偶变量
更新,然后根据事先给定的次序,个体依次进行更新,
算法具体执行如下:




xi(k) = arg min
x

β

2
∑

j∈P (i)

‖xj(k + 1)−

x− 1
β

λji(k)‖2 + fi(x)+

β

2
∑

j∈S(i)

‖x−xj(k)− 1
β

λij(k)‖2,

λri(k + 1) =

λri(k)− β(xr(k + 1)− xi(k + 1)),

(12)
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其中: 常数β > 0, r∈P (i),且P (i)={j|eji ∈ E , j <

i}, S(i) = {j|eij ∈ E , i < j}. ADMM法较之一般的
次梯度算法,优势在于其收敛速度有很大的提高,能
够达到O(1/k),但是其不足在于需要提前规定好个体
进行状态更新的次序.除此之外,还有其他一些非梯
度算法也在文献中出现,比如逐对补偿算法[25]和增

广Lagrange算法[26]等.

注注注 1 从上面的分析可以看出,次梯度方法相比于其

他优化方法的优势在于其算法形式简单且对于代价函数的要

求低(一般只需满足凸性即可),对于一般的凸优化问题都适

用,其不足在于对步长渐近收敛到0的要求导致了收敛速度慢

的弊端. 当代价函数满足光滑性条件时,其次梯度就是梯度,

故次梯度方法较之梯度方法其区别仅在于对代价函数的光滑

性要求. 而对于一般的非传统梯度方法,其出发点大都是从

提高算法收敛速度的角度,但往往可能会伴随着算法形式的

复杂化、维数的增加、代价函数光滑性的高要求或者要提前

已知个体间通信拓扑图的一些信息,这就使得非传统梯度方

法具有一定的局限性,它们所适用的优化问题较之次梯度方

法更为特定一些. 比如, ADMM算法的维数会随着网络边的

增加而增加,由此导致在解决大规模非稀疏的网络优化问题

时,对计算机的存储能力要求加大.

3 分分分布布布式式式带带带约约约束束束优优优化化化(Distributed constrained
optimization)
现实中的很多优化问题是带有约束的,其约束形

式包括受限集、等式及不等式约束. 同样,在解决分布
式优化问题中,也会碰到不少约束问题.实际上,很多
非凸的优化问题可以近似为带约束的凸优化问题.

在分布式优化中,有两类约束用在优化算法中. 一
类是优化问题中不得不考虑的客观给定约束,还有一
类是优化问题中自身隐含的约束. 对于客观存在的约
束,研究者不得不去面对和处理,但在不好处理时就
采取方法取代或逼近这些约束条件.而后一类约束往
往是所研究的优化问题中自然满足的,有时可以主动
加入这些辅助约束以提高算法的效率.本文在随后二
节分别介绍.

3.1 给给给定定定约约约束束束(Given constraints)
针对一般的带受限集的约束优化问题:

min f(x) =
n∑

i=1

fi(x), s.t. x ∈
n⋂

i=1

Xi, (13)

其中代价函数fi和约束集Xi只能被个体i观测到. 对
于求解这类问题,文献[4]提出下面的分布式投影次梯
度算法:

xi(k+1)=PXi
(

n∑
j=1

aij(k)xj(k)−αdi(k)), (14)

其中: i=1, · · · , n, di(k) ∈ ∂fi(
n∑

j=1

aij(k)xj(k)). 随

后它们给出了在如下两种特殊情形下,即: 1)系统连

接图是完全连通图; 2)所有个体的受限集都相同
(即Xi = Xj, ∀i, j),所有个体渐近同步收敛到问题
(13)的一个最优解的充分条件.注意到情形2)相当于
约束集信息是全局共享,但没有将约束集做到完全的
分布式. 之后文献[27]将上面结果推广到更一般的情
形,即各个受限集不同且连接图是一致联合强连通.
基于对偶理论的思想,文献[28]考虑了带等式和不等
式约束的受限优化问题,并且提出了一种分布式原始
对偶次梯度算法 (distributed prime-dual sub-gradient
algorithm).

在文献[28]的基础上,笔者考虑了带不等式约束
的受限优化问题:

min
x

n∑
i=1

fi(x), s.t. g(x) 6 0, x ∈ X, (15)

其中: 代价函数fi只能被个体i观测到,而约束函数g

和受限集X是全局已知的. 在一些实际应用中,由于
某些计算或量测误差的存在,精确的梯度往往是达不
到的,类似文献[11]提到的近似投影的概念,在此基础
上,笔者最近还提出一种分布式近似梯度算法(appro-
ximate gradient algorithm),并且给出了保证该算法收
敛的梯度精确性条件.

无论是无约束问题(7)还是约束问题(13)(15)都是
在目标函数和约束集满足凸性假设下给出的分析结

果.笔者在文章[29]中考虑了求解有限个非空非凸集
合(带“洞”凸集R1, · · · , Rn)交集的问题,即要找到

非空交集
n⋂

i=1

Ri中一个点. 这里集合Ri是从一个大的

闭凸集Xi中挖去一个小的闭凸集Yi,即Ri := {x|x ∈
Xi ∩ Y c

i },其中Y c
i 是集合Yi的余集. 对于这类的非凸

优化问题,用以下受限约束问题来近似求解:

min
x

n∑
i=1

ci|x|2Yi
, s.t.x ∈ X0 =

n⋂
i=1

Xi, (16)

其中c1, · · · , cn是一组给定的非负凸组合.文献[30]提
出一种近似投影算法,对于每个个体i,先是与自己邻
居状态做一个加权平均,接着向小集合Yi做一个近似

投影,再向大集合Xi做精确投影.然后给出了在投影
精确度满足一定条件下算法收敛到问题(16)的最优
解,并且该最优解与参数c1, · · · , cn的选取有关,当参

数选取恰当时,该解位于交集
n⋂

i=1

Ri中. 在分析受限

约束问题(16)时,与文献[4]相比,本文给出在更一般
情形下算法收敛性分析,即约束集不同且连接图是一
致联合强连通.

3.2 辅辅辅助助助约约约束束束(Auxiliary constraints)
这种辅助约束方法是将一些“显然”的知识加到

算法中去以提高算法的效率,研究该类问题的文献资
料相对比较新.

其中一类是加入图(同步)的条件:回顾上面提到
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的分布式ADMM法[24],针对连接图中的每条边eij∈
E都相应的引入一个约束条件xi = xj ,使得原无约束
问题(7)等价于下面带约束问题:

min
n∑

i=1

fi(xi), s.t. xi = xj, ∀eij ∈ E . (17)

由于此类约束条件具有一定的解耦性才使得对偶变

量的更新能够分布式进行. 不同于文献[24],文献[31]
从Laplace矩阵角度,引入约束条件Lx = 0. 因为当系
统连接图是固定强连通时,条件Lx=0与xi =xj, i, j

∈ {1, · · · , n}是等价的,所以问题(7)等价于下面带约
束问题:

min
x

n∑
i=1

fi(xi), s.t. Lx = 0, (18)

其中x = (xT
1 , · · · , xT

n)T. 然后用类似文献[15]提出
的用动态系统求解优化问题的思想,在讨论有向图时,
文献[30]给出了下面连续时间优化算法:{

ẋ = −αLx− Lz −∇f̃(x),

ż = Lx,
(19)

其中: z = (zT
1 , · · · , zT

n )T, α > 0是控制参数. 它们
给出了系统连接图是双随机强连通,且α满足一定条

件时,算法(19)将收敛到问题(18)的一个最优解. 对于
这类加入有关图信息约束的算法在分布式研究中还

存在一定的局限性,主要原因是它不能直接处理切换
图的情况.

另一类利用了最优点的零梯度和性质. 对于无约
束问题(7)而言,其最优解x∗满足零梯度和性质,即
N∑

i=1

fi(x∗) = 0. 文献[25]将零梯度和条件作为约束引

入到问题中,提出一种gossip算法,并且在算法中一直
保持该约束条件成立. 其算法的大体思想是在第k步

迭代时任选一对个体(i, j)进行通信进而更新各自的
状态,而对于其他没被选中的个体其状态保持不变.
个体(i, j)在更新状态时必须满足梯度和为零的性质
不变,即

f ′i(xi(k)) + f ′j(xj(k)) =

f ′i(xi(k + 1)) + f ′j(xi(k + 1)),

且xs(k + 1) = xs(k), ∀s /∈ {i, j}. 定义图G∞ = (V,

E∞),如果一对个体(i, j)被无限次重复选取进行通
信,则令边eij ∈ E∞. 文献[25]给出当图G∞是连通图

时,上述的gossip算法同步收敛到问题(7)的一个最优
解.

虽说目前关于分布式带约束优化的研究已经取得

一定的突破与成果,但是总体上还处于发展阶段,其
理论研究往往局限于约束集和目标函数的凸性假设

条件下. 对于一般的非凸优化问题,现有的工作大都
是进行凸放松或者凸近似,将其转化为凸优化问题来
求解以避开非凸带来的问题求解难度,由此使得如何

选择一种有效的凸近似方法变得尤其重要.其次,对
于上面两小节介绍的一些分布式的优化算法来求解

约束问题时,大多数算法只能给出收敛性保证,具体
收敛速率的估计还不能得到. 总的来说分布式带约束
优化的研究还存在很多的问题亟需解决.

4 分分分布布布式式式博博博弈弈弈(Distributed game)
在许多实际优化问题中,还不得不考虑优化目标

中多方对抗或合作的因素,因此越来越多的控制工程
师投入到分布式博弈优化算法的研究中. 分布式博弈
问题有着重要的军用和民用价值,也是多移动传感器
网络或机器人网络等领域中的重要研究课题.其中涉
及到多组具有通信、计算、移动能力的个体如何分布

式作用而实现系统的Nash均衡或其他群体任务.

有关分布式博弈的研究也很广[29, 32],包括网络演
化博弈、分布式任务分配等. 势博弈已经研究了多年,
被广泛应用于交通拥塞博弈、区域覆盖、资源分配等

实际问题中. 从分布式优化的角度出发,笔者更多关
注的是如何将势博弈的优势与其有效地结合.文献
[33]利用对偶理论,提出一种基于状态的势博弈设计
策略来解决分布式优化问题,并且将其运用于电动车
充电管理问题中.

下面主要就分布式零和博弈对相关工作进行介绍.
研究零和博弈的背景有两类: 第1类是现实问题本身
就是零和博弈,而第2类是将约束问题转换为该博弈
问题.

在这里主要讨论一个最简单的情况,它涉及到分
布式计算鞍点[34–35]. 为此先给一个凸凹目标函数的
定义, φ(·, ·) : X × Y (⊂ Rm1×Rm2)→R是一个(严
格)凸凹函数如果它是第1个变量的(严格)凸函数和
第2个变量的(严格)凹函数. 给定一组点(x̂, ŷ),记
∂xφ(x̂, ŷ)为凸函数φ(·, ŷ)在x̂处的次梯度,记∂yφ(x̂,

ŷ)为凹函数φ(x̂, ·)在ŷ处的次梯度. (x∗, y∗)∈X×
Y被称为是函数φ在X × Y上的鞍点,如果下式成立:

φ(x∗, y)6φ(x∗, y∗)6φ(x, y∗), ∀x∈X, y∈Y.

(20)

一个策略博弈通常用M = (I, W,U)来表示,其
中I是所有参与方的集合: W = W1 × · · · ×Wn, n是

所有参与者的数目, Wi是参与者i的策略集合, U =
(u1, · · · , un), ui : W → R是参与者i的收益函数[2].

如果
n∑

i=1

ui = 0,则称M是零和博弈.如果对所有的

i ∈ V和所有的wi ∈ Wi,均有

ui(w∗
i , w

∗
−i) > ui(wi, w

∗
−i), (21)

则称w∗=(w∗
1, · · · , w∗

n)是一个Nash均衡点,其中w∗
−i

表示除了参与者i外其他所有参与者的策略.一个二人
零和博弈(n = 2, u1 + u2 = 0)的所有Nash均衡点集
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合和收益函数u2的所有鞍点集合是相同的.

至今,有关多智能体系统的分布式零和博弈问题
的论文很少. 当然在这方面的研究也有基于次梯度的
方法. 比如文献[36]提出了一个基于两个子网络的对
抗和连续时间动力学的寻求Nash均衡点的算法,他
们的结果主要是对固定权重平衡图得出的. 在此基础
上,文献[37]提出一个在切换拓扑下寻求Nash均衡点
的离散算法,并且对权重非平衡图也进行了研究.

尽管分布式博弈的严格理论结果还不算多,但是
分布式博弈的思想已经开始在很多工程问题(如多机
器人搜捕或智能电网自律调度[38])得到应用.

5 结结结束束束语语语(Conclusions)
本文对当今分布式优化中的一些热点或重要问题,

介绍了研究背景和主要内容,揭示了研究思想.特别
是对无约束和有约束优化的算法和收敛性做了简要

的探讨,并比较集中地介绍了笔者近年来在此方面所
取得的工作进展.一些未来可能的研究方向将包括:
1)在拓扑结构方面,如何对非平衡图的分布式优化给
出有效的算法; 2)在带有约束的优化方面,如何利用
多智能体的优势来化解约束方面的复杂性; 3)考虑到
现实的不确定性等因素,如何考虑随机因素对优化的
影响或如果给出有效的分布式随机优化算法来解决

一些复杂的收敛性问题; 4)考虑到通信约束,如何分
析量化、时延等通信问题对优化的精度和速度的影

响; 5)在计算复杂性方面,如何有效地给出分布式算
法的复杂性分析.

还值得一提的相关重要问题是如何充分地利用控

制理论的优势将控制方法与分布式优化进行密切结

合研究新问题.在这方面,一些有意义的初步结果也
已经得到,比如文献[39]就将分布式优化与PI控制设
计相结合提出一种连续时间的比例积分分布式优化

算法,并基于Lyapunov稳定性理论得到算法收敛性分
析.除此之外,文献[40]也从类似的角度出发,在充分
采用Lyapunov方法的基础上提出了基于内模(internal
model)的分布式优化算法来处理带时变干扰的动态优
化问题.当然在控制与优化的有效结合方面仍然还有
许多问题需要探索和认识.

总之,分布式优化方面的理论研究刚刚起步,广泛
的应用研究也在开展,不仅仅限于本文所讨论的几个
方面. 许多重要的理论与实际问题亟待解决,新的研
究领域还有待开拓.
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