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摘要:对于欠驱动吊车而言,已有方法大都将负载摆动视为单摆进行处理. 然而当吊钩质量相比负载质量不可忽
略或负载体积较大时,负载会绕吊钩产生第二级摆动,出现双摆效应,使系统的摆动特性更为复杂,欠驱动度更高,
其控制更具挑战性;此外,现有方法均无法保证系统的暂态控制性能.针对这些问题,本文提出了一种基于轨迹规划
的消摆定位控制方法. 具体而言,本方法所规划的台车轨迹具有解析表达式,且充分考虑系统安全性(摆动幅值)及
台车运动的物理约束;通过构造新颖的平坦输出信号,将施加在台车运动和两级摆动上的约束/指标转化为对平坦
输出的约束,从而将轨迹规划转化为凸优化问题.该方法能够保证整个过程中系统两级摆动的角度、角速度,台车
的速度、加速度、加加速度均保持在设定范围内.通过与已有方法进行仿真对比,可见本方法不仅简单易行,且在
工作效率与摆动抑制方面均具有更为良好的控制性能.
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Motion planning for cranes with double pendulum effects subject to
state constraints
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Abstract: For underactuated cranes, most existing methods treat the payload swing as that of a simple pendulum.
However, when the hook mass is not negligible compared with the payload mass or the payload size is large, the payload
will rotate around the hook, which exhibits double-pendulum effects and complicates the swing dynamics. Consequently, an
extra underactuation degree appears, making the control problem much more challenging. Additionally, currently available
approaches cannot guarantee the desired transient control performance. To deal with these problems, a trajectory planning-
based control method is presented. Specifically, the planned trajectory has an analytical expression and takes full account of
the system safety and physical constraints. An elaborate differential flat output signal is created, and the constraints/ indices
imposed on the trolley motion and payload swing are equivalently transformed to some new constraints on the flat output,
which converts the trajectory planning task into a convex optimization problem. The proposed method ensures the swing
angles/angular velocities and the trolley velocity/acceleration/jerk to be always within prescribed bounds. Simulation results
show that, in comparison with existing methods, the proposed approach is convenient for implementing and achieving
superior control performance in terms of both working efficiency and swing suppression.
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1 引引引言言言(Introduction)
对于桥式吊车系统而言,其工作效率在很大程度

上受制于负载的摆动,尤其是当台车到达目标点后停
止运行时负载的残余摆动.大幅摆动将增大负载与工
作空间中其他货物甚至工作人员发生碰撞的可能性,
造成安全隐患.同时,残余摆动的存在给操作人员的
落吊操作带来了较大的困难,而在自然情况下(如空气
阻力的作用下),负载摆动的衰减往往需要很长的时

间,严重降低了系统的工作效率.当负载质量集中且
远大于吊钩质量时,其摆动主要呈现单摆特性(即单级
摆动).此时,操作人员可依靠长期积累的经验,通过
控制台车的运动对负载的摆动加以抑制.但人工操作
的方式不仅效率低下、定位精度差,还易发生误操作,
造成安全事故. 此外,当吊钩质量相比负载质量不可
忽略,或负载不能视为质点时,负载与吊钩之间会产
生相对摆动,呈现出复杂的两级摆动特性,即双摆效
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应.在这种情况下,人工操作的方式将更难取得良好
的控制效果.

已有的绝大多数研究工作都将负载看作质点而仅

考虑其单级摆动.对于单级摆动而言,系统的固有频
率单一且仅与吊绳长度有关. 基于此,研究人员提出
了许多研究方法,主要包括最优控制[1–2]、轨迹规

划[3–8]等基于吊车线性化模型的方法,无源性控制[9]、

输出反馈控制[10]、有限时间控制[11]、切换控制[12]、

自适应控制[13]、滑模控制[14–16]、重置控制[17]等非线

性控制方法,以及模糊控制[18–20]、神经网络[21]等智

能控制方法. 经分析与验证,这些方法在单级摆动吊
车上能取得良好的控制效果.

如前所述,在很多情况下,吊车系统在工作时会呈
现出两级摆动特性. 一些常见的情形如下: 1)搬运的
货物质量较轻,与吊钩质量在数量级方面接近; 2)负
载因尺寸较大、质量分布不均匀(如机翼、钢板等)而
不能看作理想质点进行处理. 在出现双摆效应时,吊
车系统有两个不同的固有频率,不仅与吊绳长度有关,
还取决于负载质量、吊钩质量以及负载重心与吊钩重

心之间的距离,导致摆动特性非常复杂,极大地增加
了其动态性能分析与控制器设计的难度.在这些情况
下,上述针对单级摆动吊车系统设计的控制方法的性
能将大打折扣. 针对具有两级摆动效应的吊车系统,
文献[22–24]通过将控制命令与特定脉冲信号进行卷
积整形,实现消摆控制的目标.文献[25]通过分析吊车
系统的无源性,设计了一种基于能量的控制方法.
Tuan等[26]则将台车运动与两级摆动耦合在一个滑模

面中,并在此基础之上提出了一种滑模消摆定位控制
策略.

另一方面,考虑到系统的工作效率与安全性,台车
应尽可能快速准确地将负载搬运至目标位置,同时在
整个过程中使负载摆动的幅值保持在合理的范围内,
且当台车停止运行后应无残余摆动.此外,鉴于驱动
电机的执行能力,台车的最大速度/加速度/加加速
度(jerk,加速度的导数)1均应保持在一定范围内.而已
有方法在控制过程中均无法在理论上保证这些约束

条件.

基于上述问题,本文将针对具有双摆效应的欠驱
动吊车系统,提出一种具有解析表达式的消摆轨迹规
划方法. 该方法不仅简单易行,而且能够充分保证摆
角及台车运动的物理约束. 具体而言,由于系统的欠
驱动特性,无法直接为不可驱动的两级摆动(吊钩摆动
及负载绕吊钩的摆动)进行轨迹规划以满足上述摆角
约束. 为此,本文通过充分地分析台车运动与两级摆
动之间的耦合关系,构造了一种新颖的微分平坦输

出(differential flat output)信号,将两级摆动与台车运
行速度/加速度/加加速度等信号表示为该平坦输出及
其不同阶导数的组合,从而将施加在两级摆动与台车
运动上的约束条件等效转化为对平坦输出的约束,进
而将轨迹参数求解转化为凸优化问题.通过与已有方
法进行仿真对比可知,本文方法能在保证上述约束条
件的前提下,取得更为良好的控制效果.

本文的剩余部分组织如下: 第2节将给出具有两级
摆动特性的吊车系统模型,并详细阐述本文要解决的
问题;第3节将给出轨迹规划及分析的具体过程;
第4节将进行仿真与分析,并与已有方法进行对比;
第5节将对全文工作进行总结与展望.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
具有双摆效应的桥式吊车模型如图1所示,其动态

特性可用如下方程描述:

(m + m1 + m2)ẍ + (m1 + m2)l1(cos θ1θ̈1 −
θ̇2
1 sin θ1) + m2l2θ̈2 cos θ2 −m2l2θ̇

2
2 sin θ2 = F,

(1)

(m1 + m2)l1 cos θ1ẍ + (m1 + m2)l21θ̈1 +

m2l1l2 cos(θ1 − θ2)θ̈2 + m2l1l2 sin(θ1 − θ2)θ̇2
2 +

(m1 + m2)gl1 sin θ1 = 0, (2)

m2l2 cos θ2ẍ + m2l1l2 cos(θ1 − θ2)θ̈1 +

m2l
2
2θ̈2 −m2l1l2θ̇

2
1 sin(θ1 − θ2) +

m2gl2 sin θ2 = 0, (3)

式中: x(t), θ1(t), θ2(t)分别表示台车位移、吊钩摆
角(第1级摆角)以及负载绕吊钩的摆角(第2级摆角);
m, m1, m2分别表示台车、吊钩及负载的质量; l1,

l2分别表示吊绳长度及负载重心到吊钩重心的距离;
F (t)表示作用在台车上的驱动力.

图 1 具有双摆效应的吊车模型示意图
Fig. 1 Schematic illustration for the crane model with

double-pendulum effects

对式(2)两边除以(m1 + m2)l1,同时对式(3)两边
除以m2l2,并整理可得

1加加速度反应了加速度的变化率,其取值较大时,不仅会导致规划的轨迹难以被跟踪,还易激发系统震荡.
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cos θ1ẍ + l1θ̈1 +
m2l2

m1 + m2

cos(θ1 − θ2)θ̈2 +

m2l2
m1 + m2

sin(θ1 − θ2)θ̇2
2 + g sin θ1 = 0, (4)

cos θ2ẍ + l1 cos(θ1 − θ2)θ̈1 + l2θ̈2 −
l1θ̇

2
1 sin(θ1 − θ2) + g sin θ2 = 0. (5)

方程(4)−(5)描述了台车运动x(t)与系统的两级摆动
θ1(t), θ2(t)之间的动态耦合关系,即台车的运动会对
系统的两级摆动产生何种影响.对于全驱动机电系统
而言,如机器人关节的控制,可方便地为每个关节的
运动规划合理的轨迹,且能在兼顾各种物理约束,如
最大速度、最大加速度等的同时,实现高精度、平滑的
控制效果.然而,由于双摆吊车系统的强欠驱动特性,
仅能为台车进行运动规划,而无法直接为两级摆动
θ1(t)与θ2(t)进行规划;因此,在对台车运行轨迹进行
规划时,必须充分利用耦合关系(4)−(5),使θ1(t),
θ2(t)满足相应的约束,实现定位与消摆的双重控制任
务.

考虑到实际吊车系统的安全性、工作效率及物理

约束,本文将针对具有双摆效应的欠驱动吊车系统规
划一条具有解析表达式的台车轨迹,具体要实现的控
制目标如下.

1) 台车在时间T内到达并停止在目标位置pd处,
且在整个运行过程中,台车最大速度、加速度及加加
速度应始终保持在允许的范围内,即

x(0) = ẋ(0) = ẍ(0) = x(3)(0) = 0, (6)

x(T ) = pd, ẋ(T ) = ẍ(T ) = x(3)(T ) = 0, (7)

|ẋ(t)| 6 vmax, |ẍ(t)| 6 amax, |x(3)(t)| 6 jmax,

(8)

式中vmax, amax, jmax ∈ R+分别表示由执行器的能

力所决定的台车最大速度/加速度/加加速度上限值.

2) 在整个运行过程中,吊车系统的两级摆动
θ1(t), θ2(t)及其角速度θ̇1(t), θ̇2(t)始终保持在合理的
范围内,且当台车到达目标位置后无残余摆动,即

θ1(0) = θ2(0) = 0, θ̇1(0) = θ̇2(0) = 0, (9)

θ1(T ) = θ2(T ) = 0, θ̇1(T ) = θ̇2(T ) = 0, (10)

|θ1(t)| 6 θ1 max, |θ2(t)| 6 θ2 max, (11)

|θ̇1(t)| 6 ω1 max, |θ̇2(t)| 6 ω2 max, (12)

其中θ1 max, θ2 max, ω1 max, ω2 max ∈ R+分别为系统

的两级摆动θ1(t), θ2(t)及相应角速度θ̇1(t), θ̇2(t)的幅
值上限.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
本节将详述轨迹规划的过程. 具体而言,首先通过

坐标变换,构造一个新颖的平坦输出信号,将台车运

动与两级摆动用其不同阶导数(之和)表示,从而将约
束条件等效转化为对平坦输出的约束;随后规划一条
多项式轨迹,根据约束条件,利用二分法对轨迹参数
进行优化求解.

3.1 模模模型型型变变变换换换(Model transformation)
在吊车的工作过程中,负载的大幅摆动不仅能带

来安全隐患,还会降低系统的工作效率.因此,在实际
应用中应使吊车系统的两级摆动θ1 max, θ2 max保持

在5度以内, ω1 max, ω2 max也应在较小的范围内变化.
在这种情况下, cos θi ' 1, cos (θ1 − θ2) ' 1, sin θi

' θi, sin (θ1 − θ2)θ̇2
i ' 0, i = 1, 2. 相应地,系统的

运动学方程(4)−(5)可改写如下2:

ẍ + l1θ̈1 +
m2l2

m1 + m2

θ̈2 + gθ1 = 0, (13)

ẍ + l1θ̈1 + l2θ̈2 + gθ2 = 0. (14)

联立式(13)与(14)并进行整理,可得
m1l2

m1 + m2

θ̈2 + g(θ2 − θ1) = 0. (15)

此外,由图1知,负载的水平位移信号可表示为xp(t),
x(t) + l1 sin θ1(t) + l2 sin θ2(t). 考虑到上述近似关
系,在此定义如下信号χp(t):

χp , x + l1θ1 + l2θ2. (16)

结合式(14)(16)知

θ2 = −1
g
χ̈p =⇒ θ̇2 = −1

g
χ(3)

p , θ̈2 = −1
g
χ(4)

p .

(17)

将式(17)的结论代入式(15)并整理,可以得出

θ1 = −1
g
χ̈p − m1l2

(m1 + m2)g2
χ(4)

p , (18)

进一步有

θ̇1 = −1
g
χ(3)

p − m1l2
(m1 + m2)g2

χ(5)
p . (19)

把式(17)及(18)的结论代入式(16),可将x(t)表示为如
下形式:

x = χp +
l1 + l2

g
χ̈p +

m1l1l2
(m1 + m2)g2

χ(4)
p . (20)

进一步可得

x(i) = χ(i)
p +

l1 + l2
g

χ(i+2)
p +

m1l1l2
(m1 + m2)g2

χ(4+i)
p ,

(21)

式中上标(i)(i = 1, 2, 3)表示x(t)关于时间的第i阶导

数.

从式(17)−(21)可以看出,所有系统状态均可以表
示为χp(t)及其不同阶导数的代数和形式. 因此以
χp(t)为输出,由式(13)−(15)组成的吊车运动学系统

2随后的轨迹规划可保证系统的两级摆动θ1(t), θ2(t)及其角速度θ̇1(t), θ̇2(t)保持在式(11)−(12)所示范围内.
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是微分平坦的[27], χp(t)则为相应的平坦输出.接下
来,将通过规划χp(t)来实现前面所述的控制目标(6)
−(12),将施加在台车运动x(t)及两级摆动θ1(t),
θ2(t)上的约束等价地转化为对χp(t)的约束,进而降
低轨迹规划的复杂度.

3.2 轨轨轨迹迹迹规规规划划划(Trajectory planning)
选取χp(t)为如下的15次多项式曲线3:

χp(t) = pd(α0 +
15∑

i=1

αiτ
i) ,

pd[α0 +
15∑

i=1

αi(
t

T
)i], (22)

其中: 0 6 t 6 T , τ = t/T为归一化的时间量,易知

τ̇ i =
i

T
(

t

T
)i−1, i = 1, 2, · · · , 15. (23)

将式 (17)−(21)代入式 (6)−(12),可将施加在x(t),
θ1(t), θ2(t)及其导数上的约束转化为如下关于χp(t)
及其导数的约束条件:




χ(i)
p (0) = 0, i = 0, 1, · · · , 7,

χ(j)
p (T ) = 0, j = 1, 2, · · · , 7,

χp(T ) = pd;
(24)





|χ̇p+
l1+l2

g
χ(3)

p +
m1l1l2

(m1+m2)g2
χ(5)

p |6vmax,

|χ̈p+
l1+l2

g
χ(4)

p +
m1l1l2

(m1+m2)g2
χ(6)

p |6amax,

|χ(3)
p +

l1+l2
g

χ(5)
p +

m1l1l2
(m1+m2)g2

χ(7)
p |6jmax,

| − 1
g
χ̈p − m1l2

(m1 + m2)g2
χ(4)

p | 6 θ1 max,

| − 1
g
χ̈p| 6 θ2 max,

| − 1
g
χ(3)

p − m1l2
(m1 + m2)g2

χ(5)
p | 6 ω1 max,

| − 1
g
χ(3)

p | 6 ω2 max.

(25)

利用式(23),计算式(22)所示χp(t)关于t的前7阶
导数,并代入式(24)中第1行所示的初始条件,经整理
可求得

α0 = α1 = · · · = α7 = 0. (26)

在此基础上, χp(t)的表达式变为

χp(t) = pd

15∑
i=8

αiτ
i. (27)

相应地, χp(t)关于时间t的前7阶导数的表达式如下:

χ(r)
p = pd

15∑
i=8

αi

i!
(i− r)!

(
1
T

)rτ i−r, (28)

其中r = 1, 2, · · · , 7. 类似地,将式(24)中第2, 3行所

述的约束代入式(28)并整理,可得一个关于α8, α9,

· · · , α15的八元一次线性方程组. 求解该方程组,可得
式(22)中α8, α9, · · · , α15如下:




α8 = 6435, α9 = −40040, α10 = 108108,

α11 =−163800, α12 =150150, α13 =−83160,

α14 = 25740, α15 = −3432.

(29)

在求得α1, α2, · · · , α15的值后,对于式(22)所示轨
迹χp(t),还需确定T以完成整个轨迹规划过程. 接下
来通过调节T ,使所规划的轨迹满足式(25)中的不等
式约束. 另一方面,考虑到T为台车的运行时间,为提
高整个系统的工作效率,应使T尽可能小. 此外,易知
式(25)中不等式约束均为凸约束. 因此,参数T的选取

可归结为如下凸优化问题:

min T, s.t.式(25). (30)

对于式(30)所示的凸优化问题,在此利用二分法
进行求解,具体求解算法如算法1中的伪代码所示,其
中: Tl, Tu ∈ R+分别表示待优化参数T的下限值与上

限值; ε为优化容许误差,作为优化结束的判断标准,
可 根 据 实 际 需 要 设 定; vmax, amax, jmax, θ1 max,

θ2 max, ω1 max, ω2 max为式(25)中所定义的状态上限值;
T ∗为满足式(25)中约束的参数T的最优值.

算算算法法法 1 凸优化问题(30)的求解算法.

Input: Tl, Tu, vmax, amax, jmax, θ1 max, θ2 max,

ω1 max, ω2 max

Output: T ∗

repeat

set Tm = (Tl + Tu)/2
if the constraints in (25) are satisfied then

Tu ← Tm

else {the constraints in (25) are not satisfied}
Tl ← Tm

end if

until |Tu − Tl| 6 ε

T ∗ ← Tm

将上述计算得到的α0, α1, · · · , α15值及优化所得

的T ∗代入式(20),可得最终的规划轨迹为

x =



χp+
l1+l2

g
χ̈p+

m1l1l2
(m1+m2)g2

χ(4)
p , t∈ [0, T ∗],

pd, t > T ∗.

(31)

至此,整个轨迹规划过程完成.
3值得说明的是, χp(t)的选择并不唯一,可选用其他形式的轨迹,如三角多项式轨迹等.
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注注注 1 离线轨迹规划方法(包括本文方法)所面临的一

个共同难题是它们难以有效应对不可预知的外界干

扰[3–5, 7–8]. 对于受干扰影响的吊车系统,可将它们与反馈跟

踪控制器,如比例−微分( proportional derivative, PD)控制器

相结合,提高控制系统的鲁棒性.

注注注 2 由于已经得到了α0 ∼ α15的取值(参见式(26)

与(29)),从式(31)可知,还有2个须确定的参数,即pd与T ∗.

pd可直接根据目标位置设定, T ∗则须通过算法1获取. 由于规

划的轨迹表达式解析,且式(25)所示的不等式约束均较简单,

算法1所示算法具有较高的运行效率.

表 1 性能指标
Table 1 Performance indices

控制方法 pd vmax amax jmax θ1 max θ2 max ω1 max ω2 max

本文方法
√ √ √ √ √ √ √ √

对比方法[25] √ √ × × × × × ×

4 仿仿仿真真真与与与分分分析析析(Simulation and analysis)
本节将通过数值仿真验证所提方法的有效性,

并与文献[25]中的无源性控制方法进行对比分析.
在仿真中,吊车参数设置如下:{

m = 20 kg, m1 = 5 kg, m2 = 5 kg,

l1 = 2 m, l2 = 0.2 m, g = 9.8 m/s2.
(32)

台车目标位置及系统状态的约束取为



pd = 1.5 m, vmax = 0.5 m/s, amax = 0.5 m/s2,

jmax = 0.5 m/s3, θ1max = θ2max = 2 (◦),

ω1max = ω2max = 5 (◦)/s.
(33)

图 2 台车运动x(t), ẋ(t), ẍ(t)及x(3)(t)

Fig. 2 Trolley motion x(t), ẋ(t), ẍ(t) and x(3)(t)

对于本文方法,算法 1的参数选取为 ε =

0.0005 s, Tl = 0 s, Tu = 40 s. 根据约束条件 (33),
经优化可得T ∗=8.1360 s;在处理器为Intel i5–2300
(2.8 GHz),内存为 4 GB,操作系统为Windows 7
(64位), MATLAB版本为R2008a的运行环境中,整
体的耗时约为1.71 s. 将T ∗的值及式(26)(29)所示
的α1, α2, · · · , α15值代入式(31)可得最终规划的台
车轨迹. 对于文献[25]提出的无源控制方法,其控制
参数选为kp = 15, k = 43.5,限于篇幅,在此略去该
控制器的具体表达式.

图 3 两级摆动θ1(t), θ̇1(t), θ2(t)及θ̇2(t)

Fig. 3 Double pendulum swing θ1(t), θ̇1(t), θ2(t), θ̇2(t)

相应的仿真结果如图2与图3所示,实线与点划
线分别表示本文方法与文献[25]中方法对应的控制
效果,虚线则表示各状态的约束条件;由于对比方
法对应的台车加加速度在t = 0时的取值为无穷大,
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在图2中未给出其曲线.此外,表1对两种方法是否
满足状态约束条件的情况进行了统计,其中:“

√
”

表示满足该约束/指标,“×”则表示不满足;以amax

为例,表1中的统计信息表明本文方法保证了整个
过程中的台车加速度幅值始终保持在amax以内,而
对比方法[25]则未能满足该约束,如图2所示.

从图2与图3所示的结果及表1中的信息可知,本
文方法能在保证所有状态约束条件的前提下,实现
台车的快速、准确定位,并充分抑制与消除系统的
两级摆动,与理论分析保持完全一致;相比之下,文
献[25]中的无源控制方法则无法保证绝大多数的约
束条件,在实际吊车系统中,受限于驱动电机的最
大转速等约束,台车能提供的最大运行速度/加速度
是有限的,而文献中已有方法均仅假设台车能达到
所需的任意速度/加速度值(只要不发散),极有可能
会导致饱和,从而使控制效果恶化.

接下来比较两种方法在消摆与定位方面的控制

性能.对比图2与图3中两者的曲线可知,本文方法
能更快地将台车定位到目标位置处,其两级摆动
θ1(t), θ2(t)的最大幅值分别为对比方法[25]相应摆

角的51%和52%. 此外,由图3还可看出,对于本文
方法,当台车到达目标位置后,无任何残余摆动;相
比之下,文献[25]的无源控制方法则有着明显的残
余摆动,降低了系统工作效率.综上所述,本文方法
在定位、摆角抑制方面均能取得更为良好的控制效

果.

注注注 3 本文方法适用于驱动电机工作在不同模式下的

吊车系统.对于驱动电机工作在速度控制模式下的吊车系统,

该方法规划的(速度)轨迹可直接用作输入信号;而对于驱动

电机工作于力矩控制模式的吊车系统,本文所规划的轨迹光

滑易跟踪,可使用常规的PD控制器使台车跟踪规划的轨迹,

将位移/速度信号转化为相应的力矩信号[5, 7].

5 结结结论论论(Conclusions)
针对具有复杂双摆效应的欠驱动桥式吊车系统,

本文提出了一种解析轨迹规划方法,不仅能实现台
车定位与摆动抑制的双重控制目标,还能保证系统
状态满足实际物理约束,且简单易行,具有良好的
应用前景. 具体而言,根据台车运动与两级摆动之
间的耦合关系,构造了一个平坦输出信号,利用其
不同阶导数表示系统的状态量,将台车定位与负载
摆动抑制的控制目标与物理约束等效转化为作用于

平坦输出的凸约束,进而将轨迹规划问题转化为凸
优化问题.通过数值仿真与已有控制方法进行了比
较,结果表明本文方法能取得更为良好的控制效果.
在后续的工作中,笔者将改进现有的桥式吊车实验

平台,在台车下方加装相机,借助视觉来无接触地
获取负载的水平位置信息,进而通过几何关系计算
得到负载的第二级摆动,以进一步对所提方法的效
果进行实验验证. 在条件成熟时,将把本文方法应
用于目前正在和天津起重设备有限公司合作研发的

大型工业自动吊车系统.
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