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摘要:本文讨论一类非线性系统的全局鲁棒输出调节问题.假定被控非线性系统的系统输入方向未知,且产生参
考或扰动信号的外部系统含未知参数,这为控制律的设计带来了挑战.文章使用自适应控制方法和内模原理,解决
了一类相对阶为1的非线性输出反馈系统的输出调节问题,并将结果应用于处理Lorenz系统的渐近跟踪问题.
关键词: 输出调节问题;自适应控制;非线性系统; Lyapunov函数

中图分类号: TP13 文献标识码: A

Adaptive output regulation problem for a class of nonlinear systems
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Abstract: We study the global robust output regulation problem for a class of nonlinear output feedback systems. In
this problem, it is assumed that the exosystem and the control direction are unknown, which poses challenges in control
law design. Adaptive control scheme and internal model principle are employed to solve the output regulation problem for
nonlinear output feedback systems with relative degree 1. The controller proposed in this paper is also applied to solving
an asymptotic tracking problem of the controlled Lorenz system.

Key words: output regulation; adaptive control; nonlinear systems; Lyapunov function

1 引引引言言言(Introduction)
线性及非线性系统的输出调节问题自20世纪70年

代被提出之后,一直受到广泛关注. 早期,研究人员将
线性系统作为输出调节问题的对象,得到了一系列重
要结论,如输出调节问题的可解性条件[1]、内模原

理[2]等. 其后,研究的焦点转入非线性系统的输出调
节问题,例如文献[3–6].

关于非线性输出调节问题的一个研究热点是非线

性鲁棒输出调节问题.首先,内模原理被用于处理含
有未知参数的非线性系统的输出调节问题[7–8]. 但用
于解决此类问题的鲁棒控制方法无法处理外部系统

含有未知参数的问题.例如内模原理可以处理当外部
信号为频率已知、幅值和初始相位为任意值的一类正

弦信号的输出调节问题,但若此正弦信号的频率未知,
内模原理便无能为力[9]. 为解决这个问题,自适应控
制方法被引入以处理外部系统含有未知参数的问

题[10–12]. 其中文献[11]通过解决外部系统含未知参数
的非线性输出反馈系统的全局鲁棒输出调节问题,给
出了估计参数收敛于其真实值的条件.而文献[12]则
给出了利用状态反馈解决外部系统含未知参数时,非
线性下三角系统的全局抗扰动问题的方法.

以上所提到的输出调节问题的解决方法都建立在

系统输入方向已知的条件下. 系统的输入方向是其输
入系数的符号,其正负会决定控制信号增益的方向.
因此,系统输入方向未知为控制器的设计带来了挑战.
解决这一问题的标准方法是使用Nussbaum增益技
术[13]. Nussbaum增益技术被用于设计系统输入方向
未知的非线性系统的全局自适应控制器[14]及鲁棒跟

踪控制器[15–16]. 在假设系统输入方向未知的条件下,
文献[17]用Nussbaum增益技术解决了非线性下三角
系统的输出调节问题;而文献[18–19]则解决了可转
化为输出反馈形式的非线性系统的输出调节问题.其
中文献[19]给出了针对一类相对阶为1的非线性输出
反馈系统的输出调节问题的解决方法,并将结果应用
于解决Lorenz系统的渐近跟踪问题.

据作者了解,目前已有的控制方法可解决的全局
鲁棒非线性输出调节问题包括：含有未知参数的线

性外部系统的问题,或系统输入方向未知的问题.但
还没有文献讨论外部系统为含有未知参数的线性系

统且系统输入方向未知的输出调节问题.因此,本文
将讨论以下自适应全局鲁棒输出调节问题:对于一类
相对阶为1的非线性输出反馈系统,在系统输入方向
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未知,且线性外部系统含有未知参数的条件下设计控
制器,使得在任意初始条件下及任意时间点上,系统
状态及控制律的轨迹存在并有界,且跟踪误差渐近趋
近于0. 系统输入方向未知的相对阶为1的非线性输出
反馈系统的输出调节问题在文献[19]中有所讨论,但
其未考虑外部系统中的未知参数,因此其方法不适用
于本文提出的问题.文献[11]中给出了解决线性外部
系统含未知参数情况下,非线性输出反馈系统的输出
调节问题的方法,但其假设系统输入方向已知,因此
也不能解决本文提出的问题.针对两个未知参数,文
章将结合Nussbaum增益技术和自适应内模设计控制
器. 同时,本文使用的非线性系统模型相比文献
[11, 18]范围更广,能够包括更多类的非线性系统[19].
本文结构安排如下: 第2部分将给出问题描述及预

备知识,从而将以上提到的全局鲁棒输出调节问题转
化为全局鲁棒镇定问题.控制器的设计等主要结果将
于第3部分给出.文章的第4部分和第5部分分别为仿
真算例及结论.
后文会用到的符号包括: ‖A‖表示矩阵A的

Euclidean范数; col(v1, v2)为由任意列向量v1, v2组成

的向量(vT
1 , vT

2 )T; Ir表示r阶单位矩阵.

2 问问问题题题描描描述述述及及及预预预备备备知知知识识识(Problem formulation
and preliminaries)
考虑如下不确定非线性输出反馈系统:




ż = f(z, y, v, w),

ẏ = g(z, y, v, w) + bu,

e = y − q(v, w),

(1)

其中: z ∈ Rn和y ∈ R为系统状态变量, u ∈ R为控制
输入信号, w ∈ W ⊂ Rp是系统未知参数, W为一紧

集, e ∈ R表示输出跟踪误差. 假设函数f , g,和q足够

光滑,并且满足对任意w ∈ W, f(0, 0, 0, w)=0, g(0,

0, 0, w) = 0, q(0, w) = 0. 系统输入系数b 6= 0,但符
号未知. 方程组(1)描述的是一类相对阶为1的输出反
馈系统. v ∈ Rq为外部信号,由以下线性外部系统产
生:

v̇(t) = A1(σ)v(t), v(0) = v0, (2)

其中σ ∈ S ⊂ Rl表示未知参数. 矩阵A1(σ)满足如下
假设:

假假假设设设 1 对任意σ ∈ S,矩阵A1(σ)的特征值各
异,且实部都为0.

假设1使得外部系统(2)可以产生有限个任意幅值
的阶跃函数及任意幅值、初始相位的正弦函数的组合.
下面给出系统(1)的输出调节问题的描述: 对于任

意v ∈ Rq, w ∈ W, σ ∈ S,设计如下输出反馈控制
器:

u = uK(ζ, e), ζ̇ = gK(ζ, e), (3)

使在任意初始条件(z(0), y(0), v(0), ζ(0))下,由式
(1)−(3)组成的闭环系统的解在t ∈ [0,+∞)上存在并
有界,且误差输出信号e(t)在t → +∞时渐进趋近于
零. 其中,控制律中的uK(·)和gK(·)都为足够光滑的
函数,并满足uK(0, 0) = 0, gK(0, 0) = 0.

为将系统(1)的输出调节问题转化为其增广系统的
镇定问题,按照文献[6]中提出的框架,需做出如下几
个假设:

假假假设设设 2 对任意v ∈ Rq, w ∈ W, σ ∈ S,存在
一个足够光滑的函数z(v, w, σ)满足z(0, 0, 0) = 0,
并且其对时间的导数满足

∂z(v, w, σ)
∂v

A1(σ)v = f(z(v, w, σ), q(v, w), v, w).

假设2保证系统(1)的调节器方程可解[6]. 定义y(v,

w) = q(v, w)及

u(v, w, σ) =

b−1(
∂q(v, w)

∂v
A1(σ)v−g(z(v, w, σ), q(v, w), v, w)),

则z(v, w, σ), y(v, w)和u(v, w, σ)为调节器方程的
解.

假假假设设设 3 函数u(v, w, σ)是关于v的多项式,其系
数由w和σ决定.

假设2和3决定下文将得到一个线性内模[19]. 在假
设3下,存在一个整数s,使得对所有v ∈ Rq, w ∈ W ,
σ ∈ S,函数u(v, w, σ)满足

dsu(v, w, σ)
dts

=

a1(σ)u(v, w, σ) + a2(σ)
du(v, w, σ)

dt
+ · · ·+

as(σ)
d(s−1)u(v, w, σ)

dt(s−1)
,

其中a1(σ), a2(σ), · · · , as(σ)为实标量,并且对任意
σ ∈ S,多项式

P σ(λ)=λs−a1(σ)−a2(σ)λ−· · ·−as(σ)λ(s−1)

的根互异,且实部都为0.

定义τ(v, w, σ) = col(u, u̇, · · · ,u(s−1)),

Φ(σ) =

[
0 Is−1

a1(σ) a2(σ), · · · , as(σ)

]
,

Γ = [1 0 · · · 0]1×s,

则对于任意v ∈ Rq, w ∈ W , σ ∈ S,矩阵τ(v, w, σ),
Φ(σ)和Γ满足

∂τ(v, w, σ)
∂v

A1(σ)v = Φ(σ)τ(v, w, σ),

u(v, w, σ) = Γτ(v, w, σ).
(4)

系统(4)称为输出为u的稳态发生器,它可以用来产生
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稳态信号u(v, w, σ). 对满足(M, N)可控的矩阵N ∈
Rs×1和Hurwitz矩 阵M ∈ Rs×s,由 于 矩 阵 对 (Γ,

Φ(σ))可观且Φ(σ)的特征值的实部都为0,则Sylvester
方程

T (σ)Φ(σ)−MT (σ) = NΓ (5)

存在唯一的非奇异解T (σ). 定义

θ(v, w, σ) = T (σ)τ(v, w, σ), Ψσ = ΓT−1(σ),

则有
θ̇ = T (σ)Φ(σ)T−1(σ)θ,
u(v, w, σ) = Ψσθ.

(6)

定义如下动态补偿器:

η̇ = Mη + Nu. (7)

系统(7)称为输出为u的内模[6].
定义以下变量及函数:

ϕ = bΨσ, µ = col(v, w),

f̄(z̄, e, µ) = f(z̄ + z, e + q, µ)− f(z, q, µ),

ḡ(z̄, e, µ) = g(z̄ + z, e + q, µ)− g(z, q, µ).

将系统(1)和动态补偿器(7)合并,对其做如下的坐标
变换: 




z̄ = z − z(v, w, σ),

η̃ = η − θ(v, w, σ)−Nb−1e,

e = y − q(v, w),

(8)

代入式(5)−(7)得到

˙̄z = ż − ż = f(z̄ + z, e + q, µ)− f(z, q, µ) =

f̄(z̄, e, µ),

ė = ẏ − q̇ = ẏ − ẏ =

g(z̄ + z, e + q, µ) + bu− g(z, q, µ)− bΨσθ =

ḡ(z̄, e, µ) + bu− bΨσ(η − η̃ −Nb−1e) =

ḡ(z̄, e, µ) + bΨση̃ + ΨσNe + bu− ϕη,

˙̃η = η̇ − θ̇ −Nb−1ė =

M(η̃ + θ + Nb−1e) + Nu− TΦT−1θ −
Nb−1(ḡ(z̄, e, µ) + bu− bΨσθ) =

Mη̃ + MNb−1e + Nu−Nb−1ḡ(z̄, e, µ)−
Nu + (M − TΦT−1 + NΨσ)θ =

Mη̃ + MNb−1e−Nb−1ḡ(z̄, e, µ) +

(MT − TΦ + NΓ )T−1θ =

Mη̃ + MNb−1e−Nb−1ḡ(z̄, e, µ),

于是可得增广系统,



˙̄z = f̄(z̄, e, µ),
˙̃η = Mη̃ + MNb−1e−Nb−1ḡ(z̄, e, µ),

ė = ḡ(z̄, e, µ) + bΨση̃ + ΨσNe + bu− ϕη.

(9)

如果存在如下形式的控制器:

u = kζ(ζ, e, η), ζ̇ = gζ(ζ, e, η), (10)

可以使系统(9)全局鲁棒稳定,即对闭环系统及外部系
统的任意初始条件,和任意固定未知参数w ∈ W ,闭
环系统的解在任意t > 0时间点都有界,且增广系
统(9)的状态在t → +∞时趋近于0,则控制器




u = kζ(ζ, e, η),

η̇ = Mη + Nu,

ζ̇ = gζ(ζ, e, η)

(11)

可以解决系统(1)的全局鲁棒输出调节问题[6].

3 主主主要要要结结结果果果(Main result)
为设计可以使增广系统(9)全局鲁棒稳定的控制

器,还需要如下的假设:

假假假设设设 4 对任意紧集Σ ⊂ Rq ×W及两个K∞类
函数α1(·)和α2(·),存在一个C1函数V̄z̄满足α1(‖z̄‖)
6 V̄z̄(z̄) 6 α2(‖z̄‖),使得对任意µ ∈ Σ,函数V̄z̄在子

系统 ˙̄z = f̄(z̄, e, µ)轨迹上的导数满足
˙̄Vz̄ 6 −α(‖z̄‖) + β̄γ(e), (12)

其中: β̄为一未知正常数, α(·)为一个已知的K∞类函
数,并满足 lim

s→0+
sup(α−1(s2)/s) < +∞, γ(·)为一个

已知的光滑正定函数.

注注注 1 在假设4下,子系统 ˙̄z = f̄(z̄, e, µ)是以z̄为状态,
e为输入的输入状态稳定系统.利用变供给函数方法[20],给定
任意光滑函数∆(z̄) > 0及两个K∞ 类函数α1z̄(·)和α2z̄(·),
存在一个C1函数Vz̄满足α1z̄(‖z̄‖) 6 Vz̄(z̄) 6 α2z̄(‖z̄‖),使
得对任意µ ∈ Σ,函数Vz̄在子系统 ˙̄z = f̄(z̄, e, µ)轨迹上的导

数满足

V̇z̄ 6 −∆(z̄)‖z̄‖2 + βπ(e)e2, (13)

其中: β为一未知正常数, π(·) > 1为一光滑正函数[19].

由于系统输入方向未知,需要使用Nussbaum增益
技术来设计控制器. Nussbaum增益函数满足以下条
件[14]:

lim
k→∞

inf
1
k

w k

0
N (ξ)dξ = −∞,

lim
k→∞

sup
1
k

w k

0
N (ξ)dξ = ∞.

(14)

本文使用N (k) = k2 cos k作为Nussbaum增益函数.

引引引理理理 1 在假设4下,考虑闭环系统(9)及如下控
制器: 




u = N (k)(ρ(e)e− ϕ̂η),
˙̂ϕ = −ηTe,

k̇ = ρ(e)e2 − eϕ̂η,

(15)

其中: ϕ̂为未知参数ϕ的估计值,存在一个足够光滑的
函数ρ(·) > 1 ,正常数c和Lyapunov函数V ,使其在闭
环系统的轨迹上的导数满足
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V̇ 6 (bN (k) + c)k̇. (16)

证证证 首先考虑系统(9)的子系统

˙̄z = f̄(z̄, e, µ),
˙̃η = Mη̃ + MNb−1e−Nb−1ḡ(z̄, e, µ).

(17)

定义V1(z̄, η̃)=Vz̄ + l̄η̃TP η̃,其中l̄为正常数,矩阵
P为Lyapunov方程PM + MTP = −Is的正定解.

由于ḡ(z̄, e, µ)为实连续函数,且ḡ(0, 0, µ) = 0,根
据文献[21]中的引理7.8,存在光滑的实函数hi(·)>1,

i = 1, 2以及未知正常数p,对任意的µ和e,如下不等
式成立:

|ḡ(z̄, e, µ)| 6 p
(
h1(z̄)‖z̄‖+ h2(e)|e|

)
. (18)

于是,对任意ε1 > 0, ε2 > 0,函数V1在子系统(17)轨
迹上的导数为

V̇1 6 −(∆(z̄)− l̄ε−1
2 p2h2

1(z̄))‖z̄‖2 − l̄(1−
ε1‖PMNb−1‖2 − 2ε2‖PNb−1‖2)‖η̃‖2 +

(βπ(e) + l̄ε−1
1 + l̄ε−1

2 p2h2
2(e))e

2. (19)

定义

V = V1 +
1
2
e2 +

1
2c
‖cϕ̂− ϕ‖2,

可得到

V̇ 6 V̇1 + (1 + p2h2
2(e) + ‖ΨσN‖2)e2 +

p2h2
1(z̄)‖z‖2 + ‖bΨσ‖2‖η̃‖2 +

(bN (k) + c)(ρ(e)e2 − eϕ̂η)− cρ(e)e2 +

ceϕ̂η − eϕη + (cϕ̂− ϕ) ˙̂ϕT 6
−(∆(z̄)−s1(z̄))‖z̄‖2−(l̄−s2(η̃, σ))‖η̃‖2−
(cρ(e)− s3(e, σ))e2 + (bN (k) + c)k̇ +

(cϕ̂− ϕ)( ˙̂ϕ + ηTe)T, (20)

其中:

s1(z̄) = (1 + l̄ε−1
2 )p2h2

1(z̄),

s2(η̃, σ) =

l̄(ε1‖PMNb−1‖2 + 2ε2‖PNb−1‖2) + ‖bΨσ‖2,

s3(e, σ) =

1+(1+ l̄ε−1
2 )p2h2

2(e)+‖ΨσN‖2+βπ(e)+ l̄ε−1
1 .

对任意确定的w和σ,存在ε1, ε2使得

1− ε1‖PMNb−1‖2 − 2ε2‖PNb−1‖2 > 0,

因此选择

l̄ > 1 + ‖bΨσ‖2

1− ε1‖PMNb−1‖2 − 2ε2‖PNb−1‖2
,

则l̄ − s2(η̃, σ) > 1.

同时,对任意确定的σ,存在正常数c满足

c>a−1 max((1 + l̄ε−1
2 )p2, β, ‖ΨσN‖2+ l̄ε−1

1 +2).

其中a为任意正常数,选择

∆(z̄) > 1 + (1 + l̄ε−1
2 )p2h2

1(z̄),

ρ(e) > a(h2
2(e) + π(e) + 1),

便可以得到不等式(16). 证毕.

定定定理理理 1 在假设1−4下,存在由式(7)及(15)组成
的控制器可以解决非线性系统(1)及外部系统(2)的全
局鲁棒输出调节问题.

证证证 将不等式 (16)的两边在时间区间 [0, t),
∀t > 0上积分,得到

V (t) 6
w t

0
(bN (k) + c)k̇(τ)dτ + V (0). (21)

根据文献[14]中的引理1,从不等式(21)可知V (t)和
k(t)在时间区间[0, T )(0 < T 6 +∞)上是有界的. 因
此,由系统(9)和控制器(15)组成的闭环系统的解存在
并且有界. 由于k(t)是有界的,根据式(15)中k̇(t)的定
义,可知e(t)为一个平方可积函数. 因为e(t)和ė(t)都
有界,由Barbalat引理得,当时间t趋于正无穷时, e(t)
趋近于0. 证毕.

4 仿仿仿真真真算算算例例例(Numerical simulation)
以下Lorenz系统[19]为例:




ẋ1 = a11x1 + a12x2,

ẋ2 = a3x1 − x2 − x1x3 + bu,

ẋ3 = a2x3 + x1x2,

(22)

其中: (a11, a12, a2, a3)为一个常参数向量,并满足a11

< 0, a3 < 0; b为一未知非零常数. 当u = 0时,系统
(22)为著名的Lorenz系统.设定输出y = x2,并定义跟
踪误差e=y−F (t). 参考信号F (t)为一类可以表示为
F (t) = Am sin(ωt + φ)的正弦信号,其幅值Am >0
和初始相位φ均未知. 与文献[19]不同的是,本文假设
参考信号F (t)的频率ω也未知. 下面,将把系统(22)的
全局渐近跟踪问题转化为系统输入系数b未知,且外
部系统含有未知参数的输出调节问题.

定义(z1, z2, y) = (x1, x3, x2),可将系统(22)转化
为类似式(1)的相对阶为1的输出反馈系统




ż1 = a11z1 + a12y,

ż2 = a2z2 + z1y,

ẏ = a3z1 − y − z1z2 + bu.

(23)

以上系统中 (a11, a12, a2, a3) = (ā11, ā12, ā2, ā3) +
(w11, w12, w2, w3),其中: (ā11, ā12, ā2, ā3)代表各参
数的标称值, (w11, w12, w2, w3)代表各参数的不确定
值.由于Lorenz系统需保证参数 a11 < 0, a3 < 0,定
义Rp = {w|w ∈ W, ā11 + w11 < 0, ā3 + w3 < 0}.

定义参考信号F (t) = v1(t),其中v1(t)由以下外
部系统产生:
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v̇1

v̇2

]
= A1(σ)

[
v1

v2

]
=

[
0 σ

−σ 0

][
v1

v2

]
, (24)

其中σ ∈ S = {σ > 0}为未知参数,表示正弦参考信
号F (t)的频率ω.

根据文献[19],以上系统满足假设1−4. 按照第3
部分中给出的设计方法,可以得到形式如下的控制器:




u = k2 cos k(4e(e2 + 1)− ϕ̂η),

η̇ = Mη + Nu,

˙̂ϕ = −ηTe,

k̇ = 4e2(e2 + 1)− eϕ̂η.

(25)

控制器中矩阵M, N给出如下:

M =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−2 −6 −8 −3


 , N =




0
0
0
1


 . (26)

图1和图2分别为系统输入系数b = 1和b = −1时
的仿真结果.仿真中使用的参数为

σ = 0.8, a11 = −10, a12 = 10,

a3 = −8/3, a4 = 28.

初始条件分别为

v0 = col(1, 0),

(x1(0), x2(0), x3(0)) = (−1, 2, 1),

η(0) = 0, ϕ̂(0) = 0, k(0) = 4.

从图中可以看出,在系统输入方向未知,及外部系统
含未知参数的情况下,根据第3部分中给出的方法,使
用Nussbaum增益技术和内模原理设计的控制器可以
使被控系统渐近追踪参考输入信号.

图 1 b = 1时, x2(t), e(t)和k(t)的响应曲线

Fig. 1 Response of x2(t), e(t) and k(t), when b = 1

图 2 b = −1时, x2(t), e(t)和k(t)的响应曲线

Fig. 2 Response of x2(t), e(t) and k(t), when b = −1

5 结结结论论论(Conclusions)
本文讨论了一类相对阶为1的非线性输出反馈系

统的输出调节问题.在假设被控系统的输入方向未知,
且外部系统含未知参数的情况下,文中的输出调节问
题无法用已有文献中的方法解决. 通过使用
Nussbaum增益技术和自适应内模,两部分系统未知参
数带来的问题都得到了应对,从而解决了系统(1)的全
局鲁棒输出调节问题.同时文章还将此结果应用于处
理Lorenz系统的渐近跟踪问题.后续工作可考虑相对
阶为任意值的非线性输出反馈系统或下三角系统的

类似输出调节问题.
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