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摘要:近年来,分布式控制在控制及相关学科引起了广泛的兴趣. 复杂的包含不确定性的非线性动力学在控制系
统中普遍存在,而针对这种系统的分布式控制研究尚处于起步阶段. 其中一个关键问题就是由分布式控制系统中
信息交换约束与复杂非线性动力学的并存所导致的. 近期相关研究表明,基于回路小增益定理的控制设计方法能
够较有效地解决这类问题.本文重点回顾分布式控制回路小增益方法的近期主要结果,给出了一种分布式非线性控
制器的系统化设计方法,并在此基础上指出若干未来研究方向.
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Abstract: Distributed control has attracted considerable attention from control and other scientific communities. Com-
plex nonlinear uncertain dynamics is ubiquitous in control systems, and the distributed control for this kind of systems has
not been fully studied. One fundamental problem is caused by the coexistence of constraints on information exchange and
complex nonlinear dynamics in distributed control systems. The cyclic-small-gain methods have recently shown to be a
powerful tool for the design of distributed nonlinear controllers. This paper reviews the main results on the cyclic-small-gain
methods for distributed control, and pinpoints several directions for future research.
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1 引引引言言言(Introduction)
过去十多年中,多自主体系统(multi-agent system)

的分布式控制在控制领域受到了广泛关注. 在多自主
体系统以及更一般的网络化系统中,通讯约束和复杂
动力学并存. 针对这些系统的控制问题,分布式控制
是较好的解决途径,在实际中也得到了较广泛的应用.

对分布式控制的研究可以追溯到20世纪80年代研
究分布式决策和并行计算时所提出的异步渐进一致

性 (asynchronous asymptotic agreement)问题[1–3]. 近
年来,通过开发基于自适应梯度[4]、代数图论[5–9]、无

源性[10–11]、李雅普诺夫稳定性[12–21],以及输出调
节[22–24]等的新方法,分布式控制理论高速发展,其所
考虑的问题愈来愈复杂.

分布式控制理论在实际中也已经得到了较广泛的

应用. 以耦合振荡器的同步为例,这类问题在物理
学、生物学、神经科学等领域的研究中普遍存

在[25–26]. Kuramoto模型就是一种典型的振荡器. 最近
的基于控制理论的结果给出了这类系统实现全局同

步的条件,而且还考虑了更一般的存在变化时滞的情
况[27–29].

装备有传感和通讯装置的集群移动机器人能够实

现对未知环境的大范围分布式探测,也是分布式控制
的一个重要应用方向[30]. 例如,文献[4]使用自适应梯
度方法控制水下自主机器人的移动从而实现大范围

海洋探测. 在移动机器人的控制过程中,机器人之间
的通讯链路往往受环境和机器人之间距离的影响.那
么，在控制过程中机器人之间的通讯拓扑结构可能

随系统状态的变化而切换.文献[31]研究了这类系统
的能控性.

分布式编队控制的对象是多个运动的机器人或车

辆,其目的在于控制机器人的运动队形. 具体来说,编
队控制就是利用可测量的信息(例如,机器人之间的相
对位置)把各个运动中的机器人控制到特定的相对位
置并使之保持队形. 这方面的研究具有广泛的商业和
军事应用价值.近期的主要结果请见文献[32–40]. 相
对较早的工作[32–33]均假设机器人之间的信息交换满
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足树型结构,这样可以避免结构中出现环路所导致的
技术问题.文献[34–37]放宽了对树形结构的假设,但
取而代之的是要求各个车辆的全局(绝对)位置信息是
可以测量的. 文献[41]中所设计的摇摆控制器,其能
够将集群移动机器人控制到固定的相对位置,既不需
要假设树形结构也不需要使用全局位置信息.在协同
轨迹跟踪(coordinated path-following)问题中,由于每
个机器人均能够获取其期望运动轨迹,往往也不需要
使用全局位置信息[38–40]. 最近,文献[42]提出了基于
非线性小增益定理的分布式编队控制设计,其既不假
设树形结构,也不需要全局位置信息.

分布式控制的应用非常广泛,本文仅列出以上3个
方面. 对分布式控制在传感器网络信息融合、复杂网
络等方向的应用感兴趣的读者请参考文献[43–48].

非线性动力学在工程系统中普遍存在. 但是,大部
分已有的分布式控制理论成果主要考虑的是线性系

统.非线性动力学和不确定性并存的情况更加难于处
理. 针对这一重要的理论问题,本文介绍一种分布式
非线性控制的回路小增益方法,其能够将非线性动力
学、不确定性以及分布式控制系统固有的通信约束一

并考虑,给出了分布式非线性控制的系统化设计方法.

非线性多自主体系统可以看作是一种耦合非线性

系统.基于非线性关联大系统的最新理论成果,本文
主要探讨非线性多自主体系统的分布式控制问题.耦
合非线性系统的稳定性分析和控制设计在过去20年
中引起了极大的关注. 小增益,即回路增益小于一,是
确保耦合系统稳定性的一个重要途径. 小增益定理最
初考虑的是线性(有限)增益的情况. 最初从输入–输出
和李雅谱诺夫理论两个角度开展了研究;请见文献
[49–50]. 基于非线性系统的一种输入–输出特性,文
献[51–52]给出了增益为非线性的小增益定理. 在一
系列关于输入状态稳定性 (input-to-state stability,
ISS)[53–55]和输入输出稳定性(input-to-output stability,
IOS)[56, 76]的杰出工作的基础上,文献[56]给出了状态
空间中的非线性小增益定理. 这一重要结果将初始状
态和外部输入对系统的影响同时考虑进来，并且在

其基础上开发了一套极其有效的控制设计工具.
ISS小增益定理的李雅普诺夫函数描述请见文献[57].
小增益定理还被进一步地拓展到更一般的非线性系

统.如文献[58]利用向量李雅普诺夫函数的思想给出
了包含时滞的非线性系统的小增益定理. 作为一个强
有力工具, ISS小增益定理已经广泛应用到非线性系
统的分析和控制设计中[59–60]. 多自主体系统往往可
以看作是由多个子系统相互关联而成的. 最近提出的
回路小增益定理(cyclic-small-gain theorem)[61]进一步

拓宽了小增益定理的适用范围,能够很好地处理包含
多个子系统的关联复杂大系统的稳定性分析和控制

设计问题.文献[62]给出了回路小增益定理的一个李

雅普诺夫描述及针对关联大系统的李雅普诺夫函数

的构造方法. 非线性小增益定理的最新成果请见文
献[63, 77].

一致性(agreement)问题是近年来研究较多的一类
具有代表性的协调控制目标.许多其他的控制目标,
例如,编队控制(formation control)、趋同(consensus)、
同步(synchronization)、群集(swarm)等也可以转化为
一致性问题来解决. 在以上工作的基础上,本文围绕
分布式控制设计实现一致性展开讨论,重点介绍分布
式非线性控制设计的小增益方法. 具体地说,第2节介
绍ISS和IOS的基本概念以及回路小增益定理的基本
结果.在第3节,通过一个简单的编队控制的例子来讨
论怎样将分布式协同控制问题转化为镇定问题以及

使用小增益方法进行分布式控制设计的可行性.
第4节将给出一个有向图中的小增益结果.在此基础
上,第5节将介绍针对一类非线性不确定系统的分布
式控制设计结果.通过新型分布式输出反馈控制设计,
可以将闭环多自主体系统最终转化为回路小增益定

理能够处理的关联大系统.第6节将简要回顾基于小
增益定理的分布式状态反馈控制和分布式编队控制

的相关结果.在第7节,将给出结论并对小增益定理在
未来分布式控制发展中的应用做出展望.

为文章完整性起见,现给出文中所使用的一些基
本定义和表示. 函数γ : R+→R+是正定的,如果γ(s)
> 0对所有s > 0都成立并且γ(0) = 0. γ : R+ → R+

是一个K类函数(表示为γ ∈ K),如果其连续、严格递
增且γ(0) = 0. γ : R+ → R+是一个K∞类函数(表示
为γ∈K∞),如果其是一个K类函数并满足当s→∞时
γ(s) →∞. 函数β : R+ × R+ → R+是一个KL函数
(表示为β ∈ KL),如果对任意固定的 t ∈ R+, β(·, t)
是一个K类函数,并且对任意s ∈ R+,当 t →∞时
β(s, t)递减且趋近于零. Id表示单位函数. 对于γ1, γ2

∈ K,不等式γ1 ◦ γ2 < Id表示γ1(γ2(s)) < s对所有

s > 0都成立. 如果函数 f在x处可导,用∇f(x)表
示f在x处的梯度.

2 输输输入入入状状状态态态稳稳稳定定定性性性与与与回回回路路路小小小增增增益益益定定定理理理(Input-
to-state stability and cyclic-small-gain theo-
rem)
本节首先介绍输入状态稳定性(ISS)、输入输出稳

定性(IOS)的基本概念. 在此基础上介绍回路小增益
定理的基本结果.

考虑系统

ẋ = f(x, u), (1)

其中: x∈Rn是其状态, u∈Rm表示其输入, f : Rn ×
Rm → Rn是一个局部李普希茨的函数并满足f(0, 0)
= 0. 若把u看作时间的函数,假设u是可测且局部本

质有界的. (若‖u‖[0,t]对任意t > 0都有限,则称u是局
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部本质有界的.) 用x(t, x0, u)或者简单地用x(t)来表
示系统(1)以x(0) = x0为初始状态、u为输入的解.

定定定义义义 1 系统(1)是输入状态稳定(ISS)的,如果
存在β ∈ KL和γ ∈ K使得对于任意初始状态x(0) =
x0和任意可测的、局部本质有界的输入u,系统的
解x(t)对所有的t > 0都满足

|x(t)| 6 max{β(|x0|, t), γ(‖u‖∞)}. (2)

这里γ称为系统的ISS增益.需要注意的是,如果系
统(1)输入恒为零,即u ≡ 0,那么系统(1)就是在原点
处全局渐进稳定的.

针对式(1)形式的系统,文献[54]给出了ISS和ISS–
李雅普诺夫函数存在性之间的等价性.

定定定理理理 1 系统(1)是ISS的,当且仅当存在一个连
续可导的函数V : Rn → R+满足:

1) 存在α, ᾱ ∈ K∞使得
α(|x|) 6 V (x) 6 ᾱ(|x|), ∀x; (3)

2) 存在一个γ ∈ K和一个连续且正定的α使得

V (x) > γ(|u|) ⇒
∇V (x)f(x, u) 6 −α(V (x)), ∀x, u. (4)

如果一个函数V 满足条件(3)和(4),那么称之为
ISS–李雅普诺夫函数. 而对应的γ函数就称为基于李

雅普诺夫的ISS增益.在定理1的基础上,构造李雅普
诺夫函数是判定系统ISS特性的重要手段.

在分布式控制设计中,如果控制目标是实现各个
自主体的输出协同,那么还需要考虑更一般的由IOS
子系统构成的关联系统.现在给出IOS的定义.

考虑系统

ẋ = f(x, u), (5)

y = h(x), (6)

其中: x ∈ Rn是其状态, u ∈ Rm是其输入, y ∈ Rl是

其输出, f : Rn × Rm → Rn和h : Rn → Rl都是局部

李普希茨的函数. 假设f(0, 0) = 0, h(0) = 0.

将式(2)左侧的状态x替换为输出y即是IOS的定
义.

定定定义义义 2 系统(5)–(6)是输入输出稳定(IOS)的,
如果存在β ∈ KL和γ ∈ K使得对任意初始状态x(0)
= x0,任意可测的、局部本质有界的输入u,以及任意
使系统的解x(t)存在的t都有

|y(t)| 6 max{β(|x0|, t), γ(‖u‖∞)}, (7)

这里γ称为系统(5)–(6)的IOS增益.

显而易见, ISS可以看做是IOS的特例. 由于篇幅
限制,仅给出一个针对IOS系统的回路小增益定理.

考虑如下形式的关联大系统:

ẋ1 = f1(x1, y2, y3, · · · , yn, u1) (8)

ẋ2 = f2(x2, y1, y3, · · · , yn, u2) (9)
...

ẋn = fn(xn, y1, y2, · · · , yn−1, un). (10)

其各子系统的输出定义为

yi = hi(xi), i = 1, · · · , n, (11)

其中: xi ∈ Rni是各个子系统的状态, ui ∈ Rmi是外

部输入, yi ∈ Rli是输出, fi, hi均为局部李普希茨的

函 数. x = [xT
1 · · · xT

n ]T, y = [yT
1 · · · yT

n ]T, u =
[uT

1 · · · uT
n ]T. 如果将u看做是时间的函数,假设u是

可测且局部本质有界的.

假设每个子系统(以yj(j 6= i)和ui为输入、以yi为

输出)都是零偏差无界可观(unboundedness observable
(UO) with zero-offset)的和IOS的. 具体地,存在αO

i ∈
K∞, βi ∈ KL, γij ∈ K, γu

i ∈ K使得
|xi(t)| 6 αO

i (|xi(0)|+ ∑
j 6=i

‖yj‖[0,t] + ‖ui‖[0,t]),

(12)

|yi(t)| 6 max
j 6=i

{βi(|xi(0)|, t), γij(‖yj‖[0,t]),

γu
i (‖ui‖∞)} (13)

对所有t ∈ [0, Tmax)都成立,其中[0, Tmax)(0 < Tmax

6 ∞)是使(x1(t), · · · , xn(t))向右有定义的最大区间.

这里,式(12)给出的就是UO特性. UO的详细定义
请见文献[56].

定理2给出了系统(8)–(10)的回路小增益定理.

定定定理理理 2 假设系统(8)–(11)的每个子系统均满足
(12)–(13). 系统(8)–(11)是零偏差无界可观的和IOS
的,如果对系统中的任何一个简单环(i1, i2,· · ·, ir, i1)
都有

γi1i2 ◦ γi2i3 ◦ · · · ◦ γiri1 < Id, (14)

其中: r = 2, · · · , N, 1 6 ij 6 N ,并且若 j 6= j′,则
ij 6= ij′ .

条件(14)可解释为沿系统连接拓扑中任意一个简
单环的增益的复合函数均严格小于单位函数. 称此条
件为回路小增益条件.

值得一提的是,回路小增益条件对包含时滞的系
统仍然有效. 详见文献[63–64]. 这个结果对受时滞影
响的分布式控制设计具有实际意义.由于篇幅限制,
在此不再赘述.

3 协协协调调调控控控制制制问问问题题题与与与镇镇镇定定定问问问题题题(Coordinated
control problem and stabilization problem)
分布式控制设计的小增益方法的基本思想是将协

调控制问题转化为关联大系统的镇定问题,并使用小
增益定理来保证闭环系统的稳定性. 本部分采用车辆



第 7期 刘腾飞等: 分布式非线性控制的回路小增益方法 893

编队控制的例子来说明分布式控制问题是怎样转化

为镇定问题的,并给出基于小增益定理的解决方案.

考虑如图1所示的一个由N + 1个车辆组成的多
车系统(multi-vehicle system). 每个车辆的运动学特
性均由一个积分器描述:

ẋi = vi, i = 0, · · · , N, (15)

其中: xi ∈ R是第i个车的位置, vi ∈ R是其速度.标
号为0的车是领队. 控制设计目标是通过调节各个车
辆的速度vi来控制各个车辆到领队的特定相对位置并

保持队形. 具体来讲,就是实现

lim
t→∞

(xi(t)− xj(t)) = dij, i, j = 0, · · · , N,

(16)

其中常数dij表示车辆i和车辆j之间的期望相对位置.
显然,在这个问题中,对任意i, j, k = 0, · · · , N ,必须
满足dij = dik + dkj ,且对任意i, j = 0, · · · , N ,必须
满足dij = −dji. 那么,对任意i = 0, · · · , N都有dii

= 0. 若把每个车辆看作是一个自主体,那么这个多车
系统就是一个多自主体系统.

需要指出的是,此处考虑的是xi, vi ∈ R的情况.
以下讨论对更一般的xi, vi ∈ Rn的情况亦有效.

图 1 一个多车系统

Fig. 1 A multi-vehicle system

在实际中,相对于各个车辆的绝对位置,车辆之间
的相对位置更易获取. 笔者期望使用车辆之间的相对
位置而不是各个车辆的绝对位置来实现编队控制.为
了更清晰地表示各个车辆所使用的相对位置信息,引
入信息交换图的概念. 信息交换图G是一个有向图,它
具有N + 1个节点(分别对应于N + 1个车辆). 如果车
辆i使用同车辆j之间的相对位置信息,即(xi − xj),
那么在信息交换图中就有一个从节点j到节点i的有向

连接并且车辆j就称为车辆i的邻居.用Ni ⊆ {0, · · · ,

N}来表示车辆i的所有邻居的标号的集合.在这个例
子中,考虑一个特殊情形: 除领队外,每个车辆仅使用
其跟紧邻的车辆的相对位置信息,即对i=1,· · ·, N−1
都有Ni ={i− 1, i + 1}并且NN = {N − 1}.

定义x̃i = xi − x0 − di0, ṽi = vi − v0. 对x̃i求导

可得

˙̃xi = ṽi, i = 1, · · · , N. (17)

由x̃i的定义可知x̃i − x̃j = xi − xj − dij . 于是,若能
实现 lim

t→∞
(x̃i − x̃0) = 0,则即可达到控制目的. 需要

指出的是,如果车辆i可获取(xi − xj)的信息,则便可
使用(x̃i − x̃j)来控制x̃i–子系统.通过以上坐标变换,
将编队控制问题转化成了一致性问题.众所周知,对
于这样的一致性问题,如果信息交换图G具有一个以
节点0为根的扩展树,那么如下形式的分布式控制律
便能够实现控制目标:

ṽi = ki

∑
j∈Ni

(x̃j − x̃i), (18)

其中ki是一个正的常数.

在此基础上,如果还要求速度vi是有界的,那么可
以采用更一般形式的控制律

ṽi = ϕi(
∑

j∈Ni

(x̃j − x̃i)), (19)

这里: ϕi : R→ [vi, v̄i]是一个连续、严格递增的函数
且满足ϕi(0)=0,其中vi <0<v̄i. 显然,控制律(19)
能够保证vi ∈ [v0 + vi, v0 + v̄i].
在控制律(19)的作用下,每个受控的x̃i–子系统都

可以表示为

˙̃xi = ϕi(
∑

j∈Ni

x̃j −Nix̃i) := fi(x̃), (20)

其中: Ni是集合Ni的元素数, x̃ = [x̃0 · · · x̃N ]T. 定
义Vi(x̃i) = |x̃i|为x̃i–子系统的候选ISS–李雅普诺夫
函数. 可以验证,对任意δ > 0都存在一个连续、正定
的函数α : R+ → R+使得

Vi(x̃i) > 1
(1− δi)Ni

∑
j∈Ni

Vj(x̃j) ⇒

∇Vi(x̃i)fi(x̃) 6 −αi(Vi(x̃i)) a.e., (21)

其中: 为方便表示, V0(x̃0) = 0. 这说明每个x̃i–子系
统都是ISS的,整个闭环系统就是一个包含多个ISS子
系统的关联系统.如果能保证这个关联系统在原点处
全局渐进稳定,那么编队控制目标就实现了.

使用有向图Gf来表示闭环系统各个x̃i–子系统之
间的关联关系. Gf的节点对应于车辆1, · · · , N ,并且
对任意 i, j = 1, · · · , N (i 6= j),当且仅当 x̃j是 x̃i–子
系统的输入时, Gf中存在有向连接(j, i). 使用N̄i来表

示Gf中节点i的所有邻居的标号的集合.显然,
N̄i = Ni\{0}. 注意到V0(x̃0) = 0. 那么,式(21)中的
Ni可直接替换为N̄i. 图2给出了图1中多车系统的闭
环控制系统的内部关联图. 与图2相对应,对任意i =
2, · · · , N−1, N̄i = {i−1, i+1},并且N̄1 = {2}, N̄N

= {N − 1}.

图 2 一个闭环系统关联图的例子
Fig. 2 The interconnection digraph of

the closed-loop system
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注意到任意满足
n∑

i=1

1/ai 6 n的正常数a1, · · · , an

都能使
n∑

i=1

di =
n∑

i=1

(1/ai)aidi 6 n max
i=1,··· ,n

{aidi}对所
有d1, · · · , dn > 0都成立. 于是,由式(21)可得

Vi(x̃i) > N̄i

(1− δi)Ni

max
j∈N̄i

{aijVj(x̃j)} ⇒
∇Vi(x̃i)fi(x̃) 6 −αi(Vi(x̃i)), (22)

其中: N̄i是集合N̄i的元素数, aij是满足
∑

j∈N̄i

1/aij 6

N̄i的正常数. 可以验证,若0 ∈ Ni,则Ni = N̄i +1;若
0 /∈ Ni,则Ni = N̄i.

以上所考虑的闭环系统是一个由ISS子系统构成
的关联系统.如果给定aij > 0,可以使用回路小增益
定理来直接判定闭环系统的稳定性. 但现在的问题是,
给定各个子系统之间的连接图Gf ,在什么情况下可以
找到合适的参数aij来满足小增益条件?

4 有有有向向向图图图中中中的的的回回回路路路小小小增增增益益益方方方法法法(Cyclic-small-
gain method in directed graphs)
考虑包含N个节点的有向图Gf . 对i = 1, · · · ,

N定义N̄i使得如果存在由节点j到节点i的有向连

接(j, i),那么j ∈ N̄i. 对每个有向连接(j, i)赋一个正
的变量aij . 对Gf中的任意一个简单环O,用AO表示

环上的所有连接的变量的乘积.对i = 1, · · · , N ,
用C(i)来表示所有经过节点i的简单环的集合.

引引引理理理 1 如果有向图Gf具有一个以节点i∗1, · · · ,

i∗q为根的扩展树Tf ,那么对任意ε > 0都存在aij >

0(i = 1, · · · , N, j ∈ N̄i)使得
∑

j∈N̄i

1
aij

6 N̄i, i = 1, · · · , N, (23)

AO < 1 + ε, O ∈ C(i∗1) ∪ · · · ∪ C(i∗q), (24)

AO < 1, O ∈ ⋃
i=1,··· ,N

C(i)\ (C(i∗1) ∪ · · · ∪ C(i∗q)
)
,

(25)

其中, N̄i是集合N̄i的元素数.

引理1的证明请见文献[65].

引理1给出了有向图Gf的结构特性同性质式(23)
和(24)之间的关系.继续通过第3节中多车系统的例子
来说明引理1在分布式控制设计中的应用.

定义L = {i ∈ {1, · · · , N} : 0 ∈ Ni}. 注意到Ni

同N̄i和N̄i 6 N之间的关系,以及多车系统各个子系
统均满足(22). 利用小增益定理,闭环系统在原点处是
全局渐进稳定的,如果

AO <
(1− δ̄)N(N + 1)

N
, O ∈ ⋃

i∈L
C(i), (26)

AO < (1− δ̄)N , O ∈ ⋃
i∈{1,··· ,N}

C(i)\ ⋃
i∈L

C(i),

(27)

其中δ̄ = max
i=1,··· ,N

{δi}.

根据引理1,如果有向图Gf具有一个以L中的元
素为根的扩展树,那么就能找到常数 δ̄ > 0和满足∑
j∈N̄i

1/aij 6 N̄i的常数aij > 0使得(26)和(27)成立.

图2所示的有向图满足如上条件.

5 分分分布布布式式式非非非线线线性性性控控控制制制设设设计计计(A distributed non-
linear control design)
本节针对一个具体的高阶系统来探讨分布式非线

性控制设计的难点以及小增益设计方法的运用.

考虑一个多自主体系统,其包括N个自主体,且每
个自主体的动力学均具有如下输出反馈形式[66]:

ẋij =xi(j+1)+∆ij(yi, wi), 16j 6ni−1, (28)

ẋini
= ui + ∆ini

(yi, wi), (29)

yi = xi1, (30)

其 中: [xi1 · · · xini
]T := xi ∈ Rni(xij ∈ R (1 6 j

6 ni))是状态, ui ∈ R是控制输入, yi ∈ R是输出,
[xi2 · · · xini

]T是状态中不可测量的部分, wi ∈ Rnwi

代表外部干扰, ∆ij(1 6 j 6 ni)都是未知的、局部李
普希茨的函数.

本文的目标是控制各个自主体的输出yi使之最终

收敛到一个期望值y0. 笔者称这个问题为输出一致性
问题.如果每个自主体都可获取y0的值,那么就可以
为各个自主体分别设计控制器. 但是由于通讯约束的
存在,并非每个子系统都能获取y0的值.笔者期望通
过分布式控制来实现各个自主体之间的协同从而实

现输出一致的目的. 这里,各个自主体内部的不确定
非线性动力学也为控制设计带来了挑战.

使用有向图Gc来表示各个自主体之间的信息交换

拓扑.有向图Gc包含N个节点,其分别对应于N个自

主体.如果自主体i的控制器能够获取yi − yk的信息,
那么有向图Gc中就有一个从节点k到节点i的有向连

接,并且自主体k就称为自主体i的一个邻居;不然,从
节点k到节点i就没有有向连接. 用集合Ni ⊆ {1, · · · ,

N}来表示自主体i的所有邻居的标号的集合.在如下
讨论中,任何一个自主体都不被看作是其本身的邻居,
故i /∈ Ni. 用L ⊆ {1, · · · , N}来表示所有的能够获
取y0信息的自主体.

关于系统(28)–(30)的动力学和期望值y0做如下假

设.

假假假设设设 1 存在非空集合Ω ⊆ R使得
1) y0 ∈ Ω;

2) 对每个1 6 i 6 N , 1 6 j 6 ni,

|∆ij(yi, wi)−∆ij(zi, 0)|6ψ∆ij
(|[yi−zi wT

i ]T|).
(31)
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对所有[yi wT
i ]T ∈ R1+nwi、所有zi ∈ Ω都成立,其中

ψ∆ij
∈ K∞在所有紧集上是李普希茨的.

在实际系统中, y0的界常常是事先知道的. 如果对
每个zi都存在一个ψzi

∆ij
∈ K∞其在所有紧集上李普希

茨且

|∆ij(yi, wi)−∆ij(zi, 0)| =
|∆ij((yi − zi) + zi, wi)−∆ij(zi, 0)| 6
ψzi

∆ij
(|[yi − zi wT

i ]T|), (32)

那么,就能保证假设1中的条件2. 在这种情况下,可将
ψ∆ij
定 义 为ψ∆ij

(s) = sup
zi∈Ω

ψzi

∆ij
(s). 事 实 上,如

果∆ij是局部李普希茨的,那么总存在一个在所有紧
集上李普希茨的ψzi

∆ij
∈ K∞满足条件(32).

另外,假设外部干扰有界.

假假假设设设 2 对每个i = 1, · · · , N都存在一个常数

w̄i > 0使得
|wi(t)| 6 w̄i (33)

对所有t > 0都成立.

在满足以上假设的前提下,本文的思路是设计基
于观测器的分布式控制器将每个受控的自主体转化

为IOS的子系统,亦即将整个闭环系统转化为由
IOS子系统构成的关联系统.然后,利用有向图中的回
路小增益方法来校正控制参数使闭环系统IOS.如果
外部干扰为零,那么可以保证精确收敛.
为将分布式控制问题转化为镇定问题,首先引入

动态补偿器

u̇i = vi, (34)

并定义x′i1 = yi − y0, x′i(j+1) = xi(j+1) + ∆ij(y0, 0)
(1 6 j 6 ni). 那么,每个自主体(28)–(30)就可转化为
如下形式:

ẋ′ij = x′i(j+1) + ∆ij(yi, wi)−∆ij(y0, 0),

1 6 j 6 ni + 1, (35)

ẋ′ini
= vi + ∆ini

(yi, wi)−∆ini
(y0, 0), (36)

y′i = x′i1, (37)

其中: 输出跟踪误差y′i = yi − y0视作新的输出, vi为

新的控制输入.
显然,如果不存在干扰,引入动态补偿器(34)并做

变换之后原点便是系统(35)–(37)的一个平衡点. 这样,
如果能够在原点镇定变换后的各个自主体子系统,就
能够实现分布式控制目标.

5.1 分分分布布布式式式输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制器器器(Distributed output-
feedback controller)
定义

ym
i =

1
Ni + 1

(
∑

k∈Ni

(yi − yk) + (yi − y0)),

i ∈ L, (38)

ym
i =

1
Ni

∑
k∈Ni

(yi−yk), i∈{1, · · · , N}\L, (39)

其中Ni是集合Ni的元素数.

为方便讨论,用y′i表示ym
i :

ym
i = y′i − µi, (40)

其中:

µi =
1

Ni + 1
∑

k∈Ni

y′k, i ∈ L, (41)

µi =
1
Ni

∑
k∈Ni

y′k, i ∈ {1, · · · , N}\L. (42)

显然,对于自主体i, ym
i 只用到了可以获取的信息.在

以下控制设计中,直接将ym
i 作为自主体i的反馈信号

来进行控制器设计.这里µi就代表了其他自主体的控

制误差对自主体i的影响.如果µi = 0,那么就可以使
用非常成熟的非线性输出反馈控制设计方法来处理.

考虑到系统(35)–(37)的输出反馈结构,设计如下
形式的观测器:

ξ̇i1 = ξi2 + Li2ξi1 + ρi1(ξi1 − ym
i ), (43)

ξ̇ij = ξi(j+1) + Li(j+1)ξi1 − Lij(ξi2 + Li2ξi1),

2 6 j 6 ni, (44)

ξ̇i(ni+1) = vi − Li(ni+1)(ξi2 + Li2ξi1), (45)

其中: ρi1 : R→ R是一个严格下降的奇函数, Li2,

· · · , Lini
都是正的常数. 在这个观测器中, ξi1是y′i的

估计值, ξij(2 6 j 6 ni + 1)是x′ij − Lijy
′
i的估计值.

这里,式(43)用ym
i 来估计y′i. 注意到ym

i 受到y′k(k
∈ Ni)也就是其他自主体的控制误差的影响(请见
式(40)). 这就导致了各个自主体之间的关联. 如下所
示,式(43)中的非线性函数ρi1用来为观测误差系统配

置一个合理的(可能是非线性的)增益并使整个闭环系
统满足回路小增益条件.为每个受控的自主体配置合
理的增益是小增益控制设计的关键所在. 观测器中的
式(44)–(45)是基于同文献[67]中观测器设计相似的思
想.稍稍不同的是,这里使用ξi1而不是不可获取的y′i.

基于观测估计,设计控制律

ei1 = ξi1, (46)

eij = ξij − κi(j−1)(ei(j−1)),

2 6 j 6 ni + 1, (47)

vi = κi(ni+1)(ei(ni+1)), (48)

其中κi1, · · · , κi(ni+1)都是连续可导、严格下降、径向

无界的奇函数.

通过以上控制设计,每个受控自主体系统包括变
换后的自主体系统(35)–(37)和基于观测器的分布式
控制器(43)–(48). 图3所示是每个受控自主体的框图.
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图 3 受控自主体i的框图

Fig. 3 The block diagram of each controlled agent i

将Zi = [x′i1 · · · x′i(ni+1) ξi1 · · · ξi(ni+1)]T看
作是每个受控自主体的状态. 引理2给出了各个受控
自主体的UO和IOS特性.

引引引理理理 2 由式(35)–(37)和(43)–(48)描述的每个
受控自主体,以µi为输入、y′i为输出,具有如下UO和
IOS性质: 对任意初始状态Zi(0) = Zi0和任意µi, wi,

|Zi(t)| 6 αUO
i (|Zi0|+ ‖µi‖[0,t]), (49)

|y′i(t)| 6 max{βi(|Zi0|, t), χi(‖µi‖[0,t]),

γi(‖wi‖[0,t])} (50)

对所有t>0都成立,其中: βi∈KL, χi, γi, αi∈K∞.
不仅如此,通过控制设计, γi可任意小,并且给定任意
常数bi > 1, χi(s) 6 bis对所有s > 0都成立.

5.2 回回回路路路小小小增增增益益益设设设计计计(Cyclic-small-gain synthesis)
以上分布式输出反馈设计将闭环多自主体系统转

化为由IOS子系统构成的关联系统.本小节给出基于
有向图中回路小增益设计的主要结果.

定定定理理理 3 考虑多自主体系统(28)–(30)满足假设
1−2. 如果L 6= ∅并且有向图Gc具有一个以L的元素
为根的扩展树,那么就可设计分布式观测器(43)−
(45)、分布式控制律(34),式(46)–(48)使得闭环多自主
体系统中所有的信号均有界,并且每个自主体的输出
yi均收敛到期望值y0的任意小邻域内.不仅如此,若
wi = 0(i = 1, · · · , N ),则所有yi均渐进收敛到y0.

证证证 注意到对任意满足
n∑

i=1

(1/ai) 6 n的常数a1,

· · · , an > 0,
n∑

i=1

di =
n∑

i=1

1
ai

aidi 6 n max
16i6n

{aidi} (51)

对所有d1, · · · , dn > 0都成立.

由µi的定义(见式(41)−(42))可得

|µi| 6 δi max
k∈Ni

{aik|y′k|}, (52)

其中

δi =





Ni

Ni + 1
, i ∈ L,

1, i /∈ L,
(53)

aik是满足如下条件的正常数:
∑

k∈Ni

1
aik

6 Ni. (54)

由式(50)可得对任意初始状态Zi0、任意wi,

|y′i(t)| 6 max{βi(|Zi0|, t), γi(‖wi‖[0,t]),

biδi max
k∈Ni

{aik‖y′k‖[0,t]}} (55)

对所有t > 0都成立.

对i ∈ N , k ∈ Ni,分别为有向图Gc中的有向连接

(k, i)赋值aik. 定义C为Gc中所有简单环的集合,定义
CL为所有的经过L所包括的节点的简单环,定义AO
为简单环O ∈ C上所有有向连接的值的乘积.

注意到bi可设计的任意接近一.根据回路小增益
定理,闭环多自主体系统(以wi为输入、y

′
i为输出)是

UO且IOS的,如果

AO
N

N + 1
< 1, O ∈ CL, (56)

AO < 1, O ∈ C\CL, (57)

而条件(56)−(57)可由引理1保证.

由假设2可知,外部干扰wi有界. 由闭环系统的
UO和IOS特性可知,闭环系统中的信号有界. 根据引
理2,增益γi可设计得任意小,从而可使wi的影响任意

小. 这样就能实现y′i最终收敛到原点的任意小邻域.
等价地, yi可被控制到y0的任意小邻域.若wi =0(i=
1, · · · , N ),所有输出yi均渐进收敛到y0.

5.3 对对对时时时滞滞滞的的的鲁鲁鲁棒棒棒性性性(Robustness with respect to
time-delays)
如果各自主体之间的信息交换存在时滞,那么就

需要将式(38)−(39)定义的ym
i 修正为

ym
i (t) =

1
Ni + 1

(
∑

k∈Ni

(yi(t)− yk(t− τik(t))) +

(yi(t)− y0)), i ∈ L, (58)

ym
i (t) =

1
Ni

∑
k∈Ni

(yi(t)− yk(t− τik(t))),

i ∈ {1, · · · , N}\L, (59)

其中τik : R+ → R+表示信息交换中的非恒定时滞.

在这种情况下, ym
i (t)仍然可写作ym

i (t) = y′i(t)−
µi(t)的形式,其中

µi(t) =
1

Ni + 1
∑

k∈Ni

y′k(t− τik(t)), i ∈ L, (60)

µi(t) =
1
Ni

∑
k∈Ni

y′k(t− τik(t)), i ∈ {1, · · · , N}\L.

(61)

假设存在一个τ̄ >0使得对i = 1, · · · , N, k∈Ni

都有0 6 τik(t) 6 τ̄ . 将µi和wi看做外部输入,每个受
控的自主体(包括式(35)−(37)(43)− (48))仍然是UO
的. 此时,式(55)应更改为

|y′i(t)|6 max{βi(|Zi0|, t), γi(‖wi‖[0,∞)),

biδi max
k∈Ni

{aik‖y′k‖[−τ̄ ,∞)}. (62)
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通过以上讨论,闭环多自主体系统被转化为由多
个IOS子系统构成的包含时滞的关联系统.对于这类
系统,回路小增益定理仍然有效. 在满足定理3的条件
的情况下,利用有向图中的小增益结果仍然可以保证
闭环多自主体系统的UO和IOS.

6 其其其他他他相相相关关关结结结果果果(Other related results)
在第5节,笔者为一类输出反馈形式的非线性不确

定系统设计了分布式输出反馈控制器,有效解决了信
息交换约束与复杂非线性动力学并存所导致的问题.
在此基础上,本节介绍近期的相关结果.

6.1 状状状态态态反反反馈馈馈的的的情情情况况况(The case of state-feedback)
同样基于回路小增益设计,通过推广第5节的输出

反馈控制结果,也可以处理具有更一般形式的非线性
系统的分布式状态反馈问题.文献[68]考虑了如下具
有严格反馈形式的系统:

ẋij = xi(j+1) + ∆ij(x̄ij, wi), 16j 6ni, (63)

xi(ni+1) , ui, (64)

yi = xi1, (65)

其中: [xi1 · · · xini
]T := xi ∈ Rni(xij ∈ R(1 6 j 6

ni))是每个自主体的状态, ui ∈ R是其控制输入,
yi ∈ R是其输出, x̄ij = [xi1 · · · xij]T, wi ∈ Rnwi

是外部干扰, ∆ij(1 6 j 6 ni)是未知的、局部李普希
茨的函数.
对于这样的系统,文献[68]开发了一种用于迭代

设计的工具. 这个工具考虑如下形式的一阶非线性系
统的测量反馈控制:

ξ̇ = ν + φ(ξ, ω), (66)

其中: ξ ∈ R是状态, ν ∈ R是控制输入, ω ∈ Rm是外

部输入, φ : R× Rm → R是未知的、局部李普希茨的
函数.
假设系统(66)状态ξ的测量值为ξ + δ(δ为测量误

差). 笔者期望使用ξ + δ为系统(66)设计测量反馈控
制器使闭环系统以δ和ω为输入是ISS的. 文献[68]给
出了如下形式的动态控制器:

η̇ = ρ(η, ξ + δ), (67)

ν = ϕ(η), (68)

其中: ρ, ϕ是合理选择的函数, η是控制器的内部状态.
进一步地,还可以证明闭环系统(以ξ为输出)是

UO且IOS的. 定义Z为闭环系统的内部状态. 那么,存
在αUO, γ, χ ∈ K, β ∈ KL使得对任意初始状态Z(0)
= Z0、任意δ, ω都有

|Z(t)| 6 αUO(|Z0|+ ‖δ‖[0,t] + ‖ω‖[0,t]), (69)

|ξ(t)| 6 max{β(|Z0|, t), γ(‖δ‖[0,t]), χ(‖ω‖[0,t])}
(70)

对所有t > 0都成立. 并且,增益γ可以设计得任意接

近Id,增益χ可以设计得任意小.

需要指出的是,这一工具是受文献[69]中迭代控
制设计的启发. 不同之处在于,此时将测量误差考虑
进来. 在对每个自主体的控制设计中,测量误差是由
其他自主体的控制误差所导致的. 这一点,在第5节已
经阐述. 将图3中的观测器部分去除便是分布式状态
反馈系统中各个受控自主体的框图. 需要注意的是,
本文采用的是动态状态反馈. 另外,这一设计仍然对
时滞鲁棒.具体讨论请见文献[68].

6.2 编编编队队队控控控制制制(Formation control)
文献[42]使用小增益定理有效解决了在没有绝对

位置信息的情况下多机器人的编队控制问题.

考虑N + 1个移动机器人的编队控制问题.对i=
0, 1, · · · , N ,机器人i满足独轮车(unicycle)模型

ẋi = vi cos θi, (71)

ẏi = vi sin θi, (72)

θ̇i = ωi, (73)

其中: (xi, yi)T ∈ R2表示机器人i质心的笛卡尔坐标,
vi ∈ R是其线速度, θi ∈ R是其方向角, ωi ∈ R是角
速度.

标号为0的机器人是领队机器人,其他机器人都是
跟随机器人. 考虑vi和ωi为机器人i的控制输入. 控制
目标是控制所有的跟随机器人使得(xi(t), yi(t))收敛
到(x0(t) + dxi, y0(t) + dyi)并且θi(t)收敛到θ0(t) +
2kπ. 此处dxi, dyi都是常数、k ∈ Z. 如果N = 1,那么
此处考虑的问题就可以通过已有的机器人跟踪控制

的方法解决. 请见文献[70–71]及其参考文献.

在编队控制设计中,假设领队机器人的线速度及
其变化率的有界性.

假假假设设设 3 领队机器人的线速度v0可导且导数有

界,即在[0,∞)上v̇0(t)存在且有界,并且存在常数v̄0,

v0 > 0使得v0 6 v0(t) 6 v̄0对所有t > 0都成立.

首先利用动态反馈线性化技术[72]处理独轮车模

型的非完整(nonholonomic)约束. 这样可以将具有非
线性动力学的机器人编队控制问题转化为线性系统

的输出一致性问题.但需要注意的是,动态反馈线性
化的一个基本条件是线速度不能为零. 因此,基于线
性系统设计的控制器需能保证线速度严格为正. 而通
常的线性控制器是不能做到这一点的. 通过基于小增
益定理的非线性控制设计来解决这个问题.

首先,为机器人i引入新的控制输入ri ∈ R使得
v̇i = ri. (74)

定义 vxi = vi cos θi, vyi = vi sin θi. 那么, ẋi = vxi,

ẏi = vyi. 对vxi, vyi求导可得
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v̇xi

v̇yi

)
=

(
cos θi−vi sin θi

sin θi vi cos θi

)(
ri

ωi

)
. (75)

如果vi 6= 0,通过设计
(

ri

ωi

)
=




cos θi sin θi

−sin θi

vi

cos θi

vi




(
uxi

uyi

)
, (76)

即可将系统(71)–(73)转化为以uxi和uyi为新的控制输

入的二阶积分器:

ẋi = vxi, v̇xi = uxi, (77)

ẏi = vyi, v̇yi = uyi. (78)

定义x̃i = xi−x0−dxi, ỹi = yi−y0−dyi, ṽxi =
vxi − vx0, ṽyi = vyi − vy0, ũxi = uxi − ux0, ũyi =
uyi − uy0,那么

˙̃xi = ṽxi, ˙̃vxi = ũxi, (79)
˙̃yi = ṽyi, ˙̃vyi = ũyi. (80)

于是,编队控制问题就转化为对系统(79)−(80)设计控
制器在保证vi 6= 0的同时当t →∞时实现x̃i(t) → 0,
ỹi(t) → 0.

文献[42]给出了的控制器分两步工作:第1步将各
个跟随机器人的线速度和角速度分别控制到领队机

器人的线速度和角速度的较小的邻域内;第2步通过
调节跟随机器人的线速度和角速度实现编队控制.其
中,第2步的控制器是基于动态反馈线性化模型的,而
其通过保证跟随机器人的线速度严格为正来保证动

态反馈线性化模型的有效性. 这里给出第2步的控制
器:

ũxi = −kxi(ṽxi − φxi(zxi)), (81)

ũyi = −kyi(ṽyi − φyi(zyi)), (82)

其中: φxi, φyi : R→ [−λ, λ]是单调递减且连续可导
的奇函数, kxi, kyi是正常数且对所有r ∈ R满足

−kxi/4 <
dφxi(r)

dr
< 0, (83)

−kyi/4 <
dφyi(r)

dr
< 0. (84)

变量zxi, zyi定义为

zxi =
1
Ni

∑
j∈Ni

(xi − xj − (dxi − dxj)), (85)

zyi =
1
Ni

∑
j∈Ni

(yi − yj − (dyi − dyj)), (86)

其中集合Ni表示机器人i所测量的位置信息.如果机
器人i的控制器用到(xi − xj, yi − yj),那么j ∈ Ni.

通过以上设计,可以将闭环系统最终转化为由
IOS子系统构成的关联系统,并可通过小增益定理来
校正控制器从而实现编队控制目标.

7 结结结论论论与与与展展展望望望(Conclusions and future chall-
enges)
在简要介绍分布式控制的发展现状以及小增益定

理的基本思想的基础上,本文着重讨论了小增益方法
在分布式非线性控制中的应用. 小增益定理在处理分
布式控制问题当中的优势在于它能够很好地处理非

线性不确定动力学并且能够同分布式控制设计中常

用的图的表示紧密结合.于是,怎样将分布式控制问
题转化为小增益定理较易处理的镇定问题便成为解

决问题的关键,这也是本文的重点. 本文第3节通过一
个简单的例子讨论了使用小增益方法进行分布式控

制设计的可行性,并阐述了有向图中的小增益定理的
必要性. 第4节给出了有向图中的小增益结果.在此基
础上,第5节介绍了针对一类非线性不确定系统的分
布式控制设计.通过基于观测器的分布式输出反馈控
制设计,可以将闭环多自主体系统最终转化为
由IOS子系统构成的关联系统,其可使用有向图中的
小增益方法顺利解决. 另外,本文还简要地回顾了基
于小增益定理的分布式状态反馈控制和分布式编队

控制的相关结果.

基于小增益定理的分布式控制设计虽尚处起步阶

段,但已展现出较强的优势. 在现有工作的基础上,如
下研究方向对分布式控制理论与应用的未来发展应

该是有意义的.

1) 考虑更一般的被控对象.小增益设计特别擅长
于处理包含不确定性的非线性控制问题.虽然本文所
讨论的系统中就已包含不确定动力学,但是复杂系统
中所普遍存在的动态不确定性尚未考虑进来. 把已有
的处理动态不确定性的工作(如文献[69]的结果)同近
期的分布式非线性控制的结果相结合,不仅能进一步
拓宽小增益定理的应用,更能将现阶段的分布式控制
理论向前推进,使之更加实用化.

2) 同网络化控制相结合.分布式控制往往更强调
系统拓扑结构引起的信息交换约束对控制的影响,而
网络化控制则相对更着重于处理信号传输中的复杂

因素(如采样、量化、时滞、丢包等). 实际上,分布式
控制无可避免地受信号传输因素的影响而不能实现

准确及时的信息交换.近来,基于小增益定理的非线
性网络化控制已经取得了较大进展[73–75]. 在使用小
增益定理处理这两类问题的时候,都要很好的处理测
量误差引起的问题.正如本文所述,分布式控制中某
一自主体受其他自主体的影响可以看作是测量误差.
而网络化控制中信号传输因素所导致的测量误差则

更加直接. 怎样通过这一共通之处将分布式控制同网
络化控制相结合是非常值得解决的问题.
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