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摘要:多线性动态系统是具有多个线性过程的复杂动态系统,包括切换线性系统、线性微分包含、线性参数变化
系统等多类在系统控制理论中受到广泛关注的系统框架. 本文以连续时间多线性动态系统的性能分析为目标,以
笔者近几年的相关工作为基础,简要综述一类建立在实矩阵组之上的谱分析方法,包括矩阵组谱坐标定义,等价矩
阵测度刻画,基于分段二次诱导测度的估计理论和逼近算法. 作为一个应用例子,考虑单输入鲁里叶系统的绝对稳
定性,给出基于谱分析方法的判据.
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Performance analysis for
continuous-time multilinear dynamic systems

SUN Zhen-dong†
(Key Lab of Systems & Control, Academy of Mathematics and Systems Science, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China)

Abstract: Multilinear dynamical systems are complex dynamical systems with multiple linear processes, which include
switched linear systems, linear differential inclusions and linear parameter-varying systems that have been well-studied in
the systems and control societies. This survey article presents a timely integration of spectral analysis for performance
estimate of continuous-time multilinear dynamical systems, including the introduction of spectral abscissas for real matrix
set, equivalence characteristic via least common matrix measure, and estimate theory and approximation procedures based
on piecewise quadratic induced measures. As an implication, we discuss the absolute stability of Lure systems, and present
a matrix-measure-based criterion.
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1 引引引言言言(Introduction)
对连续时间线性系统

ẋ(t) = Ax(t), x ∈ Rn, (1)

一个重要的性能估计不等式是

‖x(t)‖ 6 M(tκ + 1)eγt‖x(0)‖, ∀ t > 0, (2)

其中: γ为系统矩阵A的最大的特征根实部(系统谱坐
标), κ + 1为A的若当标准形中对应于具有最大实部

的特征根的(最大)若当块维数, M为常实数, ‖ · ‖为任
一向量范数. 该估计式对于深入理解系统的渐近和过
渡过程性能及系统稳定性等有重要价值.值得一提的
是,该估计式是几乎处处紧的,即

lim sup
t→∞,x(0)=x0

‖x(t)‖
(tκ + 1)eγt

> 0, 对几乎所有x0 6= 0.

(3)

对离散时间线性系统,类似的性能估计式仍成立.

对离散时间微分包含系统

x(t + 1) ∈ {A1x(t), · · · , Amx(t)}, x ∈ Rn, (4)

已经证明存在性能估计式

‖x(t)‖6M(tκ+1)ρt‖x(0)‖, ∀ t=0, 1, · · · , (5)

其中: ρ为系统矩阵集{A1, · · · , Am}的谱半径, κ为小

于系统维数的非负整数, M为常实数[1–2]. 特别地,矩
阵集{A1, · · · , Am}的谱半径满足

ρ = lim sup
k→∞

ρ̂1/k
k = lim sup

k→∞
ρ̄1/k

k =

inf
‖·‖∈Υ

m
max
i=1

{‖A1‖, · · · , ‖Am‖}, (6)

其中: Υ为定义在Rn上的向量范数集,

ρ̂k =
m

max
i1,··· ,ik=1

‖
k∏

j=1

Aij‖,
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ρ̄k =
m

max
i1,··· ,ik=1

ρ(
k∏

j=1

Aij),

这里ρ(B)为矩阵B的谱半径. 这表明矩阵集的谱半径
在离散时间线性微分包含系统性能刻画上具有重要

作用. 矩阵集谱半径分析和逼近是近年来的研究热点,
并已取得良好进展,参见文献[3–4]等.

本文针对连续时间多线性动态系统,概要综述和
集成近来在性能估计领域取得的重要进展,包括性能
不等式和系统块三角分解,系统谱坐标定义及矩阵集
极小公共测度刻画,基于分段二次型诱导测度的谱坐
标逼近算法,与系统稳定性和绝对稳定性的关系等,
旨在初步建立多线性动态系统的谱方法,为多线性动
态系统的性能估计提供较清晰的框架性图景.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
2.1 多多多线线线性性性动动动态态态系系系统统统(Multi-linear dynamical syst-

ems)
多线性动态系统是指具有多个线性过程的动态系

统.本文中,考虑以下3类连续时间且不含输入的多线
性动态系统.

切切切换换换线线线性性性系系系统统统 数学描述为

ẋ(t) = Aσx(t), x ∈ Rn, σ ∈M = {1, · · · ,m},
(7)

其中切换信号σ良定的,即在有限时间区间的切换次
数有限.称函数x : [0,∞) 7→ Rn是系统的一个解,如
果其绝对连续,且存在良定切换信号σ : [0,∞) 7→ M
使得系统等式(7)几乎处处成立. 记Γs为系统的解集,
即系统所有解组成的集合.

线线线性性性微微微分分分包包包含含含系系系统统统 数学描述为

ẋ(t) ∈ co{A1x(t), · · · , Amx(t)}, x ∈ Rn, (8)

其中co(B)是指集B的闭凸包. 称函数x : [0,∞) 7→
Rn是系统的一个解,如果其绝对连续,且系统等式(8)
几乎处处成立. 记Γd为此微分包含系统的解集.

线线线性性性参参参数数数变变变化化化系系系统统统 数学描述为



ẋ(t) = A(w(t))x(t), x ∈ Rn,

w ∈ {(w1, · · · , wm) ∈ Rm
+ :

m∑
i=1

wi = 1}, (9)

其中: w(t)是分段连续的, A(w) =
m∑

i=1

wiAi. 称函数

x : [0,∞) 7→ Rn是系统的一个解,如果其绝对连续,
且存在分段连续的w(t)使得系统等式(9)几乎处处成
立. 记Γp为系统的解集.

以上3类系统都是由矩阵集{A1, · · · , Am}表征的
多线性动态系统.每个系统框架有各自的工程背景和
应用领域,在过去几十年拥有相对独立的研究群体.
代表性的文献包括文献[5–6](微分包含)、文献[7–8]

(参数变化系统)、文献[9–10](切换系统).

在以下的讨论中,记A = {A1, · · · , Am}. 对任一
实数ε,定义Aε = {A1 + εIn, · · · , Am + εIn},这里In

是单位矩阵. 为方便计,记上述多线性动态系统为A,
Γ 为Γs, Γd, Γp的任意一个.

2.2 多多多线线线性性性谱谱谱坐坐坐标标标(Multilinear spectral abscissas)
对多线性系统A,定义非零向量z ∈ Rn对应的谱

坐标为

%z(A) = lim sup
t→∞,x(·)∈Γ,x(0)=z

ln ‖x(t)‖
t

. (10)

定义系统A的谱坐标集为
Ω = {%z(A) : z ∈ Rn, z 6= 0}.

对应于每个谱坐标% ∈ Ω,定义状态集

Λ% = {z ∈ Rn : %z(A) 6 %} ∪ {0}.
可以验证Λ%为Rn的子空间. 这表明谱坐标集的元素
数不超过系统维数. 为此,记

Ω = {%1 < %2 < · · · < %s},
Vi = {z ∈ Rn : %z(A) 6 %i} ∪ {0},
di = dim Vi − dimVi−1, V0 = {0},

i = 1, · · · , s.

集Ω的最大元素%s称为系统(及对应的矩阵集)的谱坐
标.在文献中,系统谱坐标又称为系统最大Lyapunov
指数,最坏情形收敛率等,参见文献[11–12]. 对(单
一)线性系统,其谱坐标集为系统矩阵谱对应的实部组
成的集合.因此,上述谱坐标概念是线性系统谱概念
的自然延伸.

2.3 矩矩矩阵阵阵集集集测测测度度度(Matrix set measure)
记Υ为定义在Rn上的所有向量范数组成的集合.

对每一给定范数‖ · ‖ ∈ Ψ ,定义其诱导的矩阵测度为

µ‖·‖(A) = lim sup
τ→0+,‖x‖=1

‖x + τAx‖ − ‖x‖
τ

. (11)

矩阵测度具有以下性质(参见文献[13]): 良定性;正齐
次性;满足矩阵指数不等式,即

‖eAtz‖ 6 eµ‖·‖(A)t‖z‖, ∀ t > 0, z ∈ Rn, A ∈ Rn×n.

上述矩阵测度定义可推广到矩阵集测度.为此,对
矩阵集A = {A1, · · · , Am}及范数‖ · ‖ ∈ Ψ ,定义其
诱导的矩阵集公共测度(common measure)为

µ‖·‖(A) = max
{
µ‖·‖(A1), · · · , µ‖·‖(Am)

}
. (12)

可以验证,矩阵集公共测度仍具有良定性和正齐次性,
且满足如下矩阵指数不等式:

‖x(t)‖6eµ‖·‖(A)t‖x(0)‖, ∀ t>0, x(·)∈Γ. (13)

进一步,对矩阵集A = {A1, · · · , Am},定义其极小
(公共)测度为
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ν(A) = inf
‖·‖∈Υ

µ‖·‖(A). (14)

若测度µ满足µ(A) = ν(A),则称µ为A的极端测度
(extreme measure).

2.4 多多多线线线性性性系系系统统统稳稳稳定定定性性性(Stability of multilinear
systems)
称多线性动态系统A为稳定的,若存在正实数α及

β,使得

‖x(t)‖ 6 βe−αt‖x(0)‖, ∀ x ∈ Γ, t > 0,

称系统是不稳定的. 若存在负实数ε,使得系统Aε不是

稳定的. 其余的情形称为临界情形,其中若存在正实
数β使得

‖x(t)‖ 6 β‖x(0)‖, ∀ x ∈ Γ, t > 0,

则称系统是临界稳定的,否则称系统为临界不稳定的.

注意这里稳定性的定义与经典线性系统一致,
与Lyapunov稳定性有区分.

3 性性性能能能刻刻刻画画画(Performance characteristics)
与线性系统性能估计式(2)相似,多线性动态系统

也满足几乎完全相同的估计式.

定定定理理理 1 [14] 对任一多线性动态系统A,存在非负
整数κA 6 ds − 1,正实数M使得估计式{

‖x(t)‖ 6 M(tκA + 1)e%(A)t‖x(0)‖,
∀ x(·) ∈ Γ, t > 0

(15)

成立且是几乎处处紧的,即



lim sup
t→∞,x(0)=x0,x(·)∈Γ

‖x(t)‖
(tκA + 1)e%(A)t

> 0,

对几乎所有x0 6= 0.

(16)

该定理深刻揭示了多线性动态系统的性能特征,
其中%(A)刻画了系统渐近发散或收敛的最坏速率,
而κA表征临界化系统的多项式发散指数.

当系统谱集Ω包含多个元素时,系统在等价坐标
变换下具有以下块三角结构形式.

推推推论论论 1 存在非奇异矩阵T ∈ Rn×n使得

Āi
def= T−1AiT =




Ā11
i Ā12

i · · · Ā1s
i

0 Ā22
i · · · Ā2s

i

...
...

. . .
...

0 0 · · · Āss
i




, i ∈M,

这里Ājj
i 是dj维方阵;而且,对角块对应的低阶多线性

动态系统Āj = {Ājj
1 , · · · , Ājj

m}的谱半径为%j , j = 1,

· · · , s.

与单一矩阵的若当分解相比,这里的结构分解是
块三角结构而不是块对角结构. 矩阵集是否具有块对
角分解,仍是未解的开问题.

与线性情形类似,多线性动态系统的稳定性可由
其性能估计式完全决定.

推推推论论论 2 多线性动态系统A稳定当且仅当%(A)
< 0,不稳定当且仅当%(A) > 0,临界稳定当且仅当
%(A) = 0且κA = 0,临界不稳定当且仅当%(A) = 0
且κA > 1.

一个有趣的情形是临界情形. 任一多线性动态系
统A对应的临界系统是A−%(A),称为A的临界化系统.
可以看出,临界化系统的谱坐标是零,且κA−%(A) =
κA,称为临界化指数. 系统临界稳定当且仅当临界化
指数等于零. 估计式(15)表明对多线性动态系统而言,
在不稳定和临界不稳定之间存在发散速率的“间隙”,
即不存在阶数超过系统维数的多项式发散形式. 这与
线性系统情形是一致的.

定定定理理理 2 [15] 临界不稳定多线性动态系统A是可
块三角化的,即存在正整数l > 2和kj, j = 1, · · · , l,

l∑
j=1

kj = n,以及非奇异矩阵T ∈ Rn×n使得

Âi
def= T−1AiT =




Â11
i Â12

i · · · Â1l
i

0 Â22
i · · · Â2l

i

...
...

. . .
...

0 0 · · · Âll
i




, i∈M,

(17)

这里Âjj
i 是kj维方阵, j = 1, · · · , l;而且,对角块对应

的低阶多线性动态系统Âj = {Âjj
1 , · · · , Âjj

m}, j =
1, · · · , l均是临界稳定的.

该定理表明,临界不稳定的系统是可简约的
(reducible),即存在非平凡子空间V ⊂ Rn满足AiV ⊆
V , i ∈M. 注意到不变子空间和系统三角分解在临界
化过程中保持不变.因此,可得以下推论.

推推推论论论 3 若多线性动态系统A是不可简约的,则
有κA = 0.

矩阵集的不可简约性质在文献中已有不少讨论,
参见文献[16–17].

作为刻画多线性动态系统性能的一个最重要指标,
谱坐标%(A)以Lyapunov指数等概念受到广泛关注,
但对其进行估计和逼近是非常困难的[18]. 这主要是因
为这一指数是定义在系统解的时间极限之上,需要对
系统的解集有显示表征,而这通常是难以做到的. 为
此,需要寻求该指数的等价表征,以便对该指数进行
有效估计和逼近.

定定定理理理 3 [19] 任一多线性动态系统A满足
%(A) = ν(A). (18)

该定理表明,对每一个多线性动态系统,其谱坐标
等于对应矩阵集的极小测度.这为系统谱坐标提供了
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一个简洁的等价代数表征. 注意到极小测度定义中没
有用到系统(动态)解,是一个静态的代数极限,对其估
计和逼近不再需要系统解的性质. 该定理可视为线性
情形[20]的推广.

推推推论论论 4 多线性动态系统A稳定当且仅当A的极
小测度为负,不稳定当且仅当A的极小测度为正,临
界稳定当且仅当A存在零值极端测度,临界不稳定当
且仅当A的极小测度为零且不存在极端测度.

利用矩阵测度研究线性时变或切换线性系统稳定

性的文献参见文献[13, 21]. 特别地,利用测度的矩阵
指数不等式,如果系统矩阵在某测度下恒为负,则对
应动态系统是渐近收敛的.

4 估估估计计计与与与逼逼逼近近近(Estimation and approximation)
如上节所述,直接利用定义通常难以给出多线性

系统谱坐标的有效计算.为解决这一难题,一个可能
的思路是借助定理3,通过求解系统矩阵集的极小测
度对谱坐标进行精准刻画. 这一思路可以避开对系统
求解,但需要寻求对极小测度的有效逼近.由于测度
是由向量范数诱导获得,可考虑从特定类型的向量范
数出发,求取对应的诱导测度,再通过适当的优化搜
索算法获得对极小测度的有效逼近.

4.1 分分分段段段二二二次次次型型型诱诱诱导导导测测测度度度(Piecewise quadratic
induced measure)
在控制理论中,二次型Lyapunov函数用于对线性

系统进行稳定性分析,而分段二次型Lyapunov函数则
被广泛用于线性系统鲁棒性和多线性系统稳定性的

分析和设计中[22–24]. 本小节考虑利用分段二次型函
数的平方根作为基础范数:

υP =
√

max {xTP1x, · · · , xTPsx} =

max
{√

xTP1x, · · · ,
√

xTPsx
}

, (19)

这里P1, · · · , Ps为实正定矩阵, P = {P1, · · · , Ps}.
记S = {1, · · · , s}. 对系统矩阵集,该范数诱导的公
共测度为

µυP (A) = max
i∈S, j∈M

{
sup

x∈Ωi,x 6=0

xT Qijx

2xTPix

}
, (20)

这里:

Qij = AT
j Pi + PiAj, i ∈ S, j ∈M,

Ωi = {x ∈ Rn : xTPix > xTPjx,∀j ∈ S}.
定定定理理理 4 [25] 对任意给定的多线性动态系统A及

正实数ε,存在正整数s和实正定矩阵集P = {P1, · · · ,

Ps}满足
µυP (A) < ν(A) + ε.

该定理表明分段二次型诱导测度具有逼近矩阵集

极小测度的能力,亦即可通过对分段二次型诱导测度
的适当搜寻获得对多线性谱坐标任意精度的逼近.

给定正整数s. 以P为待定参数,在对应的分段二
次型诱导测度中寻求最小测度:

γinf = inf γ, (21)

s.t. xTQijx− 2γxTPix < 0,

∀ x ∈ Ωi, i ∈ S, j ∈M.

注意到Ωi通常是非凸的,因此上述优化问题难以有效
求解. 为此,借助于S-Procedure,可将上述问题转化为
矩阵不等式[26]

inf γ, (22)

s.t. Qi1 −
s∑

j=1,j 6=i

β1
i,j(Pi − Pj) < 2γPi,

Qi2 −
s∑

j=1,j 6=i

β2
i,j(Pi − Pj) < 2γPi,

...

Qim −
s∑

j=1,j 6=i

βm
i,j(Pi − Pj) < 2γPi,

βk
i,j > 0,

i, j ∈ S, i 6= j, k ∈M.

当s = 2时,问题(22)与问题(21)有相同的最优值.当
s > 2时,问题(22)的解值可能比问题(21)的解值大.
即S-Procedure的引入可带来保守性. 矩阵不等式(22)
双线性的,可利用已有的仿真软件进行求解.

4.2 其其其他他他方方方法法法(Other approaches)
平平平方方方和和和技技技术术术 平方和多项式一般定义为多项式平

方的和.平方和型的齐次多项式可用以逼近任意的向
量范数,且逼近的精度随着齐次多项式阶数的升高而
提高[27]. 因此,平方和型的齐次多项式可逼近系统在
给定范数下的测度.进而,也可逼近系统在所有向量
范数下的极小测度.给定平方和阶数, Rn上所有的齐

次平方和型多项式集合是一个凸锥.从而,系统极小
测度的逼近问题为一个凸优化问题.具体而言,平方
和可通过关于多项式的二次型进行等价表征. 利用矩

阵测度定义
‖x + τAx‖ − ‖x‖

τ
对τ的单调性质,对每

个平方和可近似求取相对应的矩阵测度.通过二次型
基底矩阵的寻优,可得到系统矩阵集在所有近似矩阵
测度中的极小公共测度,由此作为系统谱坐标的一个
上界估计.
以上算法的精度不仅依赖于所搜索的平方和阶数

大小,还与子系统矩阵的特征值分布有密切关系,特
征值越集中,离虚轴越远,逼近精度越高[26].

代代代数数数变变变换换换法法法 求解极小测度需要在一类矩阵测度

中寻优,而目前对矩阵测度的理解还不够深入,求解
矩阵测度寻优问题通常缺乏有效的算法. 另一方面,
一些特定的矩阵测度,如µ1–测度(从`1范数诱导的测

度)等则容易求取. 因此,一个可能的思路是利用代数
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变换后的µ1–测度逼近极小测度,如以下引理所述.

引引引理理理 1[28] 对任意给定的多线性动态系统A及正
实数ε,存在正整数r > n, n× r维行满秩实阵T及

r × r维实阵Hk, k ∈M满足
AkT = THk, k ∈M, (23)

µ1({H1, · · · ,Hm}) < %(A) + ε. (24)

由上述引理可以看出,通过适当的代数变换可以
把极小测度的求解化为变换后矩阵集的µ1–测度寻优.
由于变换矩阵通常是非方的(列数大于行数),代数变
换不一定是等价的. 从几何上看,可视为利用凸多面
体逼近矩阵集测度的水平集(level set),变换矩阵的列
数越多,对应的凸多面体的面数越多,对水平集的逼
近能力越强. 由于水平集是凸的,通过适当的凸多面
体可以对其实现任意精度的逼近.从矩阵方程上看,
随着变换矩阵列数的增加,变换后的矩阵集{H1, · · · ,

Hm}在满足变换方程(23)的前提下有更多的可选性,
从而可获得更小的公共µ1测度.
当代数变换是等价变换时,利用非奇异矩阵可表

述为初等变换的乘积这一事实,通过对各类初等变换
下矩阵集µ1测度的变化特征寻求使µ1测度递降的递

推变换.这方面的初步工作见文献[28]. 利用非方代
数变换寻求µ1测度优化的文献还未见报道.

5 应应应用用用例例例子子子(Application examples)
5.1 绝绝绝对对对稳稳稳定定定性性性(Absolute stability)
鲁里叶系统是线性系统在扇区非线性输出反馈下

的闭环系统,是一类典型的非线性控制系统.称鲁里
叶系统(在给定扇区)是绝对稳定的,如果系统在任一
满足扇区约束条件的输出反馈下全局渐近稳定. 自
20世纪40年代以来,鲁里叶系统绝对稳定性问题吸引
了众多出色学者的长期关注,成为非线性控制系统最
经典的公开问题,为解决该问题所发展的理论方法(如
波波夫判据和KY引理等)极大地推动了非线性控制理
论的发展[29–30]. 该问题非常具有挑战性,直到21世纪
初才解决了二阶系统的判别问题[31],三阶系统也已发
展了有效的算法判据[26, 32],但四阶及以上还没有一般
性的完全(充分必要)的可验证判据.
单输入单输出鲁里叶系统的数学描述为{

ẋ(t) = Ax(t) + bϕ(y), x ∈ Rn, y ∈ R,

y(t) = cx(t), 0 6 yϕ(y) < ky2,
(25)

其中: A为Hurwitz阵, (A, b)可控, (c, A)可观. 绝对稳
定性问题是寻求最大的k̄,使得对任意k < k̄,鲁里叶
系统是[0, k]绝对稳定的. 如果对任意正整数k,鲁里
叶系统[0, k]绝对稳定,则k̄ = +∞.
记B = A + kbc. 若A和B存在公共Lyapunov函

数,则鲁里叶系统在 [0, k]扇区绝对稳定,反之亦
然[22, 33]. 这表明鲁里叶绝对稳定性问题可视作多线性
动态系统稳定性的一个特例. 由此,可得到以下判据.

推推推论论论 5 任意给定正数k. 若%({A,B}) < 0,则
系统在[0, k]扇区绝对稳定;若%({A,B}) = 0,则k̄ =
k;若%({A,B}) > 0,则系统在[0, k]扇区不是绝对稳
定的.

注意到矩阵B与A秩差为1,这为极小测度的求解
可能提供有效的求解算法. 特别地,由定理2可以推
出,当%({A,B}) = 0时矩阵集{A,B}临界稳定. 这
表明不会发生临界不稳定的情形.

5.2 其其其他他他应应应用用用(Other implications)
由于系统谱坐标是对切换线性系统在任意切换下

最坏渐近性能的刻画,显见其可以作为受约束切换线
性系统的性能估计的上界,即受约束切换线性系统的
解仍满足估计式(15),但该估计通常不是紧的. 作为一
个推论,若一矩阵集的极小测度为负,那么对应的受
约束切换线性系统必然稳定.
可纳入受约束切换线性系统框架表述的系统类型

包括:
分段线性系统:

ẋ(t) = Aix(t), x(t) ∈ Θi, i ∈M,

其中: Θi ⊂ Rn, i ∈M.
跳变线性系统:

ẋ(t) = Aσ(t)x(t),

其中σ(t)是取值于M的随机过程.
模糊逻辑系统:

ẋ(t) =
m∑

i=1

δi(x)Aix(t),

其中δi(x), i ∈M是满足
m∑

i=1

δi(x) = 1, ∀ x的模糊隶

属函数.

6 结结结语语语(Conclusions)
本文简要回顾了多线性动态系统性能分析的主要

进展,重点介绍了作为最大发散率的矩阵集谱坐标的
等价刻画和估计逼近.这方面的研究在近几年逐步得
以发展,已形成初步的框架结构. 但相关的进展还很
不完善,许多基本问题有待进一步研究.以下是几个
尚待研究的开问题:

1) 矩阵集谱坐标集的刻画和谱坐标重数的确定;
2) 利用迭代算法求解矩阵集谱坐标/极小测度;
3) 具有特定性质(比如秩差为1)矩阵集的谱坐标

刻画;
4) 逼近算法的估计精度及停止条件分析;
5) 临界情形的分析和分类[15, 34].
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