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摘要:利用有限抽象进行控制系统的形式化分析与设计是目前研究较多的一类控制系统分析与设计方法. 本文
提出两种方法,使用有限抽象,构造出两种控制器,使带扰动的控制系统满足时序逻辑规范.为此,首先在时序逻辑
规范上引入“弱化”转换函数和“强化”转换函数. 进而,利用“弱化”转换函数提出一种方法用于构造控制器,使
原系统近似满足给定规范;利用“强化”转换函数,提出另一种方法用于构造控制器,使原系统严格满足给定规范.
本文分析比较上述两种方法与文献中已有的方法,指出各自的优缺点和适用范围.最后给出仿真实验,说明上述两
种方法的有效性并展示这些方法的不同适用范围.
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Formal design of control systems with disturbances
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Abstract: Adopting finite abstraction for the formal analysis and design of control systems is prevailing recently. By
applying finite abstractions, we develop two methods for constructing the controller for systems with disturbances so that
these systems will satisfy temporal logical specifications. To this end, we first introduce the ”weaken” transformation
function and the ”strengthen” transformation function for the temporal logical specifications. By using the ”weaken”
transformation function, we develop a method to construct the controller forcing the controlled systems with disturbances
to approximately satisfy the specifications. Then, we use the ”strengthen” transformation function to develop another
method to construct the other controller enforcing the controlled system to exactly satisfy the specifications. We compare
these two methods with some existing methods in modern literature, and find out the advantages and application scopes of
these methods. Finally, a simulation example is presented to demonstrate the validity and different application scopes of
these two methods.
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1 引引引言言言(Introduction)
控制系统的分析与设计是控制理论的一个重要研

究方向.其中,控制系统分析主要关注于验证系统是
否满足规范,而控制系统设计的目的在于构造控制器
使系统在控制器作用下满足给定规范.传统的控制系
统分析与设计主要考虑可达性与稳定性(不变性)等作
为其所需满足的规范[1–2]. 近年来,实际应用中需要使
用一些更为复杂的规范.为此,研究者们采用了时序
逻辑[3–6]、自动机[7]、正规式[8]等计算机领域常用的

规范描述语言. 在计算机领域,特别是形式化方法研

究领域已经提出了一些结论和算法用于这些规范的

验证和设计.学术界尝试将这些结论和算法应用于控
制论领域,建立控制系统的形式化分析与设计方法.
但由于控制系统的状态空间一般是连续且无限的,这
些结论和算法无法直接应用于控制系统的分析与设

计.

为了降低控制系统的状态空间规模,研究者们构
造了控制系统的有限抽象,它是控制系统形式化分析
与设计的核心概念[9]. 互模拟作为描述控制系统与其
有限抽象之间等价性的关键概念曾在这些工作中发
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挥了重要作用. 具体而言,互模拟的逻辑特征确保了
控制系统和与其互模拟等价的有限抽象是逻辑等价

的,从而使控制系统的分析和设计可以通过其有限抽
象完成[6]. 然而Girard等人指出,由于互模拟的要求太
过严苛,对于很多实际应用中常见的控制系统而言,
很难构造与之互模拟的有限抽象[10–11]. 为了克服这
一缺陷, Girard等人引入(ε, δ)–近似模拟和近似互模
拟等概念,为众多无扰动控制系统构造了与之近似模
拟(或近似互模拟)的有限抽象[10–12],并证明了当采用
可达集、正规语言等描述规范时,此类控制系统与其
有限抽象近似满足相同规范[10, 12],从而使原系统的分
析和设计可以归结为其有限抽象的分析和设计.目前
这种方法已经被用于控制系统的安全性和活性验

证[13], Girard等人利用这种方法构造了用于确保控制
系统满足安全性规范和可达性规范的控制器[14–15],
Camara等人使用这种方法解决了几种控制系统的控
制器构造问题[16]. 文献[17]和文献[18]分别总结了这
种技术路线在控制系统分析与设计中的应用.

由于控制系统在实际运行中都会因环境或系统本

身的原因而受到若干扰动的影响,带扰动控制系统的
分析与设计问题是控制论领域的一个研究热点[19–22].
为了应用上述思路解决带扰动控制系统分析和设计

问题,文献[23–24]构造了交替转换系统作为此类系统
的近似有限抽象,并提出了交替近似互模拟刻画控制
系统与其有限抽象之间的近似等价性. 文献[25]为交
替近似互模拟建立了模态逻辑特征,从而为基于与原
系统近似交替互模拟的有限抽象的控制器设计方法

提供了理论基石.该文还给出了作用于正线性时序逻
辑公式的一个“弱化”转换函数,并在此基础上提出
了一种控制器形式化设计方法.

本文将以一般线性时序逻辑公式作为规范,提出
两种基于抽象构造带扰动控制系统控制器的方法. 具
体而言,本文将针对一般的线性时序逻辑公式定义
“弱化”转换函数,进而提出一种方法用于构造使带
扰动控制系统满足“弱化”转换后规范的控制器;将
提出“强化”转换函数,并基于此函数提出一种控制
系统形式化设计方法用于解决如下问题:基于与原系
统近似互模拟的有限抽象,如何构造使原系统严格满
足规范的控制器;还将比较这两种方法与文献[6]中的
方法,指出各自的优点和适用范围,并给出仿真实例
说明上述两种方法的有效性.

2 控控控制制制系系系统统统与与与其其其有有有限限限抽抽抽象象象(Control systems
and their finite abstractions)
首先,本节将回忆带扰动控制系统与其有限抽象

的相关概念[23–24],介绍基于此有限抽象提出的关于正
线性时序逻辑规范的控制器构造方法[25]. 在此之前,
需要介绍下文中常用的一些标记的含义.

符号N,Z,R和R0
+分别表示自然数集合、整数集

合、实数集合和非负实数集合.任意给定集合Q, Q∗和

Qω分别表示Q上所有有限字符串和所有无限字符串

组成的集合.令i ∈ N, s ∈ Q∗且σ ∈ Qω,则s[end]表
示字符串s的最后一个字符, σ[i]表示该字符串第i个

字符, σ[1, i]表示σ[1]σ[2] · · ·σ[i]. 令x ∈ Rn,则xi表

示x的第 i项并且‖x‖ , max{|x1|, |x2|, · · · , |xn|},
其中|xi|表示xi的绝对值.一个连续函数γ : R0

+ →
R0

+属于K类当且仅当它是严格递增并且γ(0) = 0; γ

属于K∞类当且仅当它属于K类并且当 r →∞时,
γ(r) →∞. 一个连续函数β : R0

+ × R0
+ → R0

+属于

KL,当且仅当,固定s,则映射β(r, s)关于r属于K∞
类;固定r,则映射β(r, s)关于s是递减的并且当s →
0, β(r, s) → 0.

2.1 控控控制制制系系系统统统与与与交交交替替替转转转换换换系系系统统统(Control systems
and alternating transition systems)

本小节回顾带扰动控制系统与其有限抽象相关概

念,这些概念的直观背景及构造参见文献[23].

定定定义义义 1 带扰动控制系统是一个四元组Σ =
(X, W,W, f),其中:

·X ⊆ Rn是状态空间;

·W = U × V是输入空间,其中U ⊆ Rm是可控

输入空间, V ⊆ Rk是扰动输入空间;

·W = U × V是可测且局部本质有界的函数组
成的集合的子集,这些函数的定义域具有如下形式:
[a, b] ⊆ R或[a, b) ⊆ R,其中0 6 a < b;

·f : Rn ×W → Rn是一个满足下面Lipschitz假
设的连续映射: 对于任意紧致集合K ⊆ Rn,存在一个
常量κ > 0使得,对于任意的x, y ∈ K和w ∈ W都有

‖f(x,w)− f(y, w)‖ 6 κ‖x− y‖.

一个局部绝对连续曲线x : [a, b] → Rn被称为是

Σ的一条轨迹,当且仅当,存在w ∈ W使得对于几乎
所有的t ∈ [a, b], ẋ(t) = f(x(t),w(t)). x(t, x, w)表
示系统由x状态出发,在输入w作用下t时刻到达的状

态.

定定定义义义 2 一个控制系统Σ被称为是递增全局渐

进稳定的,当且仅当,它是向前完全并满足以下条件
的: 存在KL函数β使得对于任意的t ∈ R, x1, x2 ∈
Rn, w ∈ W ,

‖x(t, x1,w)− x(t, x2,w)‖ 6 β(‖x1 − x2‖, t).
定定定义义义 3 一个交替转换系统是一个多元组T =

(Q,A, B,→, O, H),它包括一个状态集合Q,一个控
制标记集合A,一个扰动标记集合B,一个转换关
系→⊆ Q×A×B ×Q,一个观察值集合O和一个观

察函数H : Q → O.
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如果观察集合O上附有一个度量,则称这个交替
转换系统是度量化的;如果对于任意的q ∈ Q, a ∈ A

和b ∈ B,都有{q′ : q
a,b−→ q′} 6= ∅,则称其为非死锁

的;如果状态集合Q,控制标记集合A和扰动标记集合

B都是有限的,则称其为有限的.

一个无限序列σ ∈ Qω被称为T的轨迹当且仅当对

于任意的i ∈ N,存在ai ∈ A和bi ∈ B使得σ[i] ai,bi−−→
σ[i + 1].

在交替转换系统框架下,控制策略定义如下:

定定定义义义 4 令T = (Q,A, B,→, O, H)是一个交
替转换系统.函数f : Q∗ → A被称为是T的一个控制

策略.给定初始状态q ∈ Q,系统T在控制策略f作用

下生成的轨迹集合定义如下:

OutT (q, f) , {σ ∈ Qω : σ[1] = q & ∀i ∈ N,

∃bi ∈ B(σ[i]
f(σ[1,i]),bi−−−−−−→ σ[i + 1])}.

如果系统T可由上下文确定,则省略OutT (q, f)
的下标.文献[23–24]构造交替转换系统作为带扰动控
制系统的有限抽象.其中: 文献[23]证明了递增全局
渐进稳定的控制系统存在有限抽象与原系统的取样

系统近似等价,并且给出了线性系统的有限抽象的构
造方法;文献[24]给出了递增输入–状态稳定(incre-
mentally input-to-state stable)的非线性取样–数据
(nonlinear sample-data)带扰动控制系统的有限抽象的
构造方法. 相关定义参见文献[24]. 在上述工作中,交
替近似互模拟的概念被提出用于刻画控制系统与其

有限抽象间的近似等价关系.

定定定 义义义 5 令Ti = (Qi, Ai, Bi,−→
i

, O, Hi)(i = 1,

2)是两个度量的、非死锁的交替转换系统.假设这两
个转换系统的观测集合上的度量都是d. 给定ε ∈ R0

+,
关系R ⊆ Q1 ×Q2被称为是T1和T2之间的ε--交替近
似互模拟关系,当且仅当,对于任意的(q1, q2) ∈ R,

1) d(H1(q1),H2(q2)) 6 ε;

2) ∀a1 ∈ A1, ∃a2 ∈ A2, ∀b2 ∈ B2, ∀q′2 ∈
Q2(q2

a2,b2−−−→
2

q′2⇒∃b1 ∈ B1,∃q′1 ∈ Q1(q1
a1,b1−−−→

1
q′1)并

且(q′1, q
′
2) ∈ R);

3) ∀a2 ∈ A2, ∃a1 ∈ A1, ∀b1 ∈ B1, ∀q′1 ∈
Q1(q1

a1,b1−−−→
1

q′1 ⇒ ∃b2 ∈ B2,∃q′2 ∈ Q2(q2
a2,b2−−−→

2
q′2)

并且(q′1, q
′
2) ∈ R);

对于任意的q1 ∈ Q1, q2 ∈ Q2,称它们是ε–交替近
似互模拟的(记作q1 ∼ε q2),当且仅当,存在T1和T2之

间的ε–交替近似互模拟关系R使得(q1, q2) ∈ R. 称T1

和T2是ε–交替近似互模拟的(记作T1 ∼ε T2),当且仅
当,存在T1和T2之间的ε–交替近似互模拟关系R使得

Q1 = {q1 ∈ Q1 :存在q2 ∈ Q2使得(q1, q2) ∈ R}并
且Q2 = {q2 ∈ Q2 :存在q1 ∈ Q1使得(q1, q2) ∈ R}.

2.2 正正正时时时序序序逻逻逻辑辑辑规规规范范范的的的转转转换换换及及及控控控制制制器器器构构构造造造(Trans-
formation of positive temporal logical specifica-
tion and construction of controller)

文献[25]给出了关于正时序逻辑规范的控制器构
造方法,本节简要回顾相关概念和结论.

定定定义义义 6 令P是一个有限原子命题集合并且ε ∈
R0

+. 线性时序逻辑LTLε
+(P )公式归纳定义如下:

ϕ ::= p| < ε > p|Xϕ|ϕ1 ∧ ϕ2|ϕ1 ∨ ϕ2|ϕ1Uϕ2,

其中p ∈ P . 如果公式ϕ中不出现< ε >,则该公式被
称为LTL+(P )公式.

易见上述定义的公式均是正公式. 交替转换系统
的轨迹与上述公式间的可满足关系定义如下:

定定定义义义 7 令P是一个有限原子命题集合, ε ∈ R0
+,

T = (Q,A, B,→, O, H)是一个交替转换系统, d是

O上一个度量并且Π : O → P是一个赋值函数. 轨
迹σ ∈ Qω在第i(i ∈ N)个位置满足LTLε

+(P )公式ϕ

(记作(T, d), σ[i] |= ϕ)归纳定义如下:

1) (T, d), σ[i] |= p当且仅当Π(H(σ[i])) = p;

2) (T, d), σ[i] |=< ε > p当且仅当存在q ∈ Q使

得d(H(σ[i]), H(q)) 6 ε并且Π(H(q)) = p;

3) (T, d), σ[i] |= Xϕ当且仅当(T, d), σ[i + 1] |=
ϕ;

4) (T, d), σ[i] |= ϕ1 ∧ ϕ2当且仅当(T, d), σ[i] |=
ϕ1并且(T, d), σ[i] |= ϕ2;

5) (T, d), σ[i] |= ϕ1 ∨ ϕ2当且仅当(T, d), σ[i] |=
ϕ1或者(T, d), σ[i] |= ϕ2;

6) (T, d), σ[i] |= ϕ1Uϕ2当且仅当存在j > i使得

(T, d), σ[j] |= ϕ2并且对于任意的i 6 k < j都有(T,

d), σ[k] |= ϕ1.

本文称轨迹σ满足LTLε
+(P )公式ϕ(记作(T, d),

σ |= ϕ)当且仅当(T, d), σ[1] |= ϕ.

在下文中,如果原子命题集合P由上下文可知,则
将LTLε

+(P )简记为LTLε
+. 为了刻画控制系统与其

有限抽象分别可控满足的逻辑规范间关系,文献[25]
中给出了如下转换函数.

定定定义义义 8 令P是一个有限原子命题集合并且ε ∈
R0

+. 将LTL+公式映射为LTLε
+公式的转换函数ltr+

ε

定义如下: 对于任意的LTL+公式ϕ, ltr+
ε (ϕ)是将ϕ

中出现的所有原子命题p替换为< ε > p得到的公式.

容易验证,对于任意的轨迹σ,如果(T, d), σ |= ϕ

则(T, d), σ |= ltr+
ε (ϕ);但反之未必成立. 因此,此转

换函数可以称为一个“弱化”转换函数. 在文献[25]
中,笔者说明了如下结论成立:

给定带扰动控制系统与其有限抽象,如果该控制
系统的取样系统与其有限抽象是ε-交替近似互模拟
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的,则以任意线性时序逻辑LTL+公式ϕ作为规范,如
果存在控制策略使其有限抽象受控满足规范ϕ,则存
在控制策略使得原系统的取样系统受控满足转换后

的规范ltr+
ε (ϕ).

基于该结论,文献[25]提出了带扰动控制系统的
形式化设计方法: 首先利用文献[23]或文献[24]中的
方法构造与原系统交替近似互模拟的有限抽象,进而
利用文献[26]所给出的算法求解使有限抽象满足规范
的控制策略,最后利用该控制策略构造原系统的控制
器使原系统受控满足“弱化”的规范(即,近似满足给
定规范).

3 近近近似似似满满满足足足规规规范范范的的的控控控制制制器器器设设设计计计(Design of
controller enforcing approximate specifica-
tion)
本节拟将上述工作推广至一般线性时序逻辑规范

情形. 即,本节将针对一般线性时序逻辑公式给出
“弱化”转换函数,刻画带扰动控制系统与其有限抽
象分别可控满足规范间的关系,进而提出方法用于构
造控制器使原系统满足“弱化”的规范.为此,本文给
出含负公式的线性时序逻辑LTLε

l (P ).

定定定义义义 9 令P是一个有限原子命题集合并且ε ∈
R0

+. 线性时序逻辑LTLε
l (P )公式归纳定义如下:

ϕ ::=p| < ε > p|¬p| < ε > ¬p|Xϕ|ϕ1∧
ϕ2|ϕ1 ∨ ϕ2|ϕ1Uϕ2|ϕ1Ũϕ2|2ϕ| ¦ ϕ,

其中p ∈ P . 如果公式ϕ中不出现< ε >,则该公式被
称为LTL(P )公式.

交替转换系统轨迹与LTLε
l (P )公式之间的可满

足关系定义如下:

定定定义义义 10 令P是一个有限原子命题集合, ε ∈
R0

+, T = (Q,A, B,→, O, H)是一个交替转换系统,
d是O上一个度量并且Π : O → P是一个赋值函数.
则轨迹σ ∈ Qω在第i(i ∈ N)个位置满足LTLε

l (P )公
式ϕ(记作(T, d), σ[i] |= ϕ)归纳定义如下:

1) (T, d), σ[i] |= ¬p当且仅当Π(H(σ[i])) 6= p;

2) (T, d), σ[i] |=< ε > ¬p当且仅当存在q ∈ Q

使得d(H(σ[i]),H(q)) 6 ε并且Π(H(q)) 6= p;

3) (T, d), σ[i] |= ϕ1Ũϕ2当且仅当对于任意的j

> i,如果(T, d), σ[j] 6|= ϕ2,则存在k ∈ N使得i 6 k

< j并且(T, d), σ[k] |= ϕ1;

4) (T, d), σ[i] |= 2ϕ1当且仅当对于任意的j > i,
(T, d), σ[j] |= ϕ1;

5) (T, d), σ[i] |= ¦ϕ1当且仅当存在j > i使得(T,

d), σ[j] |= ϕ1;

6) 当公式ϕ具有其他形式时,其可满足性定义与
定义7相同.

本文称轨迹σ满足LTLε
l (P )公式ϕ (记作(T, d),

σ |= ϕ)当且仅当(T, d), σ[1] |= ϕ. 转换系统T被称为

是受控满足公式ϕ的,当且仅当,存在T的控制策略

f : Q∗ → A和初始状态q ∈ Q使得对于任意的σ ∈
Out(q, f)都有(T, d), σ |= ϕ.

易见,定义6所给出的线性时序逻辑LTLε
+(P )是

上述定义的一个片段. 如果P由上下文可知,则简记
LTLε

l (P )和LTL(P )为LTLε
l和LTL.“弱化”转换

函数定义如下:

定定定义义义 11 令P是一个有限原子命题集合并

且ε ∈ R0
+. 将LTL公式映射为LTLε

l公式的转换函

数ltrε定义如下:

1) ltrε(p) =< ε > p;

2) ltrε(¬p) =< ε > ¬p;

3) ltrε(¯ϕ) = ¯ltrε(ϕ),其中¯ ∈ {X,2, ¦};

4) ltrε(ϕ1⊕ϕ2) = ltrε(ϕ1)⊕ ltrε(ϕ2),其中⊕ ∈
{∧,∨,U , Ũ}.

下文将证明对于ε–交替近似互模拟的交替转换系
统,如果其中之一受控满足LTL公式ϕ,则另一个系
统受控满足ltrε(ϕ). 为此,本文需要如下引理:

引引引理理理 1[25] 令Ti = (Qi, Ai, Bi, −→
i

, O, Hi)(i =

1, 2)是两个度量的、非死锁的交替转换系统并且d是

观测集合O上的度量. 假设集合Q1是有限的并且f1是

T1的控制策略.对于任意的q1 ∈ Q1, q2 ∈ Q2和ε ∈
R0

+,如果q1 ∼ε q2,则存在控制策略f2 : Q∗
2 → A2使

得对于任意的σ2 ∈ Out(q2, f2),存在σ1 ∈ Out(q1,

f1)使得σ1 ∼ε σ2.1

引引引理理理 2 令Ti =(Qi, Ai, Bi,−→
i

, O, Hi)(i=1, 2)

是两个度量的、非死锁的交替转换系统并且 d是观测

集合O上的度量. 假设P是一个有限原子命题集合,
Π : O → P是赋值函数并且ε∈R0

+. 对于任意的σ1∈
Qω

1和σ2 ∈ Qω
2 ,如果σ1 ∼ε σ2,则对于任意的LTL公

式ϕ,若(T1, d), σ1 |= ϕ则(T2, d), σ2 |= ltrε(ϕ).

证证证 关于公式ϕ的结构复杂度归纳证明. 由定义
9可知, ϕ仅可能是如下形式之一: p, ¬p, Xϕ1, ϕ1 ∧
ϕ2, ϕ1 ∨ ϕ2, ϕ1Uϕ2, ϕ1Ũϕ2, 2ϕ1, ¦ϕ1. 下面仅以
¬p和ϕ1Ũϕ2为例给出证明,其他几种情形可以类似
证明.

情情情形形形 1 ϕ= ¬p. 假设σ1∈Qω
1 和σ2∈Qω

2 , σ1 ∼ε

σ2并且 (T1, d), σ1 |= ϕ. 因 此,由 定 义 10可 知,
Π(H1(σ1[1])) 6= p. 另一方面,因为σ1 ∼ε σ2,所以
σ1[1] ∼ε σ2[1]. 进而 d(H1(σ1[1]),H2(σ2[1])) 6 ε.
因此,由定义 10可知, (T2, d), σ2[1] |=< ε > ¬p. 即
(T2, d), σ2 |=< ε > ¬p

情情情形形形 2 ϕ = ϕ1Ũϕ2. 假 设σ1 ∈ Qω
1和σ2 ∈ Qω

2 ,
1σ1 ∼ε σ2当且仅当对于任意的i ∈ N都有σ1[i] ∼ε σ2[i].
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σ1 ∼ε σ2并且(T1, d), σ1 |= ϕ. 根据定义10,对于任意
的j > 1,如果(T1, d), σ1[j] 6|= ϕ2,则存在k ∈ N使得
i6k < j并且(T1, d), σ1[k] |= ϕ1. 假设j >1并且(T2,

d), σ2[j] 6|= ltrε(ϕ2). 由归纳假设可知, (T1, d), σ1[j]
6|= ϕ2. 所以,存在k ∈ N使得i 6 k < j并且(T1, d),
σ1[k] |=ϕ1. 根据归纳假设, (T2, d), σ2[k] |= ltrε(ϕ1).
因此,由定义10可知, (T2, d), σ2 |= ltrε(ϕ).

证毕.

定定定理理理 1 令Ti =(Qi, Ai, Bi,−→
i

, O, Hi)(i=1, 2)

是两个度量的、非死锁的交替转换系统,集合Q1是有

限的并且 d是观测集合O上的度量. 假设P是一个有

限原子命题集合, Π : O → P是赋值函数并且 ε ∈
R0

+. 如果T1受控满足LTL公式ϕ,则T2受控满足

ltrε(ϕ).

证证证 假设T1受控满足LTL公式ϕ. 则存在q1 ∈
Q1和控制策略f1 : Q∗

1 → A1使得对于任意的σ1 ∈
Out(q1, f1)都有(T1, d), σ1 |= ϕ. 由引理1可知,存在
q2 ∈ Q2和控制策略f2 : Q∗

2 → A2使得对于任意的

σ2 ∈ Out(q2, f2)都存在σ1 ∈ Out(q1, f1)满足条件
σ1 ∼ε σ2. 进而,由引理 2可知,对于任意的σ2 ∈
Out(q2, f2), (T2, d), σ2 |= ltrε(ϕ). 因此,根据定义
10, T2受控满足ltrε(ϕ). 证毕.

根据上述定理,本文给出带扰动控制系统形式化
设计方案如下. 如图1所示,针对线性系统和非线性系
统分别采用文献[23]和文献[24]中的方法构造有限交
替转换系统作为原系统的有限抽象,进而利用文
献[26]所给出的算法求解使该有限抽象满足规范ϕ的

控制策略,最后基于该控制策略构造原系统的控制器.
定理1可以确保原系统受控满足ltrε(ϕ). 因为ltrε(ϕ)
可以视为ϕ的一个弱化版本,所以可以称该控制器使
原系统近似满足规范ϕ.

图 1 近似满足规范的控制器设计
Fig. 1 The design of controller enforcing

approximate specification

4 严严严格格格满满满足足足规规规范范范的的的控控控制制制器器器设设设计计计(Design of
controller enforcing specification exactly)
上一节给出了使控制系统近似满足规范的控制器

的构造方法. 然而,在一些情形下可能要求控制系统

严格满足给定规范.本节将提出基于有限抽象构造使
原系统严格满足规范的控制器的方法. 为了实现这种
方法,本节将引入“强化”转换函数将给定规范转换
为一个要求“更强”的规范.这种“更强”的规范由下
面这个逻辑语言描述.

定定定义义义 12 令P是一个有限原子命题集合并且ε∈
R0

+. 线性时序逻辑LTLε
s(P )公式归纳定义如下:

ϕ ::=p|[ε]p|¬p|[ε]¬p|Xϕ|ϕ1 ∧ ϕ2|ϕ1∨
ϕ2|ϕ1Uϕ2|ϕ1Ũϕ2|2ϕ| ¦ ϕ,

其中p ∈ P .

定定定义义义 13 令P是一个有限原子命题集合, ε ∈
R0

+, T = (Q,A, B,→, O, H)是一个交替转换系统, d

是O上一个度量并且Π : O → P是一个赋值函数. 轨
迹σ ∈ Qω在第i(i ∈ N)个位置满足LTLε

s(P )公式ϕ

(记作(T, d), σ[i] |= ϕ)归纳定义如下:

1) (T, d), σ[i] |= [ε]p当且仅当对于任意的q ∈ Q,
如果d(H(σ[i]),H(q)) 6 ε则Π(H(q)) = p;

2) (T, d), σ[i] |= [ε]¬p当且仅当对于任意q ∈ Q,
如果d(H(σ[i]),H(q)) 6 ε则Π(H(q)) 6= p;

3) 当公式ϕ具有其他形式时,其可满足性定义与
定义10相同.

本文称σ满足LTLε
s(P )公式ϕ (记作(T, d), σ |=

ϕ)当且仅当(T, d), σ[1] |=ϕ. 转换系统T被称为是受

控满足公式ϕ的,当且仅当存在T的控制策略f :Q∗

→ A和初始状态q ∈ Q使得对于任意的σ∈Out(q, f)
都有(T, d), σ |= ϕ.

“强化”转换函数定义如下,这个函数将在本节
扮演关键角色.

定定定义义义 14 令P是一个有限原子命题集合并且ε∈
R0

+. 将LTL公式映射为LTLε
s公式的转换函数strε定

义如下:
1) strε(p) = [ε]p;

2) strε(¬p) = [ε]¬p;

3) strε(¯ϕ) = ¯strε(ϕ),其中¯ ∈ {X,2, ¦};

4) strε(ϕ1⊕ϕ2) = strε(ϕ1)⊕strε(ϕ2),其中⊕ ∈
{∧,∨,U , Ũ}.

容易验证,对于任意系统T和状态q,如果ϕ是一个

LTL公式并且(T, d), σ |= strε(ϕ),则(T, d), σ |= ϕ.
但反之未必成立. 因此,转换函数strε可以视为增强

了规范的要求,所以将其称为“强化”转换函数.

引引引理理理 3 令Ti =(Qi, Ai, Bi,−→
i

, O, Hi)(i=1, 2)

是两个度量的、非死锁的交替转换系统并且d是观测

集合O上的度量. 假设P是一个有限原子命题集合,
Π : O → P是赋值函数并且ε ∈ R0

+. 对于任意的σ1

∈ Qω
1和σ2 ∈ Qω

2 ,如果σ1 ∼ε σ2,则对于任意的LTL

公式ϕ,若(T1, d), σ1 |= strε(ϕ)则(T2, d), σ2 |= ϕ.



第 2期 张晋津等: 带扰动控制系统的形式化设计 183

证证证 此引理的证明类似于引理2. 证毕.

定定定理理理 2 令Ti =(Qi, Ai, Bi,−→
i

, O, Hi)(i=1, 2)

是两个度量的、非死锁的交替转换系统,集合Q1是有

限的并且d是观测集合O上的度量. 假设P是一个有

限原子命题集合, Π : O→P是赋值函数并且ε∈R0
+.

对于任意LTL公式ϕ,如果T1受控满足strε(ϕ),则T2

受控满足ϕ.

证证证 类似于定理1,由引理1和3可证明此定理.

证毕.

根据上述定理,本文给出一种带扰动控制系统形
式化设计方案如下:

图 2 严格满足规范的控制器设计

Fig. 2 The design of controller enforcing specification exactly

如图2所示,针对线性系统和非线性系统分别采用
文献[23]和文献[24]中的方法构造有限交替转换系统
作为原系统的有限抽象,并将规范ϕ转换为strε(ϕ),
进而利用文献[26]所给出的算法求解使该有限抽象满
足规范strε(ϕ)的控制策略,最后基于该控制策略构造
原系统的控制器. 定理2可以确保原系统受控严格满
足ϕ.

5 实实实例例例分分分析析析(Analysis of example)
本节例子中的控制系统源于文献[27]. 考虑直流

电动机的简单模型如下:

Σ =

{
ẋ = Ax + Bu + Gv,

x ∈ X, u ∈ U, v ∈ V,

其中: x = (x1, x2)′, x1是电流, x2是角速度, u是使用

的电压, v是多余力的扰动, X = [0, 0.6]× [0, 0.6],
U = [0, 0.7], V = [−0.01, 0.01],并且

A =

[
−R/L − kbkm/L
1/J − kf /J

]
,

B =

[
km/L

0

]
, G =

[
0

1/J

]
,

其中: R = 0.1和L = 1分别是该直流电动机电枢的
电阻和电感; kb = 0.2是电磁力; km = 0.1是转矩常
数; kf = 0.7是粘性摩擦力常数; J = 1是惯性动量.

令原子命题 pi(i = 1, 2, 3, 4)分别代表下列空间

[0, 0.4) × [0, 0.4), [0, 0.4) × [0.4, 0.6), [0.4, 0.6) ×
[0, 0.4), [0.4, 0.6] × [0.4, 0.6]. 赋值函数Π定义为:对
于任意x ∈ X和i ∈ {1, 2, 3, 4}, Π(x) = pi当且仅当

x ∈ pi. 取公式ϕ1 = p1U(p2U(¬p1 ∧ ¬p2))和ϕ2 =
2p1作为规范.下面将构造两个控制器分别使原系统
近似满足规范ϕ1和严格满足规范ϕ2.

按照图1和图2给出的方案,均需首先构造原系统
的有限抽象.根据文献[23]提出的方法构造上述系统
的有限抽象如下: 令取样时间τ = 5, η = 0.1且µ =
0.02. 则Σ系统的一个有限抽象T (Σ) = (Q,A, B,

→, O, H)如下:

·Q = {qi : 0 6 i < 49},其中对于0 6 i < 49,
qi = (bi/7c · 0.1 (i%7) · 0.1)′.
·A = {a : a ∈ Xc并且存在n,m ∈ Z使得a =

(n · 0.02 m · 0.02)′}, Xc如图3所示.

图 3 Σ在输入电压作用下的可达集合的外部近似

Fig. 3 Outer approximation of reachable set of Σ

associated with voltage input

·B={bi : 16 i63},其中b1 =(−0.02 − 0.02)′,
b2 = (0 0)′, b3 = (0.02 0.02)′.
·−→⊆ Q×A×B×Q. 由于关系−→的规模较

大,此处仅列举部分(见表1),其中a1 =(0.1 0.1)′, a2

= (0.2 0.2)′, a3 = (0.14 0.14)′.

表 1 T (Σ)的部分转换关系
Table 1 Some transitions of T (Σ)

q
a,b−−→ q′ a1, b1 a1, b2 a1, b3

q0 q8 q8 q8

q
a,b−−→ q′ a2, b1 a2, b2 a2, b3

q0 q16 q16 q16

q
a,b−−→ q′ a1, b1 a1, b2 a1, b3

q8 q9 q16 q16

q
a,b−−→ q′ a3, b1 a3, b2 a3, b3

q9 q16 q16 q16

·O = X .

·H = idX是一个恒等映射.



184 控 制 理 论 与 应 用 第 32卷

根据文献[23]和文献[27],容易验证上述系统与
Σ的取样系统是 ε–交替近似互模拟的,其中ε =
0.15. 需要指出的是,由于扰动输入的存在,无法构造
与取样系统严格互模拟的有限抽象,因此Tabuada和
Pappas在文献[6]中提出的方法不适用于该问题的求
解.

下面将先构造使原系统近似满足规范ϕ1的控制

器. 为此,采用文献[26]提供的算法寻找有限抽象
T (Σ)的初始状态和使其满足规范ϕ1的控制策略如

下: 取(0 0)′作为初始状态,控制策略f : Q∗ → A定

义为

f(s) =





a1 s[end] = q0或 s[end] = q8

a3, s[end] = q9或 s[end] = q16,

a2, s[end] = q17或 s[end] = q25,

a4, s[end] = q41,

a5, 其他,

其中: a1 = (0.1 0.1)′, a2 = (0.2 0.2)′, a3 = (0.14
0.16)′, a4 = (0.26 0.28)′并且a5 = (0.06 0.06)′.
下面将根据上述控制策略构造控制器. 利用文

献[28]中的结果和MATSSE工具包[29],容易验证ai

(i = 1, 2, 3, 4, 5)分别是如下定义的输入ui(i = 1, 2,

3, 4, 5)的近似: 对于t ∈ [0, τ ],
u1(t) = 0.25, u2(t) = 0.505, u3(t) = 0.38,

u4(t) = 0.685, u5(t) = 0.15.

因此,由控制策略f及上述结论可以构造控制器如

下: 在取样时间点nτ(n ∈ N),如果当前状态x近似于

q0(即, ‖x− q0‖ 6 η/2)或q8则选择输入u1;如果当前
状态x近似于q9或q16则选择输入u3;如果当前状态x

近似于q17或q25则选择输入u2;如果当前状态x近似

于q41则选择输入u4;否则输入u5.

本文利用MATLAB进行了仿真实验,设置仿真截
止时间为1000,在上述控制器作用下得到的系统Σ的

轨迹满足规范ltrε(ϕ1). 例如,其中一次实验轨迹如
图4所示.

图 4 近似满足规范ϕ1的轨迹

Fig. 4 The trajectory satisfying the specification ϕ1

approximately

下面将按照图2提供的方案构造使原系统严格满
足规范ϕ2的控制器. 系统Σ的有限抽象仍取上面构造

的有限交替转换系统T (Σ). 由文献[26]提供的算法
可以验证,选取初始状态为q0 = (0 0)′及如下定义的
控制策略f ′ : Q∗ → A即可使T (Σ)受控满足规范
strε(ϕ2):

f ′(s) =

{
a2, s[end] = q0,

a5, 其他.

类似地,可以由此控制策略构造控制器为:在取样时
间点nτ(n ∈ N),如果当前状态x近似于q0则选择输

入u2;否则输入u5.

本文利用MATLAB进行了仿真实验,设置仿真截
止时间为1000,在上述控制器作用下得到的系统Σ的

轨迹满足规范ϕ2. 例如,其中一次实验轨迹如图5所
示.

图 5 严格满足规范ϕ2的轨迹

Fig. 5 The trajectory satisfying specification ϕ2 exactly

但是,需要指出的是,按照文献[26]提供的算法可
以判定不存在初始状态和控制策略使有限抽象T (Σ)
满足规范strε(ϕ1). 因此,按照图2提供的方案无法构
造使原系统严格满足规范ϕ1的控制器.

6 总总总结结结及及及相相相关关关工工工作作作比比比较较较(Conclusion and com-
parison with related work)
本文在线性时序逻辑公式上定义了“弱化”转换

函数和“强化”转换函数,分别基于这两个转换函数
给出了两种控制器构造方法. 基于“弱化”转换函数
ltrε,本文给出了构造使带扰动控制系统近似满足规
范的方法(见图1). 其近似程度由“弱化”转换函数
ltrε所刻画. 基于“强化”转换函数strε,本文建立了
构造使带扰动控制系统严格满足规范的方法(见图2).
第5节中的实例分析说明了上述两种方法的有效性.

下面就本文提出的两种方法与文献[6]所给出的
方法展开比较,说明各自的优势及适用的情形. 在文
献[6]中, Tabuada和Pappas构造与原系统互模拟的有
限转换系统作为其有限抽象,给出其有限抽象的控制
策略,进而利用此控制策略构造原系统的控制器. 他
们对控制系统及其有限抽象采用了相同的逻辑规范,
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并基于互模拟的逻辑特征证明了系统在采用其方法

构造出的控制器下严格满足给定规范.为了叙述方便,
下文将这种方法简称为T--P方法. T--P方法与本文第3
节和第4节方法之间的主要差异如表2所示.

表 2 T--P方法与本文方法比较
Table 2 Comparing T--P method with the methods

provided by this paper

T--P方法 第3节方法 第4节方法

系统与抽象关系 互模拟 近似互模拟 近似互模拟

系统与抽象的规范 相同 相同 不相同

系统受控满足规范 严格满足 近似满足 严格满足

抽象的构造 相对困难 相对容易 相对容易

求控制策略可能性 不降低 不降低 降低

如表2所示, T--P方法要求构造的有限抽象与原系
统互模拟,而本文的两种方法采用近似互模拟描述控
制系统与其有限抽象之间的关系.由于互模拟的要求
比近似互模拟更严格,这使得构造T--P方法所需的有
限抽象相对比较困难.例如在上一节中,无法构造与
控制系统Σ的取样系统严格互模拟的有限抽象.此外,
在T--P方法中, Tabuada和Pappas对控制系统及其有限
抽象采用了相同规范,并基于互模拟的逻辑特征证明
了系统在采用T--P方法构造出的控制器下严格满足给
定规范[6]. 文献[25]指出,近似互模拟不保证逻辑等
价性,这导致本文的两种方法中的控制系统与其有限
抽象未必可控满足相同规范.这两种方法分别采用不
同方案处理这一情况: 第3节的方法将给定规范作为
有限抽象的规范,并证明了如果有限抽象可控满足该
规范,则原系统在构造的控制器作用下近似满足给定
规范;第4节引入“强化”转换函数,将转换后的规范
作为有限抽象的规范,并证明了有限抽象可控满足转
换后规范蕴涵原系统可控严格满足给定规范.由此可
见,第4节的方法既保证了有限抽象的易构性,又确保
了控制系统控制器的精准性. 然而,有得必有失,如
第5节中实例分析中所示,该方法付出的代价是降低
了有限抽象控制策略存在的可能性.

总的来说,如表2所示,第4节的方法可以确保有限
抽象的易构性并保证控制系统在构造的控制器下严

格地满足原规范,为此付出的代价是降低了有限抽象
控制策略存在的可能性;第3节方法不会降低有限抽
象的易构性及有限抽象控制策略存在的可能性,但牺
牲了控制系统控制器的精确性; T--P方法既不会降低
有限抽象控制策略存在的可能性,也可以保证控制器
的准确性,但所需的有限抽象较难构造.总之,这3种
不同方法是对如下3种因素做出不同权衡提出的:
1)控制器的精准性, 2)有限抽象的易构性, 3)获得有
限抽象控制策略的可能性. 这3种方法各有优缺点,适

用于不同的场合.给定控制系统,如果与之互模拟的
有限抽象容易构造,则T--P方法可以兼顾上述3种因
素,是最适用的方法. 当与给定控制系统互模拟的有
限抽象很难构造时,为了确保形式化设计的可行性,
需要降低有限抽象的构造难度,可选择本文的方法.
此时,具体选择何种方法依赖于实际需求对控制器精
确性的要求,即,如果实际需求对控制器精确性要求
很高,则首先尝试使用第4节的方法为宜.
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