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摘要:将磁控忆阻器耦合于LC振荡电路中,得到了一种新的忆阻混沌电路. 随后通过理论上的动力学分析、数值
仿真、电路实验等验证了该电路的混沌特性. 为了实现电路的混沌控制,设计了一种新型模拟时滞控制器. 利用该
控制器将混沌电路状态变量加以延时并反馈至原电路中. 数值仿真和电路实验结果均表明,所设计的时滞控制器
可实现混沌电路的镇定控制.进一步研究时滞控制下电路的分岔行为,发现时滞控制下的电路又可通过倍周期分岔
进入超混沌.
关键词: 混沌电路;忆阻器;混沌控制;时滞电路;电路实验
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LC oscillation of memristor chaotic circuit and
its time-delay feedback control
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Abstract: In this work, a new kind of memristor chaotic circuit is developed when the flux-controlled memristor is
coupled to the LC oscillator. The chaotic characteristics of the circuit can be verified by the dynamic analysis, numerical
simulations and circuit experiments. Furthermore, in order to control the proposed chaotic circuit, a new type of analog
time-delay feedback control circuit is designed. The controller is used to realize the time delay in the state variables of the
chaotic circuit, and feedback the resultant state variables to the original circuit. The results from the numerical simulation
and the circuit experiment show that the proposed time-delay feedback controller can realize the stabilization control for
the chaotic circuit. Finally, the bifurcation behavior of the circuit under the time-delay control is studied; results show that
this circuit exhibits hyper chaos from double periodicity bifurcation with time-delay control.
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1 引引引言言言(Introduction)
2008年5月惠普实验室研究小组采用纳米技术实

现了具有“记忆”特性的电阻[1],从而证实了Chua
等[2–3]提出的忆阻器概念和相关理论.近年来利用忆
阻器作为非线性元件去设计混沌电路成为研究热点,
各种基于忆阻器的混沌系统得到了研究人员的密切

关注[4–10]. 2008年, Itoh和Chua[4]采用惠普实验室的

Williams忆阻器模型替换蔡氏电阻实现了第1个忆阻
器混沌电路. Muthuswamy等人[5]采用分段线性模型

的忆阻器实现标准及类蔡氏混沌电路. Bao等对忆阻
混沌电路进行了深入的研究,利用光滑模型的磁控忆
阻器实现了一系列新的蔡氏忆阻混沌电路[6–9]. 分析

上述忆阻器混沌电路可以看出,现有的忆阻混沌电路
均是在蔡氏电路的基础上进行设计的,将不同类型的
忆阻器模型替换蔡氏电阻后进行相应改进而得到,因
此从本质上来讲电路结构仍为忆阻型蔡氏电路. 为此
本文首先利用LC振荡器与磁控忆阻器设计了一种新
型忆阻混沌电路,并通过一系列理论分析与电路实验
等验证了电路的混沌特性,本文的研究对丰富忆阻混
沌电路设计具有一定的意义.

混沌电路设计往往伴随着混沌控制,一个新的混
沌系统只有在其具有良好的控制方案时,才能在工程
领域很好的发挥其应用价值.自从1990年Ott, Grebogi
和Yorke 3位科学家提出OGY混沌控制方法以来[11],
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混沌控制便开始成为研究对象.其中K.Pyragas[12]最

先提出混沌电路的时滞反馈控制方法,随后众多学者
从理论和实验两方面对此方法分别进行研究.在理论
研究方面,汪小帆等首先提出了连续系统的时滞反
馈混沌控制方法[13]. Sun[14]与Guan等[15–16]探讨了一

类时滞混沌系统的控制器设计问题. Chen等基于
Lyapunov稳定性理论研究了时滞反馈的可镇定性问
题,为时滞控制提供理论指导[17]. 上述研究从理论上
详细分析了时滞反馈控制的基本思想、控制器设计和

稳定性分析等. 相对于理论研究,目前时滞混沌控制
在实现方面研究却相对较少. 汪晓帆等[18]在实验中通

过采用增加小幅时滞电压的方法,研究了蔡氏电路中
的时滞反馈控制. 2009年,蒋式勤等[19]利用传统模拟

时滞电路,从实验中观察时滞Lorenz系统的复杂混沌
特性. 2013年,包伯成等[20]将传统模拟时滞电路应用

于文氏桥混沌振荡电路中,成功实现了该混沌电路的
镇定控制.

为了更好在实践中应用时滞反馈控制,本文重点
关注时滞反馈控制方法在混沌电路中的具体应用和

实验研究,为此设计一种新型模拟时滞反馈控制电路,
并将其应用于所设计的混沌电路中. 仿真结果表明时
滞控制下的系统不但能成功实现系统的稳定控制,且
随参数改变时具有更复杂的动力学行为.最后通过实
验验证理论分析的正确性.

2 LC振振振荡荡荡型型型忆忆忆阻阻阻混混混沌沌沌电电电路路路(LC oscillation of
memristor chaotic circuit)

2.1 电电电路路路描描描述述述(Circuit description)
所提出的电路如图1所示,其由LC振荡器(虚线框

所示回路N)和忆阻器M两部分组成.

图 1 本文提出的忆阻器混沌电路

Fig. 1 The memristor chaotic circuit proposed in this paper

其中: LC振荡器为混沌电路提供能量的同时产生
周期振荡,忆阻器M作为非线性元件将使电路中的电

压或电流产生渐变,从而使电路从周期振荡进入混沌
振荡. 在该电路中,忆阻器的类型为三次光滑磁控忆
阻器,其磁通φ和电荷q之间的关系可以表述为

q(φ) = aφ + bφ3. (1)

由此可得,忆阻器的忆导值W与磁通φ的函数关系式

W (φ) =
dq(φ)
dφ

= a + 3bφ2, (2)

则忆阻器的端电压vM和电流iM之间的关系满足

iM = W (φ)vM = (a + 3bφ2)vM. (3)

结合图1分析该电路的工作原理,首先分别定义流
过各元件(电阻R,电容C1,电容C2,忆阻器M )的电流
依次为iR, iC1, iC2, iM,其参考方向如图1相应箭头标
识,下面将分析各元件的电流关系.由伏安定律可求
得流过电阻R的电流为

iR = (vA − vB)/R = (0− (v1 + v2))/R, (4)

其中: vA, vB分别表示节点A, B的电压, v1和v2分别表

示为电容C1和C2两端的电压.根据基尔霍夫电流定
律求解B, D两节点的电流,可得iC2, iC1的电流方程为

iC2 = iR − iL, (5)

iC1 = iC2 + iL − iM = iR − iM. (6)

综合式(3)–(6)可以得到以电容C1, C2的电压v1,
v2,流过电感L的电流iL和忆阻器的内部状态控制变

量φ为状态变量的系统方程



dv1

dt
=

1
C1

[(−v1 − v2)/R−W (φ)v1],

dv2

dt
=

1
C2

[(−v1 − v2)/R− iL],

diL
dt

=
1
L

v2,

dφ

dt
= v1.

(7)

在式(7)中分别选择电路参数L = 35 mH, C1 =
12 nF, C2 = 135 nF, a = −0.7×10−3, b = 0.3×10−3.
并设置初始条件(0.01, 0, 0, 0),系统(7)产生双涡卷混
沌吸引子在相平面上的投影如图2所示. 利用Jacobian
方法计算系统的Lyapunov指数得: L1 = 0.163, L2 =
0, L3 = −0.075, L4 = −4.891, Lyapunov维数DL =
3.018. 由系统(7)的相轨图、Lyapunov指数和维数,可
以判断该系统是混沌振荡的.
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图 2 典型混沌吸引子
Fig. 2 Typical chaotic attractors

由式(7)可以看出,由于忆阻器的忆导值W (φ)受
忆阻器内部控制变量φ控制,当采用忆阻器为非线性
器件实现混沌电路时,系统会引入一个新的状态变
量φ,从而可以产生更加丰富的动力学行为.从电路结
构上来说,该电路采用LC振荡器作为核心器件,相比
传统蔡氏忆阻电路具有一定的创新性,可为忆阻器混
沌电路设计提供新思路.

2.2 混混混沌沌沌电电电路路路分分分岔岔岔(Chaotic circuit bifurcation)
为了研究电路参数对系统的影响,选择对电路调

控作用最明显的电容C1为可变参数,结合分岔图和相
图对本文提出的混沌电路进行动力学分析.当C1增加

时,系统状态变量V1的分岔图如图3所示. 当C1 <

11 nF时,对应的分岔图为一条直线,表明此时系统处
于周期态. 当11 nF 6 C1 615.6 nF时,从分岔图中可
看出系统为失稳突然进入混沌的,即为Hopf分岔[21]

形式. 当C1 > 15.6 nF时,从图中可明显看出系统是

经过反倍周期逆分岔退出混沌的. 图4的相图给出了
随参数C1变化时,系统由Hopf分岔进入混沌态,再经
反倍周期分岔退出混沌的全过程.

(a) Hopf分岔图

(b) 反倍周期分岔图

图 3 系统随参数C1变化的分岔图
Fig. 3 System bifurcation diagrams vary with parameter C1

(a) C1 = 10 nF(周期1) (b) C1 = 12 nF(双涡卷) (c) C1 = 15 nF(单涡卷)

(d) C1 = 15.8 nF(周期2) (e) C1 = 16 nF(周期1) (f) C1 = 19 nF(稳态)

图 4 随参数C1变化的典型φ− iL相图

Fig. 4 Typical φ− iL phase diagrams vary with parameter C1
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3 时时时滞滞滞反反反馈馈馈控控控制制制(Time-delay feedback control)
为了实现所提混沌电路的稳定控制,设计一种

通用的模拟时滞反馈控制电路. 时滞反馈控制思想
是将电路的状态变量直接延迟一定时间后去作用于

原电路,以改变原电路的动力学特性.

3.1 时时时滞滞滞反反反馈馈馈控控控制制制电电电路路路设设设计计计(Circuit design of
time-delay feedback control)

本文所设计的时滞反馈混沌控制电路如图5所
示,采用电流反馈运算放大器作为核心元件.其中:
vin为输入电压信号,而延时反馈输出既可以为电压
输出vout,也可以是电流输出iout.

图 5 本文所设计的时滞反馈控制器

Fig. 5 Time-delay feedback controller designed in this paper

若要输出延时反馈电压,则电流输出端接地. 分
析电流反馈运算器A1和A2的端口特性,可得电路
的状态方程为

CT
dvT

dt
=

vin − vT

RT
, (8)

vout = 2vT − vin, (9)

其中vT为时滞电路的内部状态变量. 结合式(8)和
式(9)利用拉普拉斯变换,可得时滞电路的状态方程
为

F (s) =
vout(s)
vin(s)

=
1−RTCTs

1 + RTCTs
=

1− τs +
τ2s2

2
− τ3s3

4
· · · . (10)

其中延迟时间τ = 2RTCT,因此延迟时间因可以通
过改变电阻RT和电容CT进行调整.

若要输出延时反馈电流,则电压输出端接地. 可
得运放A2的侧端电流输出为

iout = −2vT − vin

2Rb
= − 1

2Rb
vout, (11)

其中2Rb为反馈强度系数.

相比传统模拟时滞电路[19–20],图5电路采用具
有高频特性的电流传输器作为核心元件,因此可处
理高频信号的时滞延迟输出.另外由于所设计的时
滞反馈控制电路可同时输出延时电压和电流信号,
将更符合实际应用需求.

3.2 MATLAB仿仿仿 真真真 结结结 果果果 (MATLAB simulation

results)

时滞反馈控制下的LC混沌振荡电路如图6所示,

其中虚线框内为本文所设计的具有电流反馈输出的

时滞控制电路. 由图6可知,时滞反馈控制器的输入

为电容C1, C2上的电压v1, v2之和,延迟一段时间延

后输出反馈电流iout,再反馈到电容C1和忆阻器

M并联的结点上.

图 6 含时滞反馈控制器的混沌电路

Fig. 6 Chaotic circuit containing time-delay feedback

controller

结合式(8)–(9)和式(7),可得图6电路的状态方程

为 



dv1

dt
= [(−v1 − v2)/R− iM − (2vT−

v1 − v2)/2Rb]/C1,

dv2

dt
=

1
C2

[(−v1 − v2)/R− iL],

diL
dt

=
1
L

v2,

dφ

dt
= v1,

dvT

dt
= 2(v1 + v2 − vT)/τ.

(12)

选择延迟时间τ =3×10−4,反馈强度系数Rb =
10 k,混沌电路的相关参数保持不变.采用4阶龙格

库算塔法,可得加入时滞反馈控制后系统的时序和

运行轨迹在相平面上的投影如图7所示. 为了对比

图7(a)给出了相应的混沌时序图. 从图7可以看出,

加入时滞反馈控制后系统的运行状态由混沌态被镇

定为单周期态. 此结果表明,通过调整式(12)中参数

τ和Rb,时滞反馈控制可以成功实现混沌电路的镇

定控制.
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(a) 控制前时序 (b) 控制后时序 (c) 控制后相图

图 7 时滞反馈控制下MATLAB仿真结果

Fig. 7 MATLAB simulation results under time-delay feedback control

4 控控控制制制情情情况况况下下下电电电路路路的的的分分分岔岔岔(Circuit bifurcation
under time-delay feedback control)
为了研究时滞反馈控制下系统的分岔行为,在

式(12)系统中,选择电容C1为可变参数,当C1增加

时,系统状态变量v1的分岔图如图8所示,相应的电
路参数C1所对应的动力学区域列于表1中.

表 1 参数C1区间所对应的动力学行为

Table 1 System dynamic behavior correspond with
parameters C1

参数C1范围 动力学状态

10.0 nF < C1 < 10.7 nF 周期1

10.7 nF < C1 < 12.8 nF 周期1

12.8 nF < C1 < 15.9 nF 周期2

15.9 nF < C1 < 16.2 nF 倍周期分岔

16.2 nF < C1 < 17.4 nF 混沌、超混沌

17.4 nF < C1 < 18.2 nF 周期窗

18.2 nF < C1 < 20.1 nF 瞬态混沌、稳态周期

20.1 nF < C1 < 22.6 nF 周期2

C1 > 22.6 nF 稳态

图 8 系统随参数C1变化的分岔图

Fig. 8 System bifurcation diagram vary with parameter C1

从图8中可以看出在10 nF < C1 < 15.9 nF大范
围内系统始终处于周期态,相应区间段的周期相图
如图9(a)–(c)所示. 对比图3分岔结果可发现时滞反
馈下的系统周期态范围明显增大,且调节系统参数
可得到不同的周期信号.在15.9 nF < C1 < 16.4 nF
区间段,时滞控制下系统历经倍周期分岔进入混沌
和超混沌,相应的混沌相图如图9(d)–(f)所示. 此结
果表明时滞反馈控制方法,在某些特殊参数下可实
现系统反混沌控制,且能产生具有更复杂特性的超
混沌吸引子.

(a) C1 = 10 nF(周期1) (b) C1 = 12 nF(周期1) (c) C1 = 14 nF(周期2)
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(d) C1 =16 nF(周期4) (e) C1 =16.5 nF(混沌) (f) C1 =17 nF(超混沌)

图 9 系统随参数C1变化的典型φ− iL相图

Fig. 9 Typical φ− iLphase portraits vary with parameter C1

5 电电电路路路实实实验验验(Circuit experiment)
5.1 混混混沌沌沌电电电路路路实实实验验验(Experiment of chaotic circuit)
混沌电路实验整体制作图如图10所示,其中虚

线框内为忆阻器模拟电路,具体实现方法可见文
献[10]. 在电路实验中,理想运放采用AD711,电源
电压为±15 V.选择忆阻器模拟电路参数R1 = 8 kΩ,
C3 = 55 nF, R2 = 36 kΩ, R3 = 3 kΩ, R4 = 1.6 kΩ,
R5 = R6 = 2 kΩ. 选择电路参数C2 = 168 nF, L =
36mH, R = 5.5 kΩ为固定参数. 选择C1为可变参

数,当C1分别取18 nF和20 nF时,电路分别产生双涡
卷和单涡卷混沌吸引子. 当C1分别取22 nF和24 nF
时,电路可分别产生二周期和单周期相图. 从Instek
双踪示波器上得到的各类相图如图11所示,图中纵
坐标为流过电感的电流iL,通过电流探头测得,横坐
标为理想运放U2输出电压即为磁通φ. 通过与图4
中MATLAB仿真结果对比,可知电路实验结果与
MATLAB仿真结果基本一致,从而证明提出的混沌
电路是正确的.

图 10 Pspice整体仿真电路图

Fig. 10 Pspice simulation circuit diagram

                

(a) C1 = 18 nF(双涡卷) (b) C1 = 20 nF(单涡卷)
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(c) C1 = 22 nF(周期2) (d) C1 = 24 nF(周期1)
图 11 混沌电路实验结果

Fig. 11 Experiment results of chaotic circuit

5.2 时时时滞滞滞反反反馈馈馈控控控制制制实实实验验验研研研究究究(Experiment research
of time-delay feedback control)

为了在电路中验证混沌控制的有效性,对图6电
路进行了相应的实验制作,其中时滞电路中的电流
反馈运算放大器采用AD844. 对照图6所示电路,选
择时滞反馈控制器的电路实验参数如下:

RT = 10 kΩ, CT = 100 nF, Ra = Rb = 10 kΩ.

从示波器上观察到的控制后时序与相图如图

12(b)–(c)所示,同样为了对比给出相应的控制前混
沌时序如图 12(a)所示. 此实验结果与图 7所示
MATLAB仿真结果一致,验证了时滞反馈控制的有
效性.

       

(a) 控制前时序图(t− φ) (b) 控制后时序图(t− φ) (c) 控制后相图(φ− iL)

图 12 时滞反馈控制实验结果

Fig. 12 Experiment results under time-delay feedback control

6 总总总结结结(Conclusions)
本文采用LC振荡器和磁控忆阻器设计了一种新

的混沌电路. 数值仿真结果表明随控制参数改变,
系统产生双涡卷、单涡卷、周期态等不同相轨道. 为
了验证电路的正确性,对提出的忆阻混沌电路进行
了实验研究.从示波器上观察到的实验结果与数值
仿真相吻合,从而验证了电路的正确性,所设计的
混沌电路将在保密通信、微弱信号检测和电子测量

等领域具有潜在的应用价值.

为了实现电路的混沌控制,设计了一种可同时
输出电压和电流信号的模拟时滞控制器,并将其应
用于所设计的混沌电路中. 数值仿真与电路实验结
果均表明该控制电路可实现所提混沌电路的稳定控

制.另外,时滞控制下的系统在适当参数范围内,可
通过倍周期分岔进入超混沌,产生一种与原混沌电
路不同拓扑结构的超混沌吸引子. 本文所提模拟时

滞控制电路结构简单,易于实现,且可适应于高频
信号,将为忆阻型混沌电路的稳定控制及反混沌控
制提供借鉴,具有重要的工程应用价值.
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