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摘要:高品质反馈系统中,对象的模型不确定性给最优控制设计带来许多困难.本文针对车载“动中通”天线伺
服系统,研究了一种内模扩展的线性二次调节器(LQR)最优控制设计方法. 根据卡尔曼等式和小增益定理,给出了
系统的鲁棒稳定性对控制器设计参数的约束条件,以及鲁棒稳定裕量与二次最优性能指标参数的定量关系.最后通
过MATLAB仿真和实际系统实验,验证了控制器的有效性.
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Robust stability constraints on linear quadratic optimal control
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Abstract: Plant uncertainties make it difficult to design optimal linear quadratic regulator (LQR) feedback controllers.
The key issue is that for LQR optimal control design problem, there is no effective way to select proper weighting pa-
rameters in the cost function to guarantee the robust stability of the systems. This work investigates the internal model
extended LQR optimal control design for the servo system in a communications on the move (COTM) system. Based on
the Kalman’s equality and the small gain theorem, the robust stability constraints on the weighting parameters in the cost
function are elaborated and the quantitative relationship between the robust stability margin and the weighting parameters
in the cost function are derived. Finally, the effectiveness of the results in this work is validated by MATLAB simulations
and experimental results.
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1 引引引言言言(Introduction)
最优二次型控制广泛应用于各个领域,如导弹和

飞船的制导、天线的位置控制、船舶的自动驾驶、数

控车床、硬盘驱动伺服系统等. 这类系统通常需要具
有优良的伺服品质和干扰抑制性能,同时还要具有较
好的鲁棒稳定性. 然而在实际工程中,伺服系统的伺
服品质和鲁棒稳定性是很难兼顾的,其主要原因是伺
服系统普遍存在高频不确定性,而高频不确定性不仅
会阻碍系统伺服带宽的提高,影响系统的快速性,甚
至会破坏系统的稳定性,这一问题是最优控制设计中
被长期关注的问题.文献[1–2]介绍了伺服系统反馈控
制设计的常用方法和共性问题;文献[3]研究了反馈系
统的性能极限问题;文献[4–5]详细地分析了天线伺服
系统和硬盘伺服系统,阐述了满足跟踪、干扰抑制和
鲁棒稳定性的伺服系统分析与设计方法;文献[6]介绍

了各种型号的“动中通”天线,以及相应的伺服控制
系统;文献[7]根据机理建模建立了移动卫星天线的数
学模型,设计了一种基于自适应鲁棒控制的伺服控制
系统;文献[8]针对船载卫星天线伺服系统,设计了一
种H∞控制器;文献[9]针对两轴天线设计了PID伺服
控制器. 已有文献中大部分伺服系统的控制器设计仍
然采用简单的PI控制,而使用线性二次调节器(linear
quadratic regulator, LQR)设计控制器的文献,对控制
器设计参数的选取缺乏明确的分析,如系统的鲁棒稳
定性对控制器参数设计的约束.
本文针对车载卫星通信的“动中通 (communica-

tions on the move, COTM)”伺服系统,研究了一种先
进的LQR控制器设计方法,以提高天线伺服系统的伺
服品质,并定量描述了鲁棒稳定裕量与二次最优性能
指标参数的关系,提出了使系统鲁棒稳定的控制器参
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数选取方法.

本文结构安排如下: 第2部分描述车载动中通伺服
系统模型并提出文章要解决的问题;第3部分介绍了
内模扩展的LQR最优控制的速度环控制器设计方法;
第4部分分析了控制器设计参数与系统开环传递函数
之间的代数关系,定量描述了鲁棒稳定裕量与二次最
优性能指标参数的关系;第5部分通过MATLAB仿真
验证结论的正确性,同时给出了在实际系统上的实验
结果,验证控制器的有效性.

2 模模模型型型描描描述述述(Model description)
车载“动中通”卫星天线具有水平方位角和俯仰

角两个自由度,每个自由度分别由一套直流电动机伺
服系统驱动,通常这两套伺服系统被看作相互独立的
系统,每个系统的控制器可独立进行设计.方位伺服
系统由速度环和位置环组成,其中速度环主要由电机
和传动装置组成,通常速度环的控制在动中通伺服系
统控制中占据着主导地位. 本文只针对车载动中通方

位伺服系统的速度环进行控制器设计,系统速度环结
构如图1所示.

图 1 速度环结构图

Fig. 1 The structure diagram of speed loop

图1中: r表示给定速度信号, y表示速度输出, e表

示系统的伺服误差, d表示扰动, Kc表示速度环的控

制器, u表示控制信号, P表示包含电机和传动装置的

被控对象.

本文根据对象的伪随机响应,得到了其频率响应,
运用基于Hankel矩阵的系统辨识算法[10],获得了伺服
系统的一个5阶的标称模型P̄ ,其传递函数为

P̄ (s) =
30.1238(s2 + 7.812s + 11960)(s2 − 284.5s + 41200)

(s + 130.2)(s2 + 34.23s + 10050)(s2 + 13.06s + 12680)
.

绘制实测模型与辨识模型的幅频特性曲线如图

2所示.

图 2 实测模型与辨识模型的幅频特性对比
Fig. 2 The frequency response of measurement model and

identification model

由图2可知, 5阶辨识模型同实测模型在低频段
吻合度较好,高频部分走势相同.但实测模型高频
有较大的波动,这是由于系统中存在很强的高频不
确定性. 若利用5阶模型设计状态反馈控制器,将得
到一个高阶控制器,这给实际工程应用带来困难.
为了得到一个简单可用的控制器,本文将5阶标称
模型P̄降阶为2阶标称模型P :

P (s) =
−92.53(s− 97.35)

s2 + 34.23s + 10050
. (1)

2阶模型P保留了系统的谐振频率,其幅频特性如
图2中点划线所示. 这样实际系统可表示为

P̃ (s) = P (s) + W (s)∆, ‖∆‖∞ 6 1, (2)

其中: P̃ (s)表示实际系统模型, ∆表示任意无穷模

不大于1的传递函数, W (s)表示系统的不确定性模
型,包含了模型辨识过程中的高频近似以及模型降
阶带来的误差. 为了方便确定系统的不确定性模型
W (s),绘制实测系统幅频响应的近似上包络线,如
图2中点线所示,其传递函数为

P̃u(s) =
−200(s− 45.04)

s2 + 17.11s + 10050
.

设此时∆ = 1,则可以确定系统不确定性模型为

W (s) =
−107.47s(s2 + 48.97s + 8615)

(s2 + 34.23s + 10050)(s2 + 17.11s + 10050)
.

根据对象的2阶标称模型(1),可得到对象状态空
间表达式:

{
ẋP = APxP + BPu,

y = CPxP,
(3)

其中: (AP, BP, CP)为系统矩阵, xP = [x1 x2 ]T为
系统的状态. 下面将利用2阶模型进行LQR最优控
制器设计.

由于单纯的状态反馈控制器通常无法渐近跟踪

阶跃信号,为了实现渐近跟踪,本文采用内模扩展的
LQR控制器,其结构如图3所示.

其中: x3为内模扩展状态, K = [KP K3 ]为状
态反馈增益阵, u为控制器输出信号.则扩展系统的
状态空间表达式可写为
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


[
ẋP

ẋ3

]
=

[
AP 0
−CP 0

][
xP

x3

]
+

[
BP

0

]
u +

[
0
1

]
r,

y = [CP 0]

[
xP

x3

]
,

u = [KP K3 ]

[
xP

x3

]
.

(4)

图 3 内模系统结构框图

Fig. 3 The structure diagram of internal model system

引引引理理理 1[11] 如果(AP, BP)是可控的,传递函数
P (s) = CP(sI −AP)−1BP在s = 0处没有零点,则
通过选取合适的状态反馈[KP K3 ],可以任意的配
置矩阵AP所有的特征根.

由系统的传递函数式(1)可知,系统在s = 0处没
有零点,故由引理1可知,可以设计合适的状态反馈
[KP K3 ],任意配置系统的极点.

为简单起见,本文把扩展状态方程(4)写成如下
形式: 




ẋ = Ax + Bu,

y = Cx,

u = Kx,

(5)

其中x = [xP x3]T.

若状态反馈控制器u = Kx稳定该系统,当给定
输入信号为r,记输出y,控制信号u和状态x的稳态

值分别为yss,r, uss,r和xss,r. 由于上述系统是一型系
统,本文可得yss,r =r. 进一步,记ỹ=y−yss,r, ũ= u

− uss,r和x̃ = x− xss,r. 状态方程(5)可变换成如下
形式(详细推导可参考文献[12]):




˙̃x = Ax̃ + Bũ,

ỹ = Cx̃,

ũ = Kx̃.

(6)

针对这一跟踪问题,取z如下:

z =

[
ỹ

x̃3

]
=

[
CP 0
0 1

][
x̃P

x̃3

]
, (7)

其中ỹ和x̃3分别为跟踪误差和累计跟踪误差与期望

值的偏差.

进一步,运用LQR方法设计控制器. 选取二次性
能指标如下:

JLQR =
w∞

0
(zT(t)

[
I 0
0 γ2

]
z(t)+ρ2‖ũ(t)‖2)dt, (8)

其中: ρ > 0为控制信号的约束参数, γ为累计跟踪

误差的约束参数.

众所周知,针对二次性能指标JLQR和标称模型

的最优控制器设计问题可通过求解一个代数Riccati
方程来完成. 但是,若JLQR中的参数ρ和γ选择不当,
所得控制器可能无法用于实际系统.其根本原因是
所得标称闭环系统的鲁棒稳定性太差,不能克服系
统不确定性带来的影响.

本文研究的核心问题是: 运用小增益定理,找出
鲁棒稳定性对设计参数γ, ρ的约束,在此基础上给
出选取这些参数适当准则.

3 内内内模模模扩扩扩展展展的的的LQR最最最优优优控控控制制制器器器设设设计计计方方方法法法
(LQR-internal-model optimal control )
线性二次型调节器(LQR)方法为现代控制理论

的重要组成部分,已经广泛应用于伺服系统的控制
器设计之中. 本节将具体讨论内模扩展的LQR最优
控制器设计步骤并给出二次性能指标JLQR的参数

ρ和γ与状态反馈增益阵K的关系.

根据式(7),性能指标(8)可以写成一般形式如下:

JLQR =
w∞

0
(x̃T(t)Qx̃(t) + ũT(t)Rũ(t))dt,

(9)

其中: Q =

[
CT

P CP 0
0 γ2

]
, R = ρ2.

引引引理理理 2 [12] 若(A,B)可镇定, (A,Q
1
2 )可检测,

以下代数Riccati方程有镇定解X > 0:

ATX + XA + Q−XBR−1BTX = 0, (10)

并存在最优控制器: u(t) = Kx(t), t ∈ [0,∞),使
得性能指标式(9)最小,其中

K = −R−1BTX. (11)

定定定理理理 1 对于形如式(4)所示的内模扩展系统,
最优状态反馈阵K的元素K3满足

K2
3 = γ2ρ−2. (12)

证证证 由引理2可知,对于上述系统,假设存在对
称矩阵X满足Riccati方程(10),使得性能指标式(9)
最小,此时的状态反馈增益如式(11). 把Riccati方程
(10)的解X写成如下形式:

X =

[
X11 X12

XT
12 X22

]
, (13)

其中: X11为2× 2维的对称矩阵, X22为标量, X12为

2× 1维的矩阵. 将式(13)和式(3)中的系统矩阵以及
Q和R代入代数Riccati方程(10)可得
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[

AT
PX11+X11AP−CT

P XT
12−X12CP+CT

P CP−X11BPBT
PX11ρ

−2 AT
PX12−CPX22−X11BPBT

PX12ρ
−2

XT
12AP−X22CP−XT

12BPBT
PX11ρ

−2 γ2−XT
12BPBT

PX12ρ
−2

]
=0,

(14)
式(14)中各分块矩阵等于零,得到

γ2 −XT
12BPBT

PX12ρ
−2 = 0, (15)

又K = −R−1BTX ,则

KTK =

[
X11BPBT

PX11ρ
−4 X11BPBT

PX12ρ
−4

XT
12BPBT

PX11ρ
−4 XT

12BPBT
PX12ρ

−4

]
,

(16)

即得

K2
3 = XT

12BPBT
PX12ρ

−4, (17)

由式(15)和式(17)得到K2
3 = γ2ρ−2. 证毕.

注注注 1 定理1给出了最优状态反馈阵K的元素K3与控

制器设计参数的关系,它只与控制器设计参数有关,而与被控

对象的形式(AP, BP, CP)无关.笔者注意到K3实际上就是系

统的开环增益.由定理1可知,系统的开环增益随着控制器参

数γ的增大而增大,随着ρ的增大而减小. 过大的开环增益会

使得系统的稳定性减弱,因此在控制器参数选取时, ρ的选取

不能太小, γ的选取不能太大,从而得到大小合适的开环增益,

使得系统具有一定的稳定裕量.

4 鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳定定定性性性约约约束束束(Constraints of controller
parameters for the robust stability)
本节讨论系统的鲁棒稳定性约束条件,首先考

虑图3所示系统,将系统在控制信号接入处断开得
到开环系统,由式(5)可知,系统从控制信号输入端
到控制器输出端的开环传递函数为

L(s) = K(sI −A)−1B. (18)

依据式(8)给出的性能指标JLQR,定义系统等效的

目标输出v =

[
CP 0
0 γ

][
xP

x3

]
. 系统从控制信号输入

端,到目标输出v的传递函数为

Puv(s) = Cv(sI −A)−1B, (19)

其中Cv =

[
CP 0
0 γ

]
,上述两个传递函数的关系由引

理3给出.

引引引理理理 3 (Kalman’s equality)[13] 若对象可镇定、

可检测,基于LQR准则式(9)的代数Riccati方程(10)
有可镇定解X > 0,传递函数(18)–(19)满足以下等
式:

(1 + L(−s))R(1 + L(s)) =

R + PT
uv(−s)Puv(s). (20)

依据引理3,本文进一步分析系统的鲁棒稳定性
约束. 考虑第2节中给出的系统降阶模型和不确定

性表达式(2). 不考虑扰动输入,在图3的基础上绘制
系统闭环带不确定性框图如图4所示.

图 4 系统闭环带不确定性结构框图
Fig. 4 The structure diagram of closed-loop system with

uncertainty

其中a, b为系统不确定性模型W∆的左右端点

处信号.将系统不确定性模型W∆左右两端断开,
考虑输入为b,输出为a的传递函数状态空间方程如

下: 



ẋ = Ax + Bu + Bbb,

a = Kx,

u = Kx,

(21)

其传递函数为

Pba = K(sI −A + BK)−1Bb, (22)

其中Bb = [0 0 − 1]T,计算得

Pba = − K3

s(1 + L(s))
, (23)

则系统可化为如图5形式.

图 5 等效结构框图

Fig. 5 The equivalent structure diagram

引引引理理理 4 (小增益定理)[14]对于具有不确定性模

型P̃ (s) = P (s) + W (s)∆, ‖∆‖∞ 6 1的被控对象,
控制器Kc能满足鲁棒稳定性的充分必要条件是

‖PbaW‖∞ < 1. (24)

定定定理理理 2 对于具有不确定性模型P̃ (s)=P (s)+
W (s)∆, ‖∆‖∞ 6 1的系统,为保证系统的鲁棒稳
定性,其内模扩展LQR最优状态反馈控制器参数ρ,

γ需满足

sup
ω

γ2|W (jω)|2
ρ2ω2 + (ω2 + γ2)|P (jω)|2 < 1. (25)

证证证 引理3中Puv(s)可表示为
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Puv(s) =

[
1
−γ

s

]
P (s). (26)

进而,令s = jω将R = ρ2和式(26)代入式(20),由系
统模的定义可得

|1 + L(jω)|2 = 1 +
(ω2 + γ2)|P (jω)|2

ω2ρ2
. (27)

为保证系统的鲁棒稳定性,由引理4中的结论,把式
(23)(27)代入式(24)可得

sup
ω

ρ2K2
3 |W (jω)|2

ρ2ω2 + (ω2 + γ2)|P (jω)|2 < 1. (28)

运用定理1,式(28)可化为式(25). 证毕.

定定定义义义 1 系统鲁棒稳定裕量为

Aw =
1

sup
ω

γ2|W (jω)|2
ρ2ω2 + (ω2 + γ2)|P (jω)|2

. (29)

显然Aw越大,对象不确定性允许变化的范围越
宽. 若不确定性的H∞范数小于等于1则系统的鲁棒

稳定条件为
1

Aw
< 1.

注注注 2 定理2给出了系统的鲁棒稳定性对控制器设计

参数的约束条件.在低频段处,系统不确定性很小, |W (jω)|2
值很小(趋于零)而|P (jω)|2 值趋于一个常数,系统鲁棒稳定

裕量大于1;在高频段处,系统不确定性变大, |W (jω)|2值变
大,容易使系统鲁棒稳定裕量小于1. 由定理2可知,在设计控

制器时不能为了追求系统响应的快速性,而一味的增大控制

器参数γ,或者减小控制器参数ρ,应该充分考虑到系统的高

频不确定性,选取适当的控制器参数,使得系统保有一定的鲁

棒稳定裕量,否则很容易使得系统不稳定.

5 仿仿仿真真真实实实验验验(Simulation experiment)
本节根据第2节中得到系统不确定性模型,验证

定理2的正确性,并给出实际系统方波信号跟踪响
应图,验证控制器算法的先进性.
分别取控制器参数: γ = [1 10 20 30 40 50 60

70 80 90], ρ = [0.0306 0.1 1 2.236 4.472],绘制鲁
棒稳定裕量变化如图6所示.

图 6 控制器参数与Aw的关系图

Fig. 6 The diagram of controller parameters and Aw

由图6可知,随着Aw值的减小,系统的鲁棒稳定
性减弱,当Aw < 1时,系统不是鲁棒稳定的. 固定参
数ρ不变,则鲁棒稳定裕量Aw随着参数γ的增大而

减小;固定参数γ不变,则鲁棒稳定裕量Aw随着参

数ρ的增大而增大,当ρ取值很小时,鲁棒稳定裕量
Aw变化不明显.
分别取控制器设计参数: ρ = 0.1, γ = 30; ρ =

0.0306, γ = 45,绘制标称系统阶跃响应和取∆ = 1
时引入不确定性系统的阶跃响应如图7和8所示.
当控制器设计参数取ρ = 0.1, γ = 30时,鲁棒

稳定裕量Aw = 4.2373 > 1,由图7可知,不确定性
的引入使系统性能变差,但系统依然是稳定的;当
控制器设计参数取ρ = 0.0306, γ = 45时,鲁棒稳定
裕量Aw = 0.9643 < 1,由图8可知,不确定性的引
入使系统不稳定了. 由此验证了定理2的正确性.

图 7 ρ = 0.1, γ = 30时阶跃响应对比

Fig. 7 Comparison of the step response when ρ = 0.1, γ = 30

图 8 ρ = 0.0306, γ = 45时阶跃响应对比

Fig. 8 Comparison of the step response when

ρ = 0.0306, γ = 45

固定控制器设计参数ρ = 0.1,分别取γ = [1 10
30 40 60 90],计算标称系统性能指标和对应的Aw

值,并计算∆ = 1时引入不确定性系统的时域性能
指标绘制表1.
由表1可知,当固定ρ = 0.1时,随着γ的增加,标

称系统的稳定裕量减小,截止频率增加,调节时间
变短,超调量为0,同时开环增益K3增加;引入不确
定性系统的调节时间先减小后增加,超调量明显增
加直至不稳定;系统鲁棒稳定裕量Aw值减小,系统
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鲁棒稳定性能变差,当γ增加到一定程度时(γ >45),
Aw值小于1,系统不是鲁棒稳定的.
取不同控制器设计参数,使Aw值接近于1,计算

标称系统性能指标,并计算∆ = 1时引入不确定性
系统的时域性能指标绘制表2.
由表2可知,在保证系统的鲁棒稳定性的前提下,

减小ρ的取值,并取适当的γ,标称系统的截止频率
增加,调节时间减小,系统的快速性增强,当ρ的取

值足够小时,对系统性能的影响不大,但是却大大
增加了开环增益K3,在实际控制中会带来稳定性隐
患;引入不确定性后,当减小ρ的取值时,系统的超
调量和调节时间都会增加,系统稳定性变差.
综上,由表1和表2可知,在控制实际系统时(即

存在不确定性),不能为了追求系统响应的快速性,
而任意减小控制器参数ρ或者增大控制器参数γ的

取值,否则将会导致系统不稳定.

表 1 γ取不同值时系统性能指标
Table 1 System performances under different γ

ρ = 0.1 γ = 1 γ = 10 γ = 30 γ = 40 γ = 60 γ = 90

相角裕量/(◦) 88.8 80.8 72 69.6 66.6 64.2

幅值裕量/dB 39.2 20.7 13.8 12.4 10.7 9.3

标称系统 截止频率/(rad · s−1) 0.973 8.2 18.4 21.8 27 32.1

调节时间/s 3.96 0.412 0.151 0.119 0.088 0.069

最大超调量 0 0 0 0 0 0

调节时间/s 3.96 0.412 0.565 1.98 不稳定 不稳定

引入不确定性系统 最大超调量 0 0 10κ 22% 不稳定 不稳定

鲁棒稳定裕量Aw 100 16.67 2 1.1778 0.6135 0.3606

开环增益K3 10 100 300 400 600 900

表 2 Aw接近于1时系统性能指标
Table 2 The system performance when Aw close to 1

ρ, γ 4.472, 68 3.162, 57 2.236, 51 1, 45 0.1, 44 0.0306, 44

相角裕量/(◦) 80.2 78.7 76.6 71.4 68.8 69

幅值裕量/dB 10.7 10.5 10.4 10.5 11.9 12.3
标称系统

截止频率/(rad · s−1) 11.2 12.6 14.3 18.6 23 23.4

调节时间/s 0.309 0.27 0.227 0.154 0.11 0.109

最大超调量 0 0 0 0 0 0

调节时间/s 0.54 0.54 0.6 0.85 5.3 9.4

引入不确定性系统 最大超调量 5κ 7κ 8κ 15κ 28κ 30κ
鲁棒稳定裕量Aw 1.0102 1.0154 1.0072 1.0205 1.0012 1.007

开环增益K3 15.4 18.3 22.8 45 450 1423

对于一个实际的天线控制系统,采用基于内模
扩展的LQR状态反馈控制器与经典的PI控制器进行
对比实验,得到系统的速度环方波响应如图9所示.

图 9 方波响应对比
Fig. 9 Comparison of the square wave response

其中: 输入均为幅值为±5的方波信号, LQR控
制器参数分别取ρ = 0.0306, γ = 37, PI控制器参数
为P = 0.6, I = 0.1. 由图9中可以明显看出,采用基
于内模原理的LQR控制器相比PI控制器而言超调减
小,振荡减弱,伺服系统可以有效跟踪系统给定信
号.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文针对车载动中通伺服系统研究了LQR最优

控制问题,讨论了内模扩展的LQR最优状态反馈控
制器设计步骤,基于Kalman’s equality引理和小增
益定理,给出了开环增益与控制器设计参数的关系,
以及系统的鲁棒稳定性对控制器设计参数的约束条

件,定量描述了鲁棒稳定裕量与二次最优性能指标
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参数的关系.最后通过仿真,验证了定理的正确性,
并通过现场试验,验证了控制器的有效性.
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