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摘要:针对非线性连续系统难以跟踪时变轨迹的问题,本文首先通过系统变换引入新的状态变量从而将非线性
系统的最优跟踪问题转化为一般非线性时不变系统的最优控制问题,并基于近似动态规划算法(ADP)获得近似最
优值函数与最优控制策略.为有效地实现该算法,本文利用评价网与执行网来估计值函数及相应的控制策略,并且
在线更新二者. 为了消除神经网络近似过程中产生的误差,本文在设计控制器时增加一个鲁棒项;并且通过Lyapu-
nov稳定性定理来证明本文提出的控制策略可保证系统跟踪误差渐近收敛到零,同时也验证在较小的误差范围内,
该控制策略能够接近于最优控制策略.最后给出两个时变跟踪轨迹实例来证明该方法的可行性与有效性.
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Robust approximate optimal tracking control of
time-varying trajectory for nonlinear affine systems

QU Qiu-xia, LUO Yan-hong†, ZHANG Hua-guang
(School of Information Science and Engineering, Northeastern University, Shenyang Liaoning 110819, China)

Abstract: For continuous time nonlinear systems, it is difficult to track their time-varying trajectory. To deal with this
problem, we use a system transformation to introduce a new state variable for converting the optimal tracking problem of
nonlinear systems into optimal control problem of general nonlinear time-invariant systems. For this system, we obtain the
approximate optimal value function and the approximate optimal control policy based on approximate dynamic program-
ming (ADP). Then, we use the critic network and the actor network to estimate the value function and the corresponding
control strategy, and update both of them online. Besides, a robust control term is added to the controller to eliminate the
residual errors generated in the process of neural network approximation. By using the Lyapunov stability theorem, we
prove that the proposed control strategy can guarantee the tracking error to converge asymptotically to zero, and the control
strategy is close to the optimal control strategy when the error is in a small bound. Finally, simulations of two time-varying
trajectory tracking examples show the feasibility and effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
许多实际控制系统,比如航空、轮船、机械传动及

工业生产过程等,都对最优跟踪控制器的设计有很大
需求. 专家学者近几十年来提出的方案大都是将求解
最优跟踪问题转化为求解最优控制问题[1–7]. 多年来
的研究成果表明,近似动态规划方法(approximate dy-
namic programming, ADP)是有效解决最优控制问题
的方法之一[8–10],其基本思想就是在ADP算法中使用
神经网络作为逼近器来近似动态规划方程中的性能

指标函数和控制策略,从而获得最优性能指标函数和
最优控制[11–12].

针对无限时域内连续系统的跟踪问题,跟踪误差
以及性能指标函数一般都是关于状态和时间的函数,
文献[3, 13]都是通过构造近似值函数解决连续系统的
跟踪问题,但文中值函数以及控制器都是关于跟踪误
差在无限时域内的时变函数,而用神经网络作为逼近
器只能近似紧集上的函数[14]. 到目前为止,还没有足
够的条件说明如何仅将跟踪误差作为输入就能近似
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无限时域内的时变值函数和控制器.

对于离散系统的跟踪问题, Dierks基于ADP方法
直接求解无限时间最优跟踪问题[6],但文中参考输入
依赖于系统状态,在实际应用中有很大局限性. Wei[7]

等将原系统的跟踪问题转化为最优调节问题,利用贪
婪迭代算法 (HDP)得到了跟踪问题的最优解. 然而,
这些成果或者缺少相应的稳定性分析,或者只能保证
跟踪误差和相关参数的一致最终有界.

与其他关于非线性连续系统跟踪控制器的设计相

比,本文将跟踪误差以及参考输入同时作为状态变量,
提出了一个新的非线性连续系统的跟踪控制器设计

方法,并需要求解相应的HJB方程. 之前该方程的解,
即值函数是关于跟踪误差的时变函数(从本文的仿真
部分也可得到此结论),是不能用神经网络作为逼近器
来近似求解的. 本文的创新就是在原HJB方程中加入
值函数对参考输入的偏微分,使得值函数转变为关于
新构造系统状态变量的函数,而不显含时间t,故可用
神经网络对其近似,从而可将时变最优跟踪问题转变
为时不变最优调节问题,然后运用策略迭代算法求解
最优调节问题.此外,本文给出了该算法的稳定性分
析证明. 为了保证跟踪误差渐近收敛到零,本文在控
制器上添加鲁棒项,通过Lyapunov稳定性分析可证明
该鲁棒近似最优控制器可使跟踪误差渐近收敛到零,
且使该鲁棒近似控制器与最优控制器存在非常小的

误差范围[15]. 特别在稳定性分析中,本文通过值函数
两种等价形式的相互替换,既证明了新的值函数是
Lyapunov备选函数,同时又证明了算法的稳定性. 在
算法的实现上,通过选用相互独立的两组基函数来设
计评价网与执行网,降低了两个逼近器相互耦合可能
产生的训练复杂度,然后在线同步更新评价网与执行
网来得到近似最优值函数与近似最优控制策略.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下形式的非线性连续仿射系统:

ẋ = f(x) + g(x)u, (1)

其中: x ∈ χ ⊂ Rn为系统的状态变量, u ⊂ Rm, f : χ

→ Rn, g : χ→ Rn×m均满足局部李普希茨 (Lips-
chitz)连续条件,且f(0) = 0. 本文目的是跟踪有界连
续可微信号xd : R+ → χ. 定义跟踪误差为e ∆

= x−
xd,则系统的跟踪误差动态方程为

ė = f(x) + g(x)u− ẋd. (2)

在以往研究中,如文献[3],针对跟踪系统(2)的性
能指标函数定义为

V (e)
∆
=

w ∞

t
r(e(s), µ(e(s)))ds, (3)

其中: r((e), µ(e)) = eT Qe+ µT(e)Rµ(e)作为效用

函数, Q与R都是对称正定常数矩阵. 由于跟踪信

号xd是一个时变轨迹,从跟踪误差方程(2)可知误差e
是包含xd的,故误差e与值函数V (e)也是时变的,而
在无穷时域内的时变值函数是无法由神经网络逼近

器来近似的,因此本文的主要研究内容是如何引入新
的状态变量来将时变值函数转变为时不变值函数,并
用近似动态规划算法来得到非线性系统的最优控制

器. 为便于设计最优跟踪控制器,现做以下假设:

假假假设设设 1 存在局部李普希茨函数hd : χ→ Rn使
得ẋd = hd(xd),并且hd(0) = 0 .

假假假设设设 2 函数f , g, hd有界,且g列满秩,即存在
正常数bf , bg及bh使得∥f∥6bf , ∥g∥6bg, ∥hd∥6bh.

以上假设并不是特殊的苛刻要求,而是便于控制
器设计的合理性假设,在关于最优跟踪控制器设计的
参考文献中均有提到[13–14, 16].

令g+
∆
=(gTg)−1gT, g+有界并且局部李普希茨;

g+g = Im×m,其中Im×m ∈ Rm×m是单位方阵. 关于
参考输入的稳态控制策略ud : χ→ Rm可表示为

ud(xd) = g+(xd)(hd(xd)− f(xd)). (4)

本文引入新的状态变量 η ∈ χ× χ ⊂ R2n, η ∆
=

[eT xd
T]T,根据式(2)和假设1可得新变量的状态微分

方程为

η̇ = F (η) +G(η)µ, (5)

式中: F : χ× χ→ R2n, G : χ× χ→ R2n×m,以及
控制µ ∈ Rm满足:

F
∆
=

[
f(e+ xd)− hd(xd) + g(e+ xd)ud(xd)

hd(xd)

]
,

G
∆
=

[
g(e+ xd)

0n×m

]
,

0n×m ∈ Rn×m是零矩阵. µ = u− ud. 显然, F (η)也
是局部李普希茨的,且F (0) = 0.

本文的最优控制问题是找到一个容许控制策略[10]

使下面值函数V最小:

V (η, µ)
∆
=

w ∞

t
r(η(s), µ(s))ds, (6)

其中r : χ× χ→ R+作为效用函数,定义为

r(η) = ηTQ̄η + µT(η)Rµ(η), (7)

R ∈ Rm×m是正定对称常数矩阵. Q̄ ∈ R2n×2n,

Q̄
∆
=

[
Q 0n×n

0n×n 0n×n

]
,

其中: Q ∈ Rn×n是对称正定常数矩阵,最小特征值为
λmin{Q}, 0n×n ∈ Rn×n是零矩阵.

系统(5)与系统(2)相比,显然系统(5)不再显含时
间t,从而将求解时变值函数(3)的跟踪问题转变为求
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解时不变值函数(6)的最优调节问题.接下来本文采用
策略迭代算法来求解最优值函数.

3 近近近似似似最最最优优优跟跟跟踪踪踪控控控制制制器器器设设设计计计(Approximate
optimal tracking controller design)
定义哈密尔顿函数如下:

H(η, µ, Vη) = r(η, µ) + Vη
T(F (η) +G(η)µ), (8)

式中Vη =
∂V (η)

∂η
.

最小值函数V ∗(η)定义如下:

V ∗(η) = min
µ∈ψ

w ∞

t
r(η(s), µ(η(s)))ds, (9)

式中ψ为容许控制集合.那么,若存在最优控制策略
µ∗,则V ∗(η)满足如下HJB方程:

H(η, µ∗, V ∗
η )=r(η, µ

∗)+V ∗
η

T(F +Gµ∗)=0, (10)

式中V ∗
η =

∂V ∗(η)

∂η
. 针对动态系统(5)和效用函数(7),

求解
∂H(η, µ∗, V ∗

η )

∂η
= 0可得最优控制策略

µ∗ = −1

2
R−1GTV ∗

η . (11)

但由于HJB方程(10)关于V ∗
η的求解是十分困难的,

本文将通过引入评价网与执行网的设计去得到该方

程的近似解,即本文需要的近似最优控制器.

3.1 评评评价价价网网网设设设计计计(Critic network design)
在紧集χ上,值函数V ∗可以用如下神经网络表示:

V ∗(η) =WT
1 ϕ1(η) + ε1(η), (12)

其中: 理想权值矩阵W1 ∈ RN ,连续可微激活函数
ϕ1 : χ× χ→ RN ,函数重构误差ε1 : χ× χ→ R.

值函数关于系统(5)的微分方程为

V ∗
η = ∇ϕT

1W1 +∇ε1, (13)

式中: ∇ϕ1
∆
=
∂ϕ1

∂η
, ∇ε1

∆
=
∂ε1
∂η

.

Ŵ1作为W1的神经网络逼近值,那么值函数的逼
近值为

V̂ (η) = ŴT
1 ϕ1(η). (14)

哈密尔顿函数的逼近值可表示为

Ĥ(η, µ, Ŵ1) =

ŴT
1 ∇ϕ1(F +Gµ) + ηTQ̄η + µTRµ = eH. (15)

对任意给定容许控制µ,选择Ŵ1使得残差的平方

E1(Ŵ1)最小,其中E1(Ŵ1) =
1
2
eTHeH.

对评价网的权值更新采用如下梯度下降算法:
˙̂
W1 = −a1σ1(σ

T
1 Ŵ1 + ηTQ̄η + µTRµ), (16)

式中: a1 > 0为评价网的自适应增益, σ = ∇ϕ1(F+

Gµ), σ1 = σ/(σTσ + 1). 由σ1定义可知∥σ1∥ 6 σ1M,

σ1M是正常数.

定义权值估计误差为W̃1 =W1 − Ŵ1. 对于固定
的控制策略µ,哈密尔顿函数选为

H(η, µ,W1) =

WT
1 ∇ϕ1(F +Gµ) + ηTQ̄η + µTRµ = εH, (17)

式中: εH为神经网络逼近过程产生的残差, εH =

−∇ε1(F +Gµ),由此值函数的权值逼近误差:
˙̃W1 = −a1σ1(σ

T
1 W̃1 + εH). (18)

3.2 执执执行行行网网网设设设计计计(Actor network design)

控制策略µ由神经网络逼近为

µ =WT
2 ϕ2(η) + ε2(η), (19)

其中: 理想权值矩阵W2 ∈ RN ,执行网激活函数
ϕ2 : χ×χ→ RN ,神经网络逼近误差ε2 : χ×χ→R.

Ŵ2作为W2的神经网络逼近值,则控制策略的逼
近值

µ̂ = ŴT
2 ϕ2(η). (20)

反馈误差信号为

eµ = ŴT
2 ϕ2(η) +

1

2
R−1GT∇ϕT

1 Ŵ1. (21)

接下来的设计是要使得此误差的平方最小,即

E2(Ŵ2) =
1

2
eTµeµ. (22)

执行网权值的更新仍采用梯度下降算法:
˙̂
W2 = −a2ϕ2(Ŵ

T
2 ϕ2 +

1

2
R−1GT∇ϕT

1 Ŵ1), (23)

式中执行网的自适应增益a2 > 0. 定义执行网的权值
逼近误差为W̃2 =W2 − Ŵ2,由于控制策略(19)使无
限时间的性能指标函数(12)最小,由式(11)可得

ŴT
2 ϕ2 + ε2 +

1

2
R−1GT(∇ϕT

1 Ŵ1 +∇ε1) = 0,

(24)

那么,由式(23)–(24)可得控制策略的权值逼近误差:

˙̃W2 = −a2ϕ2(W̃
T
2 ϕ2 +

1

2
R−1GT∇ϕT

1 W̃1 + ε′)T,

(25)

其中ε′ = ε2 +
1

2
R−1GT∇ε1.

为了保证提供足够的状态值来训练评价网和执行

网,需要在训练过程中提供持续性激励,例如本文在
控制输入中加入一系列不同频率的正弦波信号.

3.3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
前面部分已经通过引入新的状态变量η将最优跟

踪控制系统(2)转变为时不变最优控制系统(5),从而
能够通过评价网与执行网的设计求得最优值函数与

最优控制策略.在稳定性分析中,我们需要用到值函
数用于证明接下来的定理1. 由式(7)可知, Q̄是半正定
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函数,因此不能直接说该值函数可作为Lyapunov候选
函数. 但是对于值函数来说,由于有两种相互等价的
表现形式,即V ∗(η, µ)与V ∗(e, t). 前者本文用于最优
控制策略的求解，而后者本文用来证明此值函数是

关于跟踪误差的正定且下降的函数,即Lyapunov候选
函数. 下面利用两个引理可证明之.

引引引理理理 1[16] 设D ⊆ Rn是包含原点的定义域, ξ :
D×R+ ⊆ R+是正定函数,若任给有界变量x, ξ(x, t)
都关于时间t一致有界,那么x→ ξ(x, t)在时间t上一

致连续,且函数ξ在集合D上是下降的.

引引引理理理 2[16] Ba为包含原点,半径为a ∈ R+的封

闭球域,最优值函数V ∗ : χ× R+ → R满足下列性质:

V ∗(e, t) > ν1(∥e∥), (26a)

V ∗(0, t) = 0, ∀t ∈ R+, (26b)

V ∗(e, t) 6 ν2(∥e∥). (26c)

其中: ∀t ∈ R+, ∀e ∈ Ba, υ1 : [0, a] → R+和υ2 : [0,

a] → R+,都属于κ类函数,且Ba ∈ χ.

引理1与引理2的证明在文[16]可看到,此处不再
详细介绍.

由神经网络逼近器的一般特性，本文得到以下假

设条件:

假假假设设设 3 1) 评价网与执行网的权值矩阵分别满
足∥W1∥ 6W1M, ∥W2∥6W2M,激活函数分别满足
∥ϕ1∥ 6 ϕ1M, ∥ϕ2∥ 6 ϕ2M, 且W1M, W2M, ϕ1M, ϕ2M

是正常数.

2) 权值逼近误差及误差的导数满足∥ε1∥ 6 ε1M,
∥∇ε1∥ 6 ε1dM, ∥ε2∥ 6 ε2M,此外, HJB方程的残差满
足∥εH∥ 6 εHM, ε1M, ε1dM, ε2M, εHM都是正常数.

注注注 1 由式(12)–(13)可知,通过选择合适的基函数与

神经元个数,值函数及其导数可被一致逼近.同时当神经元个

数N → 0时,逼近器误差ε1 → 0,及其导数∇ε1 → 0[17]. 此

外,对于给定的神经元个数N ,逼近器误差ε1,及其导数∇ε1

在紧集上均有界[18]. 例如sigmoids函数, tanh函数以及其他

常规神经网络激活函数[14].

本文利用以上引理与假设条件来证明以下定理并

分析算法的稳定性.

定定定理理理 1 对于系统(5),给定控制策略(20),评价
网和执行网的权值更新律分别为式(16)和(23). 若由
执行网的初始权值能得到初始容许控制,那么在如下
不等式条件下,跟踪误差e以及评价网与执行网的权
值估计误差W̃1和W̃2能达到一致最终有界(UUB).此
外,性能指标函数V̂收敛到最优性能指标函数V ∗的

εV邻域内,控制输入µ̂收敛到最优控制输入µ∗的εµ
邻域内,即当t→ ∞时,

∥V̂ − V ∗∥ 6 εV, ∥µ̂− µ∗∥ 6 εµ.

其中a1, a2, Q, R满足

a1 <
2σ2

1m

σ2
1M

− 1

4a2σ2
1M

b2gϕdM∥R−1∥2, (27a)

a2 < 1 +
ϕ2
2m

ϕ2
2M

, (27b)

λmin(Q) > 2 + 4b2g, (27c)

λmin(R) > 1. (27d)

证证证 选取如下Lyapunov函数:

L(t) =
1

2
tr{W̃T

1 a1
−1W̃1}+

1

2
tr{W̃T

2 a2
−1W̃2}+

eTe+ V ∗(e, t). (28)

沿着系统(5)对Lyapunov函数(28)进行微分得

L̇(t) = tr{W̃T
1 a1

−1 ˙̃W 1}+ tr{W̃T
2 a2

−1 ˙̃W 2}+
2eTė+ V ∗

η
T(F +Gµ∗). (29)

通过反复运用2ab 6 a2 + b2,本文可得到如下不等式
成立. 其中:

tr{W̃T
1 a1

−1 ˙̃W 1}+ tr{W̃T
2 a2

−1 ˙̃W 2} =

− 1

a1
tr{a1W̃T

1 σ1(σ1
TW̃1 + εH)} −

1

a2
tr{a2W̃T

2 ϕ2(W̃
T
2 ϕ2 +

1

2
R−1GT∇ϕT

1 W̃1 + ε′)T} 6

−(σ2
1m − a1

2
σ2
1M − 1

8a2
b2gϕdM∥R−1∥2)∥W̃1∥2 −

(ϕ2
2m − a2ϕ

2
2M)∥W̃2∥2 +

1

2a1
ε2HM +

1

a2
ε′2M,

(30)

2eTė+ V ∗
η

T(F +Gµ∗) =

2eT[f + gud − hd + g(µ∗ − ε2 − W̃T
2 ϕ2)] +

(−eTQe− µ∗TRµ∗) 6
−(−2− 4b2g + λmin(Q))∥e∥2 + b2f + ∥ud∥2 + b2h +

ε22M + ϕ2
2MW̃

2
2 − (−1 + λmin(R))∥µ∗∥2.

(31)

由式(28)–(31)可得

L̇(t) 6 −(σ2
1m − 1

8a2
b2gϕdM∥R−1∥2 −

a1
2
σ2
1M)∥W̃1∥2 − (ϕ2

2m − a2ϕ
2
2M +

ϕ2
2M)∥W̃2∥2 − (−1 + λmin(R))∥µ∗∥2 −

(−2− 4b2g + λmin(Q))∥e∥2 + bM,

(32)

其中

bM =
1

2a1
ε2HM +

1

a2
ε′2M + b2f + ∥ud∥2 + b2h + ε22M.
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选择满足不等式(27a)–(27d)的a1, a2, Q, R,那么,当

∥e∥ >
√

bM
−2− 4b2g + λmin(Q)

∆
= le, (33)

或者

∥W̃1∥ >√√√√√ bM

σ2
1m−

a1
2
σ2
1M− 1

8a2
b2gϕdM∥R−1∥2

∆
= lW̃1

, (34)

或者

∥W̃2∥ >

√
bM

ϕ2
2m − a2ϕ2

2M + ϕ2
2M

∆
= lW̃2

(35)

成立,则L̇(t) < 0. 根据Lyapunov理论可知跟踪误差e
以及权值估计误差 W̃1和 W̃2是一致最终有界的

(UUB).

接下来本文证明当 t→ ∞时, ∥V ∗ − V̂ ∥ 6 εV,
∥µ∗ − µ̂∥ 6 εµ.

由于

V ∗ − V̂ = W̃T
1 ϕ1(η) + ε1(η), (36)

µ∗ − µ̂ = W̃T
2 ϕ2(η) + ε2(η). (37)

由式(34)–(35)可得,当t→ ∞时, ∥W̃1∥ 6 lW̃1
, ∥W̃2∥

6 lW̃2
. 那么,结合假设3可得

∥V ∗ − V̂ ∥ 6 ∥W̃T
1 ϕ1(η)∥+ ∥ε1(η)∥ 6 εV, (38)

∥µ∗ − µ̂∥ 6 ∥W̃T
2 ϕ2(η)∥+ ∥ε2(η)∥ 6 εµ, (39)

其中: εV = lW̃1
ϕ1M + ε1M, εµ = lW̃2

ϕ2M + ε2M.

证毕.

4 鲁鲁鲁棒棒棒最最最优优优跟跟跟踪踪踪控控控制制制器器器设设设计计计(Robust approxi-
mate optimal tracking controller design)
为了消除神经网络逼近过程中产生的误差 εV

和εµ(以及他们的微分)对系统的影响,本文构造了此
鲁棒项:

µr =
Kre

eTe+ β
, (40)

式中β > 0, Kr ∈ R+满足

Kr >
bM(e

Te+ β)

2∥g∥eTe
. (41)

系统(5)的控制输入变为

µad = µ̂− µr. (42)

定定定理理理 2 对于系统(5),给定控制(40),评价网和
执行网的权值更新律分别为式(16)和式(23). 假设执
行网的初始权值能得到初始容许控制,那么跟踪误
差e以及权值估计误差W̃1和W̃2最终渐近收敛. 此外,
控制输入µad收敛到最优控制输入µ

∗的δµ邻域内,即
当t→ ∞时, ∥µad − µ∗∥ 6 δµ.

证证证 选择Lyapunov函数(28),利用条件(40)–(41),
沿着系统(5)对其进行微分可得

L̇(t) = − 1

a1
tr{a1W̃T

1 σ1(σ1
TW̃1 + εH)} −

1

a2
tr{a2W̃T

2 ϕ2(W̃
T
2 ϕ2 +

1

2
R−1GT∇ϕT

1 W̃1 + ε′)T}+

2eT[f + gud − hd + g(µ∗ − ε2 − W̃T
2 ϕ2 −

µr)] + (−eTQe− µ∗TRµ∗) 6

−(σ2
1m − 1

8a2
b2gϕdM∥R−1∥2 −

a1
2
σ2
1M)∥W̃1∥2 − (ϕ2

2m − a2ϕ
2
2M +

ϕ2
2M)∥W̃2∥2 − (−1 + λmin(R))∥µ∗∥2 −

(−2− 4b2g + λmin(Q))∥e∥2. (43)

选择与定理l相同条件的a1, a2, Q, R,显然L̇(t) < 0.
由Barbalat引理,当t→ ∞时,式(28)与(43)可保证跟
踪误差e以及权值估计误差W̃1和W̃2渐近收敛到零.
下面证明当t→ ∞时, ∥µ∗ − µad∥ 6 δµ. 从式(19)与
式(42)可得

µ∗ − µad = µr + W̃T
2 ϕ2(η) + ε2(η). (44)

由式(40)知,当t→ ∞时, e→ 0, µr → 0. 式(44)的上
界为

∥µ∗ − µad∥ 6 δµ, (45)

式中δµ = ε2M. 证毕.

式(39)与式(45)相比,显然加上鲁棒项将使得控制
输入的逼近性能更佳.

5 仿仿仿真真真(Simulation)
为了证明本算法的有效性,以及鲁棒控制的优越

性,本部分给出了非线性系统跟踪两种不同时变轨迹
的仿真结果.

例例例 1 首先考虑如下非线性仿射系统跟踪正余弦

时变轨迹的情况.

ẋ1 = −x1 + x2,

ẋ2 = −0.5x1 − 0.5x2(1− (cos(2x1) + 2)2) +

(cos(2x1) + 2)u. (46)

参考输入为xd(t) = [sin t sin t+ cos t]T.

通过

hd = [−xd1 + xd2 − 2xd1 + xd2]
T,

f = [−x1 + x2 − 0.5(x1 + x2) +

0.5x2(cos(2x1 + 2))
2
]T,

g=[0 cos(2x1+2)]T, g+d =[0 (cos(2xd1+2))
−1
]T,

可将该最优跟踪问题转化为时不变系统(4)的最优调
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节问题.根据本文的算法选取性能指标函数(8)中
Q = diag{15, 15}, R = diag{3, 3}.

选择评价网的基函数为

ϕ1 = [η21 η22 η21η
2
2 η21η

2
3 η21η

2
4 η22η

2
3 η22η

2
4]

T.

选择执行网基函数为

ϕ2 =

[2η2 2η21η2 2η2η
2
3 2η2η

2
4]

T cos(2(η1 + η2) + 2).

选择控制增益 a1 = 0.8, a2 = 0.5,鲁棒项参数Kr =

[30, 30], a = 1.5. 此外,评价网与执行网的初始权值
分别选择:

W1 = [−5.85 − 3.98 − 0.58

− 10.39 1.89 − 6.10 − 5.48]T,

W2 = [−5.45 − 3.29 − 1.40 − 6.30]T.

为了保证持续性激励条件,同样在前1100 s添加
噪声信号.执行程序后,从图1可看出当噪声信号去掉
以后,跟踪误差将收敛到0. 评价网权值与执行网权值
的收敛曲线分别见图2和图3. 评价网和执行网权值最
终分别收敛到

Ŵ1 = [1.83 5.03 11.05 − 2.06 3.02 1.49 0.45]T,

Ŵ2 = [−0.77 − 2.59 − 0.22 − 0.04]T.

本文注意到与执行网、评价网的基函数中带有期

望轨迹η3, η4元素一一对应的权值元素都不是0,那么
这就说明最终值函数与最优控制策略都是与期望轨

迹相关的,即都是关于跟踪误差的时变函数.

由于理想权值都是未知的,本文无法将仿真结果
同其进行比较从而得出算法的精确性. 但是,为比较
最终的跟踪效果,本文选择在同样初始状态下,分别
用设计的鲁棒最优控制器和初始容许控制器来得到

跟踪误差曲线.从图4可以看出,与初始容许控制器相
比,鲁棒最优控制器实现的跟踪效果更好一些,它使
跟踪误差以更快的收敛速度在更短的时间内收敛到0,
从而体现了本方法的有效性与优越性.

图 1 跟踪误差曲线图

Fig. 1 Error trajectories for the nonlinear system

图 2 评价网权值收敛曲线图

Fig. 2 Convergence of critic NN weights

图 3 执行网权值收敛曲线图

Fig. 3 Convergence of action NN weights

图 4 初始容许控制与鲁棒近似最优控制的比较图
Fig. 4 Comparison result between initial admissible controller

and robust approximate optimal controller

例例例 2 本文选用上述非线性仿射系统来跟踪一组

渐进收敛的指数时变轨迹.

参考输入为xd(t) = [2−tt+ 0.5 2−t + 0.5]T.则
有f , g与例1相同, hd=[− ln 2(xd1 − 0.5)+xd2 − 0.5

− ln 2(xd2 − 0.5)]T, g+d = [0 (cos(2xd1 + 2))
−1
]T.

可将该最优跟踪问题转化为时不变系统(4)的最优
调节问题.根据本文的算法,本文选取同例1相同的性
能指标函数Q, R,评价网的基函数ϕ1,执行网基函
数ϕ2,以及控制增益a1, a2,鲁棒项参数Kr, a. 此外,
评价网与执行网的初始权值分别选择:
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W1=[5.31 5.90 − 6.27

− 0.20 − 1.01 2.92 4.18]T,

W2 = [−4.48 3.59 − 7.62 − 0.03]T.

为了保证持续性激励条件,在前1100 s添加噪声

信号.执行程序后,从图5可看出当噪声信号去掉以
后，跟踪误差将收敛到0. 评价网权值与执行网权值
的收敛曲线分别见图6和图7. 其权值最终分别收敛
到:

Ŵ1 = [6.46 3.13 3.98

− 0.06 − 0.52 1.38 5.25]T,

Ŵ2 = [0.24 0.30 − 5.28 2.56]T.

同例1一样,与执行网、评价网的基函数中含有期
望轨迹η3, η4元素相对应的权值都不是0,也就再次验
证了值函数与最优控制策略都是关于跟踪误差的时

变函数这一结论.

图8再次说明鲁棒最优控制器与初始容许控制器
相比所具有的有效性. 此外,由于目前在神经网络控
制中基函数的选择是没有固定的规律可遵循的,所以
文中基函数的选择也是经过了大量的实验并参考了

许多文献而选择的. 这种逼近器的精确性可通过两种
方式来得到改善,其一是选择更合适的基函数,其二
就是以加大计算成本为代价,增加基函数的元素个数.

图 5 跟踪误差曲线图

Fig. 5 Error trajectories for the nonlinear system

图 6 评价网权值收敛曲线图

Fig. 6 Convergence of critic NN weights

图 7 执行网权值收敛曲线图

Fig. 7 Convergence of action NN weights

图 8 初始容许控制与鲁棒近似最优控制的比较图
Fig. 8 Comparison result between initial admissible controller

and robust approximate optimal controller

6 结结结论论论(Conclusions)
本文通过系统变换将原系统的跟踪问题转变为最

优调节问题,且将原系统的时变值函数变换为时不变
值函数,并利用近似动态规划算法中的策略迭代方法
来近似求解新的HJB方程,从而得到非线性连续系统
最优控制策略,同时引入鲁棒控制来消除近似过程中
产生的残差,又通过李雅普诺夫方法证明在该近似最
优控制器下跟踪误差渐近收敛到零,最后给出仿真实
例说明该方法的有效性与优越性. 接下来,本文希望
在参考控制未知即系统模型未知情况下,放松持续性
激励条件,来解决最优跟踪问题.
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