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摘要:随机变量导致工程问题具有不确定性. 设计者希望设计方案不仅能满足目标性能最优,而且希望目标性能
受不确定性的影响在可接受范围之内.对此,本文提出了考虑灵敏度区域的多目标鲁棒性优化方法(multi-objective
robust optimization based on sensitivity region, SR–MORO). SR–MORO可以用来解决设计变量存在不确定性时目标
鲁棒性优化设计问题.该方法假定不确定性变量属于区间变量,并不需要知道随机变量的概率分布. SR–MORO采
用非梯度优化方法,所以,它可以解决目标函数和约束条件不连续的情况. 当参数变化幅度大,超过目标函数线性
变化范围,该方法也同样适用. 最后,通过实例验证了本方法的适用性.
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Abstract: Engineering design problems are usually uncertain because of the random variables. Designers want to design
scheme to meet the goal of not only the best performance, but also want to target performance is affected by the uncertainty
within the acceptable range. To solve this problem, we propose a multi-objective robust optimization method considering
sensitivity region (multi-objective robust optimization based on sensitive region, SR–MORO). SR–MORO can be used
to solve optimization design problem involving uncertainty design variables. This method assumes that the uncertainty
variables belong to the interval variables, so it does not need to know the probability distribution of random variables. Non-
gradient optimization method is used to solve the robust optimization problem, so that the approach is applicable for cases
that have discontinuous objective and constraint functions with respect to uncontrollable parameters. When the parameters
changed much over the linear range of the objective function, the method is also applicable. Finally, the applicability is also
verified by an example.

Key words: sensitivity region; multi-objective robust; robustness index; interval variables; the worst-case

1 引引引言言言(Introduction)
工程设计问题,设计变量往往具有随机性. 这些随

机变量的存在能使得优化目标性能恶化,甚至使得优
化方案变为不可行解. 国内外学者相继提出了一些鲁
棒性设计方法以期望寻找到对目标函数敏感性低的

优化方案.这些方法主要分为两类: 确定性鲁棒优化

方法和随机性鲁棒优化方法.

确定性鲁棒优化方法是通过参数的梯度信息获得

鲁棒性优化设计结果[1–5]. 如文献[3]根据响应对不确
定性量的敏感程度使用基于Taylor展开的区间分析方
法和配点型区间分析方法评估结构响应的上界和下

界. 文献[4]基于隐含不确定性传播的鲁棒协同优化中
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通过系统级中加入全局灵敏度附加项约束保证目标

解的鲁棒性. 这种方法要求目标函数和约束条件对随
机参数可导,其中的一些方法还需要假设目标函数和
约束条件在设计点附件对于随机变量是线性关系[5].
随机方法利用参数的概率分布信息(通常是方差和均
值)解决鲁棒性设计问[6–11]. 如文献[10]针对多目标非
线性优化问题,考虑了设计变量的均值和方差对目标
函数、约束函数的影响提出了一种可靠性鲁棒性优化

设计方法. 文献[11]推导求得AUV各参数均值和方差
的可靠度灵敏度,选择灵敏度较小的参数作为确定性
变量,并对AUV全动舵进行可靠性优化设计.然而,随
机变量的真实概率分布往往难以获得,假设得到的概
率分布可能与实际相悖.

为了克服上述一缺点, Gunawan等[12–14]利用非梯

度参数灵敏度估计提出了一种确定性鲁棒多目标优

化方法,该方法可以用来解决目标函数和约束条件对
随机变量不可微的情形,同时不需要事先知道随机变
量的概率分布.然而,如果目标函数和约束条件对于
随机变量不连续,该方法通常不能获得很好的结果.

基于以上分析,本文在Gunawan方法的基础上提
出了一种基于灵敏度区域的多目标鲁棒性优化方法

(multi-objective robust optimization based on sensitivi-
ty region, SR–MORO). SR–MORO通过设计决策者定
义不确定性变量的灵敏度区域,然后,随机变量向目
标函数灵敏度区域映射获得可能性变动区域,通过可
接受变动区域与可能性变动区域面积进行比较,判断
设计方案的目标鲁棒性. 该方法可以用来解决设计变
量存在随机参数时目标函数不连续的鲁棒性优化问

题.

2 多多多目目目标标标鲁鲁鲁棒棒棒优优优化化化模模模型型型及及及 Gunawan的的的方方方法法法
(Multi-objective robust optimization model
and gunawan method)
含有随机参数的多目标优化问题的数学描述为

min
x

F (x) = [f1(x, p0), f2(x, p0), · · · , fm(x, p0)],

s.t. gj(x, p0) 6 0, j = 1, 2, · · · , J,
xlower 6 x 6 xupper. (1)

式(1)中: [f1(x, p0), f2(x, p0), · · ·, fm(x, p0)]表示
目标函数, x = [x1, x2, · · · , xN ]表示确定性设计变

量, p = [p1, p2, · · · , pG]表示随机参数. gj(x, p)表示
约束条件.

Gunawan方法[12–14]的思想是: 设计点x0处目标可

接受变动区域(acceptable objective variation region,
AOVR)(图1(a)所示)反射到随机参数p的取值空间,形
成参数敏感性区域(parameter sensitivity region, PSR)
(图1(b)所示), PSR的大小代表着随机参数不确定性变
化范围,若PSR完全包含x0处的参数变化区间,则x0

具有目标鲁棒性. Gunawan采用最坏可能参数灵敏性
区域(worst-case parameter sensitivity region, WCPSR)
来代替PSR的计算. WCPSR是PSR内的超球空间,其
半径是PSR内距离原点最近的点,如图1(b)所示.

(a) 目标可接受区域

(b) 参数敏感性区域
图 1 Gunawan的多目标鲁棒性方法

Fig. 1 Multi-objective robust method of Gunawan

图1(b)中, Rf是WCPSR的半径, RE是参数可接受

变化区域的半径. 容许区域(tolerance region)表明随
机参数不确定性变化区域. Gunawan定义目标鲁棒性
指数ηf = Rf/RE,如果ηf > 1,表明WCPSR包含随机
参数p的可接受变化区域,既表示优化解具有目标鲁
棒性. 其优化问题如式(2)和(3)所示.

min
x

F (x) = [f1(x, p0), f2(x, p0), · · · , fm(x, p0)],

s.t. gj(x, p0) 6 0, j = 1, 2, · · · , J,
ηf > 1,

xlower 6 x 6 xupper,

ηf = Rf/RE. (2)

式(2)中的Rf通过求解式(3)优化问题得到:

min
∆p

Rf(∆p) =
{
[
G∑

j=1

t|∆pj|2]1/2
}
,

s.t. max
m=1,2,··· ,m

|fm(x0, p0+∆p)−fm(x0, p0)

∆f0,m
|−1=0,

∆plower 6 ∆p 6 ∆pupper. (3)
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式(3)中∆f0,m表示第m个目标的可接受变动区

域AOVR的大小. 式(3)表明最坏可能情况下PSR内距

离原点最近的点与原点的距离.

然而, Gunawan的方法并不能解决目标函数不连

续时的多目标鲁棒性优化问题.

首先, Gunawan的方法鲁棒性优化标准要求PSR

区域包含容许区域,要求AOVR边界上的点映射到

PSR区域边界. 例如, AOVR边界上的点可能映射到

PSR区域内部.图1展示了这一现象: B点可能映射到

B1也可能映射到B2,正确的WCPSR的区域的半径应

该是原点到B1的距离,而按照式(3)则认定WCPSR

的区域的半径为原点到B2的距离. 因此, WCPSR的

区域错误的变小. 这样将会造成两个后果:解实际上

满足鲁棒性要求但被认定为不满足,鲁棒性门槛值过

于严格.这样优化结果劣于真实优化结果.

另一方面,如果函数不连续,则PSR区域则可能不

连续或者有空洞,如图2所示. 如果O1为原点,则按照

式(3)则认定WCPSR的区域的半径为原点到B2的距

离,则设计点x0具有鲁棒性. 如果原点在O2点,则按

照式(3)则认定WCPSR的区域的半径为原点到B1

的距离,则设计点x0也具有鲁棒性. 实际上,这两种情

况下设计点x0并不具有鲁棒性,因为容许区域完全在

PSR区域之外.

图 2 函数不连续时Gunawan的方法的参数敏感性区域

Fig. 2 Parameter sensitivity region of Gunawan method when

function is discontinuous

综上可得出, Gunawan的方法应用在不连续函数

优化问题上,将可能存在上述两个缺点: 优化解劣于

真实化解或优化解不具有鲁棒性. 非鲁棒性解可以通

过对设计进行方案仿真排除,但优化解劣于真实化解

的问题很难解决.

因此,本文在Gunawan方法的基础上通过对随机

参数可接受区间向目标函数灵敏性区间映射提出了

一种新的目标函数鲁棒性评价指标.

3 考考考虑虑虑灵灵灵敏敏敏度度度区区区域域域的的的多多多目目目标标标鲁鲁鲁棒棒棒性性性优优优化化化算算算

法法法 ( Multi-objective robust optimization me-
thod considering sensitivity region)

3.1 目目目标标标鲁鲁鲁棒棒棒性性性的的的评评评价价价 ( Evaluation of objective
robust)
文中的鲁棒性策略是通过将随机参数区间映射到

目标函数区间,通过定义鲁棒性指数为映射区间的最
坏可能性区域与容许区域的比值来描述鲁棒性程度.
设计者可以设定设计鲁棒性门槛值,当门槛值为1时,
表示设计点具有鲁棒性. 若想提高目标性能,可以设
置门槛值大于1,但此时并不能保证所有设计方案均
满足鲁棒性要求.

在设计点x0处随机参数p的变化对目标函数的影

响可以通过将∆p向∆f映射实现. 这个区域称之为目
标敏感性区域(objective sensitivity region, OSR).式
(4)定义了∆p向∆f映射关系.

∆fm = fm(x0, p0 +∆p)− fm(x0, p0),

∆plower 6 ∆p 6 ∆pupper.
(4)

图3展示了两个随机参数向两个目标函数映射的示意.
阴影部分面积表示目标敏感性区域OSR.应该注意
到OSR可能不连续、不对称.

图 3 随机参数向目标函数变动区域映射示意
Fig. 3 Diagram of random parameters mapping to variable

region of objective function

如果AOVR包含目标敏感性区域OSR,则设计点
具有鲁棒性;反之,则不具备. 然而,确定包含关系和
定量描述鲁棒性十分困难,为了克服这个困难,采用
最坏情况下的目标敏感性区域OSR与AOVR的比值来
描述目标函数鲁棒性指数.

为了计算目标函数鲁棒性指数,需要知道AOVR,
OSR的大小,及沿着OSR对参数变化敏感的目标函数
方向.文中用矢量距离R来描述OSR中离原点最远的
距离,如图3所示. 然而,在AOVR区间计算R是困难

的,因为不同目标函数单位不可比较. 因此,需要按照
式(5)对各目标归一化处理:
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∆fm =
fm(x0, p0 +∆p)− fm(x0, p0)

∆f0,m
,

∆plower 6 ∆p 6 ∆pupper.
(5)

在下文中为了描述方便,用∆fm表示目标函数归一化

后的值.归一化后的AOVR是一个超立方空间. 其内
切圆半径R = 1,是AOVR最坏估计.图4所示为2目标
问题标准化的AOVR.

图 4 归一化处理后的AOVR

Fig. 4 AOVR after Normalization

文中对OSR的最坏可能估计半径为Rfnew,如图5
所示. 其中,在角标上加上New以示与Gunawan的定
义区别.定义Rfnew为最坏敏度区域WCOSR的半径.
多维情况下, WCOSR将是一个超球区域.由图5所示,
定义目标函数鲁棒性指数: ηfnew = Rfnew/RI ,因
为RI = 1,所以有ηfnew = Rfnew. 当ηfnew61表明设

计方案具有目标鲁棒性.

图 5 鲁棒性标准

Fig. 5 Standard of robust

考虑到目标函数fm(x0, p0)不可导,可接受区域必
须完全覆盖目标函数可能区域,在优化时直接计算每
个设计方案处的OSR,将会带来巨大的计算成本. 为
解决这个问题,通过优化方法来计算Rfnew,优化模型
如式(6)所示,表达式中的参数均已归一化处理.

max
∆p

Rfnew(∆p) = [
M∑

m=1

|∆fm(∆p)|2]1/2,

where ∆fm (∆p) =
fm(x0, p0 +∆p)− fm(x0, p0)

∆f0,m
,

∆plower 6 ∆p 6 ∆pupper. (6)

上述优化问题中∆p是G维随机变量p的可能变化

区间, ∆fm随着∆p的变化而变化.

在归一化后的∆fm空间,上述优化问题的解即是
WCOSR的半径ηfnew. 在3.2节中将介绍如何利用
ηfnew求解式(1)获得鲁棒解.

3.2 基基基于于于灵灵灵敏敏敏度度度区区区域域域的的的多多多目目目标标标鲁鲁鲁棒棒棒性性性优优优化化化求求求解解解

(Solving of multi-objective robust optimization
con-sidering sensitivity region)

MORO问题的目标是希望求得目标最优的解的同
时,优化解满足鲁棒性要求: 即随机参数的变化使得
目标值依旧在可接受目标函数值变动区域内.本文的
方法是通过设定鲁棒性指数门槛值η0,f ,使得优化解
满足鲁棒性要求. 这样, MORO问题描述为

min
x

F (x) = [f1(x, p0), f2(x, p0), · · · , fm(x, p0)],

s.t. gj(x, p0) 6 0, j = 1, 2, · · · , J,
η0,f − ηf 6 0,

xlower 6 x 6 xupper. (7)

式(7)中, ηfnew通过优化求解式(6)得到. η0,f = 1

将保证设计具有鲁棒性. 设置η0,f < 1时,可以考虑由
于目标函数计算误差或容许区域计算误差,但这是以
牺牲目标函数为代价. 设置η0,f > 1,可以提高目标函
数的性能,但可能优化解不在容许区域内.

式(7)涉及到双层优化问题.外层优化问题是最小
化 fm(x, p),设计变量是 x,内层优化问题是最大化
Rfnew,设计变量为∆p. 图6展示了这个优化过程. 外
部优化产生 x0, x0满足约束条件 gj(x, p) 6 0,将x0

传递到内部优化,寻找Rfnew,将Rfnew反传给外部优

化问题以检验鲁棒性约束条件是否满足.

图 6 SR–MORO双层求解结构

Fig. 6 Solution structure with double layer of SR–MORO

考虑到OSR不连续可能造成内外部优化问题目标
函数不可导,内部优化问题采用GA算法,外部多目标
优化问题采用MOGA算法[15–16],约束处理方法参考
文献[17]. 应该注意,本文的目的并不是同时优化
(x, p),而是在外部优化问题给定的x0条件下,获取鲁
棒性优良的解.
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考虑上述优化问题的计算效率.若假定外层优化
问题的函数评价次数为N次,内层优化问题的函数评
价次数为M ,则总的优化问题函数评价次数为N乘以

M次.

4 算算算例例例(Example)
4.1 数数数学学学算算算例例例(Mathematics example)
数学问题的例子修改于文献[14],如式(8)所示.

min
x

f1(x) =

{
1.01x1, 0.05 < x1 < 0.1,

x1, 其他,

f2(x) = g(x)h(x),

where g(x) = 1 +
9

n− 1

n∑
i=2

xi,

h(x) = 1− (f1(x)/g(x))
2,

0 6 xi 6 1, i = 1, . . . , n, n = 3.

(8)

原优化问题是一个两目标优化问题,含有30个设
计变量,且目标函数f1相对于设计变量x1是连续函数.
为了将文中方法与Gunawan的方法进行比较,我们改
变目标函数f1使其相对于设计变量x1不连续.同时,
为了简化分析,仅使用3个设计变量.

假定设计者给定的随机变量可接受变动区域∆x

= [∆x1,∆x2,∆x3] = [0.01, 0.01, 0.01],目标函数的
可接受变动区域∆f = [∆f0,1, ∆f0,2] = [0.017, 0.1].
门槛值η0 = 1. 称直接求解式(8)的多目标优化问题为
标准多目标优化解,同样,使用Gunawan的方法和文
中提出的SR–MORO求解式(8)问题.算法采用MOGA
和GA.优化结果如图7所示.

图 7 3种方法的结果比较

Fig. 7 Result comparisons between three methods

由图7所示,对于存在不连续的目标函数情况,文
中提出的SR–MORO方法较Gunawan的方法优势明
显. SR–MORO所求得到的优化解逼近标准多目标优
化的Pareto前沿,然而, Gunawan的方法因为f1取值过

小远离标准多目标优化获得的Pareto前沿. 这说明
Gunawan的方法并不能很好的处理目标函数不连续的
优化问题.为了详细比较文中方法和Gunawan的方法,
我们在图8中将f1轴扩展.

如果将∆f0,1由0.017降低至0.016, SR–MORO方
法较Gunawan的方法优越性将更加明显,如图9所示.

图 8 两种鲁棒性方法的结果比较

Fig. 8 Result comparisons between two robust methods

图 9 [∆f0,1,∆f0,2] = [0.016, 0.1]时鲁棒性结果

Fig. 9 Robust result with [∆f0,1,∆f0,2] = [0.016, 0.1]

如果设置 ∆f = [∆f0,1,∆f0,2] = [0.014, 0.12],
Gunawan的方法将无法获得鲁棒性解,而SR–MORO
方法可以获得鲁棒性解,如图10所示.

图 10 [∆f0,1,∆f0,2] = [0.014, 0.12]时鲁棒性结果

Fig. 10 Robust result with[∆f0,1,∆f0,2] = [0.014, 0.12]

这个例子表明,当目标函数不连续时, Gunawan的
方法应用有一定的限制性,Gunawan的方法获得的
Pareto前沿与标准Pareto前沿差别较大, SR–MORO获
得了逼近标准Pareto前沿的多目标解集. 当改变目标
函数容许区域时, Gunawan的方法或者无法获得鲁棒
性解,或者获得的Pareto前沿不真实.

4.2 工工工程程程算算算例例例(Engineering example)
通过两桁架工程优化问题[18]将文中提出的SR–

MORO方法和Gunawan的方法进行比较. 两桁架工程
优化问题如式(9)所示,更详细的问题描述可参阅文
献[18].
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min
x

f1 = 103[x1(16 + x2
3)

1/2 + x2(1 + x2
3)

1/2],

f2 =
20(16 + x2

3)
1/2

103x1x3

,

s.t. g1 =
f1
100

− 1 6 0,

g2 =
f2
100

− 1 6 0,

g3 =
f3
100

− 1 6 0,

where f3 =
80(16 + x2

3)
1/2

103x1x3

,

0.0001 6 x1, x2 6 0.25, 1 6 x3 6 3.
(9)

由式(9)可以看出,该优化问题含有3个设计变
量、两个目标函数、3个约束条件.其中, 3个设计变量
都属于随机变量. 用∆x表示随机变量容许区域.设计
变量的容许区域∆x=[∆x1,∆x2,∆x3]=[0.000125,

0.000125, 0.075],目标函数的容许区域为∆f =

[∆f0,1,∆f0,2] = [1, 1]. 我们称直接求解式(9)的多目
标优化问题为标准多目标优化解,同样,本文使用
Gunawan的方法和文中性能鲁棒性方法求解式(9)问
题.算法采用MOGA和GA,优化结果如图11所示.

图 11 3种方法的结果比较

Fig. 11 Result Comparisons between three methods

图 12 两种鲁棒性方法的结果比较

Fig. 12 Result comparisons between two robust methods

由图11可以看出, Gunawan的方法和SR–MORO
方法所求的Pareto解集与标准方法获得的Pareto解集
接近.比较Gunawan的方法和SR–MORO方法结果,
如12所示,可以得出本文提出的SR–MORO方法解的
结果优于Gunawan的方法.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文提出了一种新的基于灵敏度区域的多目标鲁

棒性优化方法(SR–MORO). SR–MORO具有如下特
点:

1) SR–MORO适用于随机变量概率分布未知的情
况,只需知道随机变量变化的上下界.

2) SR–MORO可以解决目标函数和约束条件不连
续的优化问题.

3) SR–MORO适用于随机变量变化幅度大,超过
目标函数线性变化范围的不确定性优化问题.

通过一个含有不连续目标函数的多目标优化测试

算例和一个两桁架工程优化问题与Gunawan的方法
进行比较,说明了本文方法的优越性.

应该注意灵敏性区域可能不连续,甚至为任何形
状(含有空洞等),直接计算灵敏性区域很困难. SR–
MORO通过最坏可能性情况估计灵敏性区域,将求
解WCOSR转换为求解一个优化问题.带来了两方面
的问题: 1)最坏情况下的灵敏度区域来估算实际灵敏
度区域计算的结果偏于保守,可能把本来具有鲁棒性
的解认为是非鲁棒性解排除在外. 2)整个优化问题变
成一个内外双层优化问题.求解这种优化双层结构将
带来计算成本的增加. 如何降低将鲁棒性解认定为非
鲁棒性解排除在外的可能性及降低SR–MORO的计
算成本将是下一步研究的问题.
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