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摘要:本文对于一类含有未知控制方向及时滞的非线性参数化系统,设计了自适应迭代学习控制算法. 在设计控
制算法过程中采用了参数分离技术和信号置换思想来处理系统中出现的时滞项, Nussbaum增益技术解决未知控制
方向等问题.为了对系统中出现的未知时变参数和时不变参数进行估计,分别设计了差分及微分参数学习律.然后
通过构造的Lyapunov-Krasovskii复合能量函数给出了系统跟踪误差渐近收敛及闭环系统中所有信号有界的条件.
最后通过一个仿真例子说明了控制器设计的有效性.
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Learning control for nonlinear systems with unknown control direction
and unknown time-varying delay

LI Guang-yin, YANG Yang†
(School of Information Science and Technology, Yunnan Normal University, Kunming Yunnan 650092, China)

Abstract: In this work, we propose an adaptive iterative learning control algorithm for a class of nonlinearly parameter-
ized systems with unknown control direction and unknown time-varying delay. The existing unknown time-varying delay
is well resolved by using parameter separation method and signal replacement mechanism in the process of the design,
and the lack of a priori knowledge of the control direction is also dealt with by the Nussbaum-gain technique incorporated
into the control design. Moreover, both difference and differential updating laws are configured for the estimates of the
unknown time-varying parameter and the constant parameter. Then based on a constructed Lyapunov-Krasovskii compos-
ite energy function, a sufficient condition of the convergence of the system error asymptotically along the iteration axis
and the boundedness of all signals in the closed-loop system is given. A simulation example is presented to validate the
effectiveness of the proposed control method.

Key words: time-varying delay; unknown control direction; nonlinearly parameterized systems; Nussbaum-gain tech-
nique

1 引引引言言言(Introduction)
时滞广泛存在于各类工程系统当中,比如振荡器、

电网、核反应堆等. 解决时延时滞问题对于系统的稳
定性及对目标轨迹的精确跟踪具有重要意义.文献
[1–3]分别采用自适应重复学习控制以及自适应迭代
学习控制方法研究了一类含有未知非线性参数化时

变时滞系统,但是都没有考虑控制方向未知的问题.
实现系统输出对参考信号的跟踪是常见的控制目标,
但是文献[4]则提出了一种新颖的自适应迭代学习控
制方法,使得实际跟踪误差能够收敛于预先给定的期
望误差轨迹,并且在每次迭代时允许初值定位在任意
位置.文献[5]利用开闭环迭代学习控制方法来提高压

电驱动器的高频轨迹跟踪精度,文献[6]考虑了一类含
有参数和非参数不确定性的输出约束系统,并提出了
自适应迭代学习控制算法.

在航空航天,以及船舶航向等应用领域,控制方向
未知是控制系统中需要解决的另外一个重要问题.所
谓控制方向,即控制变量前面的控制增益的符号,它
决定着系统的运动方向,所以在控制器设计中具有重
大作用. 如果控制方向不同的话,即使是同样的控制
输入,也会带来控制结果的巨大差异,使得系统剧烈
震荡. Nussbaum首先针对一类简单的一阶系统解决
了控制方向未知的问题,同时提出了著名的
Nussbaum增益方法[7]. 随后Nussbaum增益技术成为
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了解决未知控制方向问题的一种常用的办法,并在自
适应控制领域得到了发展[8–10]. 文献[11]考虑了一类
含有未知控制方向的非线性参数化时滞系统,但是要
求初始误差为零,未知控制增益是常参数. 文献[12]
采用部分限幅的鲁棒自适应方法研究了一类含有未

知控制方向的非线性系统,但是没有考虑时滞以及非
线性参数化的问题.

本文采用自适应迭代学习控制方法研究了一类含

有未知控制方向的非线性参数化时滞系统,主要创新
概括如下:

1) 提出了一种处理系统中含有时滞项的非线性
参数的解决方法.

2) 解决了未知非线性参数,未知时变时滞,未知
时不变参数耦合的参数化问题.

3) 针对含有未知时变时滞的非线性系统,设计了
自适应迭代学习控制算法,采用对齐条件,放宽了初
始误差为零的限制要求.

规定: Z+表示非负整数集合; ∗̂表示对未知参
数*的估计; C[0, T ]表示定义在区间[0, T ]上的连续函

数空间;向量x(t)的L2
[0,T ]范数定义为

∥x∥L2
[0,T ]

= (
w T

0
∥x(σ)∥2dσ) 1

2 .

若 lim
i→∞

w T

0
||xi||2dσ = 0,则称xi(t)在L

2
[0,T ]范数意义

下收敛于零;若 sup
i∈Z+

w T

0
||xi||2dσ <∞,则称xi(t)在

L2
[0,T ]范数意义下有界.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑下列非线性不确定系统:{
ẋi(t) =f(xi(t−τ(t)), ϑ(t))ξ(xi)θ+b(t)ui(t),

x0(t) = ϖ(t), t ∈ [−τmax, 0],

(1)

其中: i是迭代次数; xi(t) ∈ R是可测的系统状态;
ui(t) ∈ R是系统控制输入; ϑ(t) ∈ C[0, T ]是未知连

续时变参数; θ是符号已知,值未知常参数,不失一般
性,令θ > 0; ξ(xi)是已知连续函数; τ(t) ∈ C[0, T ]是

未知时变时滞项,并且满足τ(t) < τmax , ∀t ∈ [0, T ];
τmax > 0是一个已知常数; f(·, ·)是一个未知连续可
微函数; x0(t) = ϖ(t), t ∈ [−τmax, 0]是已知连续函

数,表示系统的初始状态; b(t) ∈ C[0, T ],要求b(t) ̸=
0, b的符号决定系统的控制方向,假设未知.

给定参考信号xr
i (t) ∈ C[−τmax, T ];其中参考信

号的初始状态为xr
0(t) = o(t), t ∈ [−τmax, 0]. 定义

第i次迭代时的跟踪误差为ei = xi − xr
i ,控制目标是

找到一系列合适的控制输入ui(t),在区间[0, T ]上,当
迭代次数 i趋于无穷大时,使得系统状态跟踪误差ei
在L2

[0,T ]范数意义下渐近收敛于零,并且保证闭环系

统中的所有信号在L2
[0,T ]范数意义下有界.

为了实现以上控制目标,对系统(1)及目标轨线做
以下假设:

假假假设设设 1 未知时变时滞τ(t)满足τ̇(t) 6 η < 1,

即−1− τ̇(t)

1− η
6 −1.

假假假设设设 2 未知函数f(·, ·),关于第1个变量局部李
普希茨连续,即满足 |f(x(t), ϑ)− f(xr(t), ϑ)| 6
|x(t)− x̄r(t)|h(e(t))λ(ϑ),其中h(·), λ(·)分别是已知
和未知非负连续函数.

假假假设设设 3 ei(t)=ei−1(T+t), ∀t ∈ [−τmax, 0],即
xi(t) = xi−1(T + t), xr

i (t) = xr
i−1(T + t), i > 0

为迭代次数.

假假假设设设 4 ϑ(0) = ϑ(T ), τ(0) = τ(T ).

定定定义义义 1 ν(·)是一个光滑的Nussbaum函数,具有
以下特点[8]:

lim
s→∞

sup
1

s

w s

0
ν(k)dk = ∞,

lim
s→∞

inf
1

s

w s

0
ν(k)dk = −∞.

在本文中,选择的 Nussbaum函数为 ν(k) =

cos(
π

2
k) exp(k2).

引引引理理理 1 V (·)和k(·)是定义在区间[0, tf ]上的光

滑函数, ∀t∈ [0, tf ], V (t)>0, ν(·)是光滑的Nussbaum
类型函数, b(t)是时变参数,在一个闭区间B = [b−,

b+], 0 /∈ B内取值,如果下列不等式成立:

V (t) 6 c0 +
w t

0
(b(σ)ν(k(σ)) + 1)k̇(σ)dσ,

其中c0代表一些合适的常量,那么V (t), k(t)和w t

0
(b(σ)v(k(σ)) + 1)k̇(σ)dσ在区间[0, tf ]上有界.

证明见附录[12].

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
第i次迭代时的跟踪误差动态方程可表示如下(在

下面分析过程中,为了表示方便,在不产生歧义的情
况下将省略时间符号t):

ėi(t) = Θ(t)ξ(xi)θ + b(t)ui − ẋr
i + Λiξ(xi)θ,

(2)

其中: Λi = f(xi(t− τ(t)), ϑ)− f(xr
i (t− τ(t)), ϑ),

Θ(t) = f(xr
i (t− τ(t)), ϑ),由假设2可知Λi满足下列

不等式:

|Λi| 6 |ei(t− τ(t))| · h(ei(t− τ(t)))λ(ϑ). (3)

考虑第i次迭代时的Lyapunov-Krasovskii泛函

Vi(t) =
1

2
e2i +

1

2(1− η)

w t

t−τ(t)
e2ih

2(ei)dσ. (4)

对等式(4)两边求导,由式(2)得
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V̇i(t) = ei(t)(Θ(t)ξ(xi)θ+b(t)ui−ẋr
i+

Λiξ(xi)θ)+
1

2(1− η)
e2i (t)h

2(ei(t))−

1−τ̇(t)
2(1−η)

e2i (t−τ(t))h2(ei(t−τ(t))). (5)

利用式 (3), Yong’s不等式 x̄ · ȳ 6 1

2
(x̄2 + ȳ2),

∀(x̄, ȳ) ∈ R2,可以得到

|ei(t)ξ(xi)θΛi| 6
|ei(t)ξ(xi)θ||ei(t− τ(t))|h(ei(t− τ(t)))λ(ϑ) 6
1

2
ξ2(xi)θ

2λ2(ϑ)e2i (t) +

1

2
e2i (t− τ(t))h2(ei(t− τ(t))). (6)

将式(6)代入式(5),同时利用假设1可得

V̇i(t) 6 ei(t)(Θ(t)ξ(xi)θ + b(t)ui − ẋr
i +

ω(t)ψi) +
1

2(1− η)
e2i (t)h

2(ei(t)), (7)

其中: ω(t) = θ2λ2(ϑ), ψi =
1

2
ξ2(xi)ei(t).

构造的第i次迭代的学习控制律如下:

ui(t) = ν(ki(t))zi(t),

k̇i(t) = zi(t)ei(t), ki(0) = ki−1(T ), k0(0) = 0,

zi(t) = cei(t) + Θ̂i(t)ξ(xi)θ̂i(t)− ẋr
i+

1

2(1− η)
ei(t)h

2(ei(t)) + ω̂i(t)ψi,

(8)

其中c > 0是一个已知的常数.

时变参数Θ(t),时不变参数θ,时变参数ω(t)的学
习律分别为

Θ̂i(t)=


0, i=−1,
t

T
q1ξ(xi)ei(t), i=0,

proj(Θ̂i−1)+q1ξ(xi)ei(t), i>1,

(9)


˙̂
θi(t) = q2ξ(xi)Θ̂i(t)ei(t),

θ̂i(0) = θ̂i−1(T ), θ̂−1(t) = 0,
(10)

ω̂i(t)=


0, i=−1,
t

T
q3ψiei(t), i=0,

proj(ω̂i−1(t))+q3ψiei(t), i>1,

(11)

其中: i是迭代次数, q1 > 0, q2 > 0, q3 > 0分别是常

数增益; proj(·)为投影函数, Θ̂i(t), ω̂i(t)的投影函数

分别定义为

proj(Θ̂i(t)) =


Θmax, Θ̂i(t) > Θmax,

Θ̂i(t), Θmin 6 Θ̂i(t) 6 Θmax,

Θmin, Θ̂i(t) < Θmin,

proj(ω̂i(t)) =


ωmax, ω̂i(t) > ωmax,

ω̂i(t), ωmin 6 ω̂i(t) 6 ωmax,

ωmin, ω̂i(t) < ωmin,

其中: Θmin6Θ(t)6Θmax, ωmin6ω(t) 6 ωmax,∀t ∈
[0, T ].

性性性质质质 1 (Θ(t)−Θ̂i)
2 > (Θ(t)−proj(Θ̂i))

2, 其
中i是迭代次数.

证证证 若(Θ(t)− Θ̂i)
2 > (Θ(t)− proj(Θ̂i))

2成立,
等价证明

(Θ(t)− Θ̂i)
2 − (Θ(t)− proj(Θ̂i))

2 =

(Θ̂i − proj(Θ̂i))(Θ̂i + proj(Θ̂i)− 2Θ(t)) > 0.

步步步骤骤骤 1 当Θmin 6 Θ̂i 6 Θmax, proj(Θ̂i) = Θ̂i,
上述不等式等于零.

步步步骤骤骤 2 当Θ̂i > Θmax, proj(Θ̂i) = Θmax,可推
出 Θ̂i − proj(Θ̂i) > 0, Θ̂i + proj(Θ̂i)− 2Θ(t) > 0,
结论成立.

步步步骤骤骤 3 当 Θ̂i < Θmin, proj(Θ̂i) = Θmin,可得
到 Θ̂i − proj(Θ̂i) < 0, Θ̂i + proj(Θ̂i)− 2Θ(t) < 0,
结论成立.

性性性质质质 2 Θ̂i(0)=Θ̂i−1(T ), ω̂i(0)= ω̂i−1(T ), k̇i(0)

= k̇i−1(T ).

步步步骤骤骤 1 首先考虑Θ̂i(0) = Θ̂i−1(T ). 由式(9)知
道Θ̂−1(T ) = Θ̂0(0).

步步步骤骤骤 2 假定, ∀j ∈ [0, i−1], Θ̂j(0) = Θ̂j−1(T ).
由式(9)可得

Θ̂i(0) = proj(Θ̂i−1(0)) + q1ξ(xi(0))ei(0),

Θ̂i−1(T ) = proj(Θ̂i−2(T )) + q1ξ(xi(T ))ei(T ).

然后根据假设3可知道

xi(0) = xi−1(T ), xr(0) = xr(T ), ei(0) = ei−1(T ),

得到Θ̂i(0) = Θ̂i−1(T ).

步步步骤骤骤 3 同理, ω̂i(0) = ω̂i−1(T ). 再根据式(8)推
出k̇i(0) = k̇i−1(T ).

4 收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence analysis)
定定定理理理 1 在假设1–4条件下,由系统(1)、学习控

制律(8)、参数学习律(9)–(11)组成的闭环系统具有以
下特性: 1)在区间[0, T ]上,当迭代次数趋于无穷大
时,跟踪误差ei 在L2

[0,T ]范数下渐近收敛于零,即

lim
i→∞

w T

0
e2i (σ)dσ = 0; 2) 闭环系统中所有信号在

L2
[0,T ]范数下有界.

证证证 第i次迭代时,构造的Lyapunov-Krasovskii型
复合能量函数为

Ei(t) = Vi(t) +
θ

2q1

w t

0
Θ̃2

i (σ)dσ +
1

2q2
θ̃2i (t) +
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θ

2q1

w T

t
Θ̃2

i−1(σ)dσ +
1

2q3

w t

0
ω̃2
i (σ)dσ +

1

2q3

w T

t
ω̃2
i−1(σ)dσ, (12)

其中: 参数Θ̃i(t) = Θ(t)− Θ̂i(t), θ̃i(t) = θ − θ̂i(t),
ω̃i(t) = ω(t)− ω̂i(t).

∀t ∈ [0, T ], Ei(t)在第i和i− 1次迭代的差分为

∆Ei(t) = (Vi(t)− Vi−1(t)) +

θ

2q1

w t

0
(Θ̃2

i (σ)− Θ̃2
i−1(σ))dσ +

θ

2q1

w T

t
(Θ̃2

i−1(σ)− Θ̃2
i−2(σ))dσ +

1

2q2
(θ̃2i (t)− θ̃2i−1(t)) +

1

2q3

w t

0
(ω̃2

i (σ)− ω̃2
i−1(σ))dσ +

1

2q3

w T

t
(ω̃2

i−1(σ)− ω̃2
i−2(σ))dσ. (13)

根据式(7),控制器(8)计算式(13)右边第1项:

Vi(t)− Vi−1(t) =w t

0
V̇i(σ)dσ + Vi(0)− Vi−1(t) 6w t

0
Θ̃iξ(xi)θei(σ)dσ +

w t

0
Θ̂iξ(xi)θ̃iei(σ)dσ +w t

0
(b(σ)ν(ki) + 1)k̇idσ −

w t

0
ce2i (σ)dσ +w t

0
ω̃i(σ)ψiei(σ)dσ +

1

2
(e2i (0)− e2i−1(t)) +

1

2(1− η)

w 0

−τ(0)
e2i (σ)h

2(ei(σ))dσ −

1

2(1− η)

w t

t−τ(t)
e2i−1(σ)h

2(ei−1(σ))dσ. (14)

利用性质1,以及关系式(a− b)2−(a− c)2=(b− c)

(−2(a− b)− (b− c)),参数学习律(9),计算式(13)右

边第2项:
θ

2q1

w t

0
(Θ̃2

i (σ)− Θ̃2
i−1(σ))dσ 6

θ

2q1

w t

0
((Θ − Θ̂i)

2
− (Θ − proj(Θ̂i−1))

2
)dσ 6

−
w t

0
Θ̃i(σ)ξ(xi)θei(σ)dσ. (15)

利用参数学习律(10),计算式(13)右边第4项:
1

2q2
(θ̃2i (t)− θ̃2i−1(t)) =

1

q2

w t

0
θ̃i(σ)

˙̃
θi(σ)dσ +

1

2q2
(θ̃2i (0)− θ̃2i−1(t)) =

−
w t

0
Θ̂iξ(xi)θ̃i(σ)ei(σ)dσ +

1

2q2
(θ̃2i (0)− θ̃2i−1(t)). (16)

利用性质1,以及关系式(a− b)2−(a−c)2=(b− c)

(−2(a− b)−(b−c)),参数学习律(11),计算式(13)右

边第5项:
1

2q3

w t

0
(ω̃2

i (σ)− ω̃2
i−1(σ))dσ 6

1

2q3

w t

0
((ω − ω̂i)

2 − (ω − proj(ω̂i−1))
2
)dσ 6

−
w t

0
ω̃i(σ)ψiei(σ)dσ. (17)

把式(14)–(17)分别代入式(13):

∆Ei(t) 6
w t

0
(b(σ)ν(ki) + 1) k̇idσ −

w t

0
ce2i (σ)dσ +

θ

2q1

w T

t

(
Θ̃2

i−1 − Θ̃2
i−2

)
dσ +

1

2q3

w T

t

(
ω̃2
i−1 − ω̃2

i−2

)
dσ +

1

2q2

(
θ̃2i (0)− θ̃2i−1(t)

)
+

1

2

(
e2i (0)− e2i−1(t)

)
+

1

2(1− η)

w 0

−τ(0)
e2i (σ)h

2(ei(σ))dσ −

1

2(1− η)

w 0

−τ(t)
e2i−1(t+ σ)h2(ei−1(t+ σ))dσ.

(18)

令 t = T , 由 θ̂i(0) = θ̂i−1(T ), 知 θ̃i(0) = θ̃i−1(T );

根据假设3知道ei(t) = ei−1(T + t), ∀t ∈ [−τmax, 0];

再由假设4知τ(0) = τ(T );因此可以得到

∆Ei(T )6
w T

0
(b(σ)ν(ki)+1)k̇idσ−

w T

0
ce2i (σ)dσ.

(19)

重复利用式(19)可以得到

Ei(T )6E0(T )−
i∑

j=1

r T

0
ce2j(σ)dσ +

i∑
j=1

w T

0
(b(σ)ν(kj) + 1)k̇jdσ, (20)

∀t ∈ [0, T ],定义函数k(t+ (i− 1)T ) = ki(t), k̇(t+

(i− 1)T ) = k̇i(t). 由学习律(8)以及性质2知, k(t)和

k̇(t), ∀t ∈ [0, iT ]分别是连续函数;进而得到
i∑

j=1

w T

0
(b(σ)ν(kj) + 1)k̇jdσ =

w T

0
(b(σ)ν(k)+1)k̇dσ+

w 2T

T
(b(σ)ν(k)+1)k̇dσ+

· · ·+
w iT

(i−1)T
(b(σ)ν(k) + 1)k̇dσ =

w iT

0
(b(σ)ν(k) + 1)k̇dσ. (21)

可以进一步得到Ei(t)的导数为

Ėi(t) = V̇i(t) +
θ

2q1
(Θ̃2

i (t)− Θ̃2
i−1(t)) +
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+
1

q2
θ̃i(t)

˙̃
θi(t) +

1

2q3
(ω̃2

i (t)− ω̃2
i−1(t)) 6

(b(t)ν(ki) + 1)k̇i. (22)

定义函数W (t+ (i− 1)T ) = Ei(t), ∀t ∈ [0, T ].
根据式(20)–(22)可以得到

W (iT + t)6E0(T )−
i∑

j=1

w T

0
ce2j(σ)dσ +

w iT+t

0
(b(σ)ν(k) + 1)k̇dσ. (23)

当i→ ∞,可以得到

lim
i→∞

W (iT + t) 6

E0(T )− lim
i→∞

i∑
j=1

w T

0
ce2j(σ)dσ +

lim
i→∞

w iT+t

0
(b(σ)ν(k) + 1)k̇dσ. (24)

下面证明E0(T )的有界性. ∀t ∈ [0, T ],

Ė0(t) 6 (b(t)ν(k0) + 1) k̇0. (25)

对式(25)两端从0到T积分

E0(T )6E0(0)+
w T

0
(b(σ)ν(k0)+1)k̇0dσ. (26)

∀t∈ [0, T ],由式(9)–(11),知道Θ̂−1(t)=0, θ̂−1(t)=0,
ω̂−1(t) = 0,并且 θ̂i(0) = θ̂i−1(T ),可得到 θ̂0(0) =

θ̂−1(T ) = 0,那么对E0(0)计算

E0(0) = V0(0) +
θ

2q1

w T

0
Θ̃2

−1(σ)dσ +

1

2q2
θ̃20(0) +

1

2q3

w T

0
ω̃2
−1(σ)dσ =

1

2(1− η)

w 0

−τ(0)
e20(σ)h

2(e0(σ))dσ +

1

2
e20(0) +

θ

2q1

w T

0
Θ2(σ)dσ +

1

2q2
θ2 +

1

2q3

w T

0
ω2(σ)dσ. (27)

因为ϑ(t), λ(·), f(·, ·)在区间[0, T ]上连续, θ是未
知常参数,所以Θ(t), ω(t)在区间[0, T ]上连续并且有

界,因此存在有限正常数M使得

M > 1

2
e20(0) +

1

2(1− η)

w 0

−τ(0)
e20(σ)h

2(e0(σ))dσ +

θ

2q1

w T

0
Θ2(σ)dσ +

1

2q2
θ2 +

1

2q3

w T

0
ω2(σ)dσ. (28)

将式(28)代入式(27)得

E0(0) 6M <∞. (29)

由式(29)知E0(0)有界; E0(T ) > 0,由式(26)及引

理1可知
w T

0

(b(σ)ν(k0) + 1)k̇0dσ有界,所以E0(T )有

界;因为E0(T )有界, W (iT + t) > 0,由式(23),引理

1知W (iT + t),
w iT+t

0
(b(σ)ν(k(σ)) + 1)k̇(σ)dσ有

界;进而根据式(24)得出 lim
i→∞

w T

0
e2i (σ)dσ → 0,即跟

踪误差在L2
[0,T ]范数下渐近收敛于零.

因为W (iT + t)有界,等价于Ei(t)有界,可以推出
Θ̃i(t), θ̃i(t), ω̃i(t), ei(t)在L2

[0,T ]范数意义下有界;然

后 再 根 据Θ̃i(t) = Θ(t)− Θ̂i(t), θ̃i(t) = θ − θ̂i(t),
ω̃i(t) = ω(t)− ω̂i(t), ei(t) = xi − xr

i ,进一步得到
Θ̂i(t), θ̂i, ω̂i(t), xi有界;将Θ̂i(t), θ̂i(t), ω̂i(t), xi代入

控制器ui(t),又可以得到控制器ui(t)在L
2
[0,T ]范数意

义下有界;最终闭环系统中所有信号在L2
[0,T ]意义下

有界. 证毕.

5 仿仿仿真真真(Simulation)
考虑如下非线性系统:{
ẋ(t) = e−ϑ(t)x2(t−τ(t))ξ(x)θ + b(t)u(t),

ϖ(t) = 0.5, ∀t ∈ [−τmax, 0],
(30)

其中:

t∈ [0, 2π], τ(t)= 1− 0.5sin2t, τmax= 1,

τ̇(t) 6 0.5; ϑ(t) = | sin t cos(2t)|,
ξ(x) = x2, θ = 2;

参考轨线 xr(t) = sin t,初始状态为 o(t) = 0, ∀t ∈
[−τmax, 0]; f(x(t− τ(t)), ϑ(t))满足假设2,即

|e−ϑ(t)x2(t−τ(t)) − e−ϑ(t)x2
r (t−τ(t))| 6

|x(t− τ(t))− xr(t− τ(t))|
√
2|ϑ(t)|e−0.5.

情情情况况况 1 当b(t) > 0时,取b(t) = 2 + 0.5 sin t.
情情情况况况 2 当b(t)<0时,取b(t)=−(2+0.5 sin t).
在上述两种情况下,仿真当中,选择的参数分别

为η = 0.5, c = 1, q1 = 40, q2 = 5, q3 = 200. 仿真结
果如下图所示: 图1–6为b > 0情况下的仿真结果;
图7–12为b < 0情况下的仿真结果.通过仿真效果图
可以看到,不管是b大于零,还是b小于零,系统跟踪误
差绝对值的最大值都随着迭代次数的增加渐近收敛

于零,同时闭环系统中所有信号有界.

图 1 最大跟踪误差|ei|sup的曲线, b(t) > 0

Fig. 1 Maxium tracking error curves when b(t) > 0
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图 2 控制器ui(t)的曲线, b(t) > 0

Fig. 2 Plots of the controller when b(t) > 0

图 3 Nussbaum函数的曲线, b(t) > 0

Fig. 3 Nussbaum function when b(t) > 0

图 4 参数Θ(t)的估计曲线, b(t) > 0

Fig. 4 Estimation of Θ(t) when b(t) > 0

图 5 参数θ的估计曲线, b(t) > 0

Fig. 5 Estimation of parameter θ when b(t) > 0

图 6 参数ω(t)的估计曲线, b(t) > 0

Fig. 6 Estimation of parameter ω(t) when b(t) > 0

图 7 最大跟踪误差|ei|sup的曲线, b(t) < 0

Fig. 7 Maximum tracking error curves when b(t) < 0

图 8 控制器ui(t)的曲线, b(t) < 0

Fig. 8 Plots of the controller when b(t) < 0

图 9 Nussbaum函数的曲线, b(t) < 0

Fig. 9 Nussbaum function when b(t) < 0
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图 10 参数Θ(t)的估计曲线, b(t) < 0

Fig. 10 Estimation of Θ(t) when b(t) < 0

图 11 参数θ的估计曲线, b(t) < 0

Fig. 11 Estimation of parameter θ when b(t) < 0

图 12 参数ω(t)的估计曲线, b(t) < 0

Fig. 12 Estimation of parameter ω(t) when b(t) < 0

6 结结结论论论(Conclusions)
针对一类含有未知控制方向及时滞的非线性参数

化系统,分别采用Nussbaum增益方法,不等式技巧,
参数分离技术及信号置换思想解决了系统中出现的

未知控制方向,非线性参数化以及未知时变时滞等问
题.然后利用自适应迭代学习控制方法设计了控制器,
并引入微分和差分学习律对未知参数进行估计,使系
统跟踪误差沿着迭代轴的方向渐近收敛于零,同时保
证闭环系统内所有信号有界. 仿真结果表明了该方法
的可行性.

参参参考考考文文文献献献(References):

[1] CHEN Weisheng, WANG Yuanliang, LI Junming. Adaptive learn-
ing control for nonlinearly parameterized systems with periodically
time-varying delay [J]. Acta Automatica Sinica, 2008, 34 (10): 1556
– 1560.
(陈为胜,王元亮,李俊民.周期时变时滞非线性参数化系统的自适
应学习控制 [J].自动化学报, 2008, 34(10): 1556 – 1560.)

[2] LI Junmin, WANG Yuanliang, LI Xinmin. Adaptive iterative learn-
ing control for nonlinear parameterized systems with unknown time-
varying delay [J]. Control Theory & Applications, 2011, 28(6): 861 –
868.
(李俊民,王元亮,李新民.未知时变时滞非线性参数化系统自适应
迭代学习控制 [J].控制理论与应用, 2011, 28(6): 861 – 868.)

[3] XIAN Xuehui, TAO Hongfeng, YANG Huizhong. Cyclical adaptive
iterative learning tracking control for a class of nonlinear time-delay
systems [J]. Control Engineering of China, 2013, 20(1): 22 – 25.
(霰学会,陶洪峰,杨慧中.非线性时滞系统的周期自适应学习跟踪
控制 [J].控制工程, 2013, 20(1): 22 – 25.)

[4] SUN Mingxuan, YAN Qiuzhen. Error tracking of iterative learning
control systems [J]. Acta Automatica Sinica, 2013, 39(3): 251 – 261.
(孙明轩,严求真.迭代学习控制系统的误差跟踪设计方法 [J].自动
化学报, 2013, 39(3): 251 – 261.)

[5] LI Pengzhi, YAN Feng, GE Chuan, et al. Open-closed loop iterative
learning control of piezoelectric actuators [J]. Optics and Precision
Engineering, 2014, 22(2): 414 – 419.
(李鹏志,闫丰,葛川,等.压电驱动器的开闭环迭代学习控制 [J].光
学精密工程, 2014, 22(2): 414 – 419.)

[6] JIN X, XU J X. Iterative learning control for output-constrained sys-
tems with both parametric and nonparametric uncertainties [J]. Auto-
matica, 2013, 49(8): 2508 – 2516.

[7] NUSSBAUM R D. Some remarks on a conjecture in parameter adap-
tive control [J]. Systems & Control Letters, 1983, 3(11): 243 – 246.

[8] XU J X, YAN R. Iterative learning control design without a prior-
i knowledge of the control direction [J]. Automatica, 2004, 40(10):
1803 – 1809.

[9] LI Jing, HU Yunan, GENG Baoliang. Adaptive iterative learning con-
trol for second-order time-varying nonlinear system with unknown
control directions [J]. Control Theory & Applications, 2012, 29(6):
730 – 740.
(李静,胡云安,耿宝亮.控制方向未知的二阶时变非线性系统自适
应迭代学习控制 [J].控制理论与应用, 2012, 29(6): 730 – 740.)

[10] JIN Kui, SUN Mingxuan. Adaptive repetitive control for a class of
nonlinear systems with unknown control [J]. Control Theory & Ap-
plications, 2012, 29(9): 1176 – 1180.
(金奎,孙明轩.控制方向未知非线性系统的自适应重复控制 [J].控
制理论与应用, 2012, 29(9): 1176 – 1180.)

[11] LI D, LI J M. Adaptive iterative learning control for nonlinearly pa-
rameterized systems with unknown time-varying delay and unknown
control direction [J]. International Journal of Automation and Com-
puting, 2012, 9(6): 578 – 586.

[12] YU M, YE X D, QI D L. Robust adaptive repetitive learning control
for a class of time varying nonlinear systems with unknown control
direction [J]. Journal of Control Theory & Applications, 2013, 11(3):
336 – 342.

附附附录录录 引引引理理理证证证明明明(Appendix Proof of Lemma )

引理1证明 为了方便,定义变量

bmax = max{|b−|, |b+|}, bmin = min{|b−|, |b+|},

Vb(ki, kj) =
w kj

ki

(b(σ)ν(k(σ)) + 1)dk(σ) =

w tj

ti
(b(σ)ν(k(σ)) + 1)k̇(σ)dσ, (a1)
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其中: ki 6 kj , σ ∈ [ti, tj ].

利用积分不等式(b− a)l1 6
w b

a
f(x)dx 6 (b− a)l2,其

中: l1 = inf
a6x6b

f(x), l2 = sup
a6x6b

f(x),可以到

|Vb(k0, k1)| 6
(k1 − k0) sup

σ∈[t0,t1],k∈[k0,k1]
|b(σ)ν(k) + 1| 6

(k1 − k0)(bmax sup
k∈[k0,k1]

|ν(k)|+ 1). (a2)

知道 Nussbaum函数 ν(k) = exp(k2) cos(
π

2
k)在区间

(4m− 1, 4m+ 1)上大于零,在区间(4m+ 1, 4m+ 3)小于零,
n ∈ N . 因此引理1中的不等式可表示为

0 6 V (t) 6 c0 + Vb(k(0), k(t)), ∀t ∈ [0, tf ]. (a3)

假设k(t)是无界的,那么需要考虑两种情况: 1) k(t)没有
上界; 2) k(t)没有下界. 本文的目标就变成了对于以上两种情
况,分别找到相对于假设的矛盾.
第1种情况: k(t)在区间[0, tf ]上没有上界. 在第1种情况

下,一定存在两个单调递增的序列tn和kn,因此

k0 = max{k(0),−k(0)}, k(tn)=kn,

lim
n→∞

tn= tf , lim
n→∞

kn=∞.

首先,考虑当b(t) < 0的情况. 假设4m− 1 > k0,令[k0,

km1] = [k0, 4m− 1],有

|Vb(k0, km1)| 6(km1 − k0)(bmaxe
(4m−1)2 + 1) =

lm1bmaxe
(4m−1)2 + lm1, (a4)

其中lm1 = 4m− 1− k0.
因为ν(k)>0, ∀k ∈ (km1, km2) = (4m− 1, 4m+ 1),从

而可以得到

Vb(km1, km2) 6
w 4m+cm1

4m−cm1

b(σ)ν(k(σ))dk(σ)+

w 4m+1

4m−1
dk(σ), (a5)

其中cm1 ∈ (0, 1). 可以看出b(t) 6 −bmin,因此有

Vb(km1, km2) 6
2cm1(−bmin inf

k∈(km1,km2)
ν(k)) + 2 =

− dm1e
(4m−cm1)

2

+ 2, (a6)

其中dm1 = 2cm1bmin cos(
πcm1

2
) > 0. 因此根据以上内容,

可以得到

Vb(k0, km2) = Vb(k0, km1) + Vb(km1, km2) 6

e(4m−1)2 lm1bmax − dm1e
(4m−cm1)

2

+ lm1 + 2 6

e(4m−1)2(lm1bmax − dm1e
((1−cm1)

2+2(4m−1)(1−cm1)))+

lm1 + 2. (a7)

因为1− cm1 > 0, em的增长速度比m快,而lm1线性化

于m,因此当m → ∞时, Vb(k0, km2) → −∞.
然后,考虑b(t) > 0的情况. 于以上相似的假设,在区间

[k0, km2] = [k0, 4m+ 1],有

|Vb(k0, km2)| 6 (km2 − k0)(bmax sup
k∈(k0,km2)

ν(k) + 1) =

lm2bmaxe
(4m+1)2 + lm2, (a8)

其中lm2 = 4m+ 1− k0.
∀k ∈ (km2, km3) = (4m+ 1, 4m+ 3), ν(k) < 0,可得

Vb(km2, km3) 6
w 4m+2+cm1

4m+2−cm1

b(σ)ν(k(σ))dk(σ)+

w 4m+3

4m+1
dk(σ). (a9)

b(t) > bmin,有

Vb(km2, km3) 6 2cm1(bmin sup
k∈(km2,km3)

ν(k)) + 2 =

− dm2e
(4m+2−cm1)

2

+ 2, (a10)

其中dm2 = dm1 > 0,因此可以得到

Vb(k0, k3) = Vb(k0, k2) + Vb(km2, km3) 6

e(4m+1)2(lm2bmax − dm2e
((1−cm1)

2+2(4m+1)(1−cm1)))+

lm2 + 2. (a11)

当m → ∞, Vb(k0, km3) → −∞. 综上所述,不论b(t) >

0,还是b(t) < 0,相对于式(a3),都可以找到两个序列导出矛
盾. 所以, k(t)是有上界的.
第2种情况: k(t)在区间[0, tf ]上没有下界.
令ω = −k,可以得到ω(t)没有上界. 由于ν(·)是一个光

滑函数,有

0 6 V (t) 6 c0 −
r t
0 (b(σ)ν(ω)ω̇(σ) + 1)dσ =

c0 − Vb(ω(0), ω(t)). (a12)

因此,一定存在两个单调递增序列 tn 和 ωn, ω0 =

max{ω(0),−ω(0)}, ωn=ω(tn),使 得 lim
n→∞

tn= tf , lim
n→∞

ωn

= ∞. 根据第1种情况的证明过程,总是可以找到两个矛盾的
序列,因此ω(t)在区间[0, tf ]上有上界. 因为ω = −k,可以推
出k(t)在区间[0, tf ]上有下界.

因此, k(t), V (t)和
w t

0
b(σ)ν(k)k̇(σ)dσ在[0, tf ]上有界.

证毕.
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