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摘要:渐进贝叶斯方法将先验分布到后验分布的演化描述为一阶动态系统,通过在伪时间上连续地引入观测信
息实现后验状态估计.该方法的一般形式解,即动态系统的时间导数,是难以得到的. 本文提出一种高斯型渐进贝
叶斯滤波器. 首先在线性高斯条件下推导了时间导数的解析解;然后证明了在该条件下,由该解析解确定的一阶动
态系统与常量状态估计的Kalman-Bucy滤波器是一致的,且由此导出的高斯渐进贝叶斯滤波器与卡尔曼滤波器是
一致的. 最后利用一阶Taylor展开推导了滤波器在非线性高斯条件下的近似解表达式,并采用Monte Carlo方法给出
了具体实现方法. 通过若干仿真算例表明,新滤波器具有较高的精度,且在一定精度条件下的时间复杂度低于一般
粒子滤波器.
关键词: 非线性滤波;渐进贝叶斯;卡尔曼滤波器;一阶动态系统; Monte Carlo方法
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Abstract: Progressive Bayesian methods formulate the evolution from prior distribution to posterior distribution as a
first order dynamic system, by incorporating the measurements in a continuous pesudo-time manner, to perform posterior
state estimation. The general solution of time derivative of this dynamic system is usually nontrivial. A novel Gaussian
type progressive Bayesian filter is proposed in this paper. First, the solution to this time-derivative is derived under linear
Gaussian condition. Then, it is proved that the first order dynamic system determined by the derived solution is consistent
with a Kalman-Bucy filter for constant state estimation, and the resultant Gaussian progressive Bayesian filter is consistent
with Kalman filter. Thirdly, the filter is extended to the nonlinear case and an approximate solution is derived by using
first order Taylor expansion. The corresponding Monte Carlo method for implementing the proposed filter for nonlinear
problem is given. Simulation results demonstrate higher accuracy provided by the new filter, with lower time complexity
than the particle filter at given accuracy.
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1 引引引言言言(Introduction)
渐进贝叶斯(progressive Bayesian)是早在2003年

就已提出的一种非线性滤波框架[1],其主要思想是引
入一个渐进参数λ,即伪时间变量,根据贝叶斯法则构
建系统状态的同伦(Homotopy)函数,使其在λ = 0时

为先验概率密度; λ = 1时为后验概率密度或联合概

率密度.通过施加特定的约束条件,导出在λ从0到1连

续变化时,亦即系统状态从先验分布到后验分布变化
时,同伦函数的时变参数矢量η所满足的一阶常微分

方程
dη

dλ
= f(η, λ), (1)

若求得(伪)时间导数f(η, λ),则可利用数值方法解
得λ = 1时的η,进而求解出后验状态统计量. 因此,
如何求解f(η, λ)是渐进贝叶斯方法研究的核心内容.
在这方面,近年来形成了以研究者Hanebeck和Daum
分别提出的两类方法, Hanebeck等采用混合高斯和/
或Dirac函数[2–4] 等模型将同伦函数进行参数化, 此
时η即为参数集,再以最小均方差积分为约束条件,导
出参数集满足的一阶常微分方程,即式(1). 该方法是
一种可行的渐进贝叶斯方法,但其缺点是仅能在标量
观测模型条件下导出f(η, λ),且其形式比较复杂,较
难实用. Steinbring等[5]基于Hanebeck框架,利用混
合Dirac模型和高斯型似然函数导出了一个相对简洁
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的算法,但仍只能处理标量观测问题.

与Hanebeck方法不同, Daum等[6–8]首先将η直接

视为系统状态,并将同伦函数归一化为概率密度函数,
根据其所满足的Fokker-Planck方程(FPE)得到关
于f(η, λ)的偏微分方程进行求解,由于直接处理系统
状态,且引入了FPE, Daum提出的滤波框架具有简洁
的形式和明确的物理意义,且本文将证明,该滤波框
架能够得到线性高斯条件下的贝叶斯最优解,但根据
笔者掌握的文献来看,尚未有一种可行且通用的基
于Daum框架的非线性滤波算法, Daum在文献 [7]中
虽然给出了f(η, λ)的一个Monte-Carlo(MC)近似解,
但其求解过于复杂,并不适合滤波处理,并已被证明
是在数值上是不稳定的[9].

本文在假设系统噪声满足高斯分布的基础上,推
导出一种新的高斯型渐进贝叶斯滤波器(Gaussian
progressive Bayesian filter, GPBF).首先基于Daum滤
波框架,在线性高斯条件下推导了f(η, λ)的解析解,
证明了式(1)与Kalman-Bucy滤波解具有一致的形式;
此时GPBF与卡尔曼滤波器是等价的. 进一步地,对非
线性高斯系统,利用一阶Taylor展开导出了f(η, λ)的

一个近似解表达式,并基于MC方法给出了GPBF滤波
器的粒子实现. 通过若干仿真算例将GPBF与粒子滤
波器[10](particle filer, PF)和典型的非线性高斯型滤波
器[11–13] 性能进行分析比较,并给出了相应结论.

2 问问问题题题陈陈陈述述述(Problem formulation)
考虑如下非线性系统模型:

xk = a(xk−1) +wk−1,

yk = h(xk) + vk,

其中: xk ∈ Rd为k时刻的d维状态向量, yk ∈ Rm为

m维 观 测 向 量;函 数a : Rd → Rd, h : Rd → Rm;
wk ∈ Rd为k时刻状态噪声向量, vk ∈ Rm为观测噪声

向量,且wk ∼ N (0,Q), vk ∼ N (0,R), Q为过程噪
声协方差矩阵, R为观测噪声协方差矩阵,噪声向量
各分量为独立同分布(i.i.d).

根据贝叶斯法则, k时刻状态后验概率密度函数
可表示为

p(xk|Y k) =
p(yk|xk)p(xk|Y k−1)

p(yk|Y k−1)
, (2)

其中Y k = {y1,y2, · · · ,yk}为k时刻的历史观测值

序 列. p(yk|Y k−1) =
w
Rd

p(yk|xk)p(xk|Y k−1)dx

为

与状态无关的归一化常数. 设变量x ∈ Rd,记h(x) =

p(yk|xk), g(x) = p(xk|Y k−1),由式(2)构造如下的
同伦函数:

q(x, λ) =
g(x)hλ(x)

K(λ)
, (3)

其中变量λ ∈ [0, 1], K(λ) =
w
Rd

g(x)h(x)
λ
dx为与

x无关的归一化项.设λ从0到1连续的变化,同伦函数
q(x, λ)定义了从先验分布(λ = 0)到后验分布(λ = 1)
的变化过程中的概率分布.将这过程中状态x的变化

描述为如下的微分方程:
dx

dλ
= f(x, λ). (4)

状态向量x可视为Rd标准基下某点的坐标, f(x, λ)则
可看做λ时该点的速度,假设f(x, λ)在样本空间处处

有定义,则它表示样本从先验分布到后验分布“流
动”的速度场. 此即Daum方法的物理意义.
由式 (4)可知, q(x, λ)满足零扩散项 (diffusion

term)的Fokker-Planck方程:
∂q(x, λ)

∂λ
= −∇ · (q(x)f(x, λ)), (5)

其中∇ · ( )为散度算子. 对式(3)取自然对数并求关于
λ的偏导,结合式(5)可得

(log h(x)− E[log h(x)]) q(x, λ) =

−∇ · (q(x, λ)f(x, λ)) . (6)

上式利用了
∂logK(λ)

∂λ
= E[log h(x)]. 根据该式,文

献[8]给出了非线性条件下f(x, λ)的MC积分近似解:

f(x, λ)≈ 1

Nq(x, λ)

N∑
i=1

Φ(xi, λ)
c(2−d)(x−xi)

T

∥x−xi∥
.

(7)
其中: xi ∼ q(x, λ), i = 1, 2, · · · , N , N为样本数,
c为调节系数. 式(7)的问题在于: a) q(x, λ)求值需要
采用分布拟合算法,难于在线求解. b)仅适用于问题
维数> 2情况. c)已经证明 [9]该式在数值上是不稳定

的.

如何根据偏微分方程(6)导出适于一般滤波问题求
解的f(x, λ),并以合理的计算复杂度实现是本文所要
研究的问题.

3 线线线性性性高高高斯斯斯条条条件件件下下下f(x, λ)的的的解解解(The linear
Gaussian solution of f(x, λ))

3.1 f(x, λ)的的的线线线性性性高高高斯斯斯解解解推推推导导导(Derivation of
linear Gaussian solution of f(x, λ))
对于线性系统,假设先验概率密度g(x)满足高斯

分布;似然函数h(x)为高斯型,即

g(x) =
1√

(2π)d
∣∣Pk|k−1

∣∣ exp(−1

2
(x− x̂k|k−1)

T·

P−1
k|k−1(x− x̂k|k−1)), (8)

h(x) =
1√

(2π)m |R|
exp(−1

2
(yk −Hx)T·

R−1(yk −Hx)), (9)

其中: x̂k|k−1为先验均值, Pk|k−1为先验协方差矩阵,
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H为观测矩阵. 将式(8)和(9)代入式(3),根据文献[14]
中52–53页的推导可知同伦函数q(x, λ)亦为高斯分

布,即

q(x, λ) =

1√
((2π)d|P λ

k|k|)
exp(−1

2
ϵTk|k(P

λ
k|k)

−1ϵk|k). (10)

其中ϵk|k = x− x̂k|k. 注意到q(x, λ)实际上是λ条件

下的x的后验概率密度,即

q(x, λ) = p(xk|Y k, λ),

则

x̂λ
k|k = E[x

∣∣λ,Y k ],

P λ
k|k = E[ϵλk|k(ϵ

λ
k|k)

T
∣∣λ,Y k ]

分别为λ条件下的后验均值及协方差矩阵,其中ϵλk|k =

x− x̂λ
k|k.

在线性高斯条件下,设粒子流速度场f(x, λ)具有

如下形式

f(x, λ) = A(λ)x+ b(λ), (11)

其 中: A(λ) ∈ Rd×d, b(λ) ∈ Rd. 记f = f(x, λ),注
意到式(6)右端的形式,则可将其重写为

log(h(x))− E[log(h(x))] =

−∇ · f − (∇log(q(x, λ)))Tf . (12)

将式(9)–(10)和(12)代入式(6)可得:

(ϵλk|k)
T(P λ

k|k)
−1f − tr(A(λ)) =

(ϵλk|k)
THTR−1yk −

1

2
xTHTR−1Hx+

1

2
tr(HTR−1HP λ

k|k) +
1

2
(x̂λ

k|k)
THTR−1Hx̂λ

k|k.

(13)

上式中利用了E[sTMs] = tr(MPss) + sTMs,其
中: s为任意实向量, M为相应维度的任意实矩阵,
Pss为s的协方差矩阵. 对式(13)两边乘以ϵλk|k,取期
望E[·] := E[·|λ,Y k],利用如下关系

E[ϵλk|k(ϵ
λ
k|k)

T(P λ
k|k)

−1A(λ)x] = A(λ)x̂λ
k|k,

E[ϵλk|k(ϵ
λ
k|k)

T]HTR−1yk−
1

2
E[ϵλk|kx

THTR−1Hx]=

P λ
k|kH

TR−1yk −
1

2
E[xxTHTR−1Hx]+

1

2
E[x̂λ

k|kx
THTR−1Hx] =

P λ
k|kH

TR−1(yk −Hx̂λ
k|k),

可得

E(f) =A(λ)x̂λ
k|k + b(λ) =

P λ
k|kH

TR−1(yk −Hx̂λ
k|k). (14)

根据式(14)右端的形式,可设

A(λ) = −αP λ
k|kH

TR−1H, (15)

b(λ) = −(1− α)P λ
k|kH

TR−1Hx̂λ
k|k+

P λ
k|kH

TR−1yk, (16)

将式(15)–(16)代入式(13),可以得到如下关系:

(ϵλk|k)
THTR−1yk − αxTHTR−1Hx+

(2α−1)xTHTR−1Hx̂λ
k|k+αtr(HTR−1HP λ

k|k)+

(1− α)(x̂λ
k|k)

THTR−1Hx̂λ
k|k =

(ϵλk|k)
THTR−1yk −

1

2
xTHTR−1Hx+

1

2
tr(HTR−1HP λ

k|k) +
1

2
(x̂λ

k|k)
THTR−1Hx̂λ

k|k.

(17)

显然α =
1

2
,由式(15)–(16)可得f(x, λ)在线性高斯条

件下的表达式为

f(x, λ) = P λ
k|kH

TR−1(yk −
Hx+Hx̂λ

k|k

2
).

(18)

由于需要在(0, 1]区间内每个λ的离散化值上进行求

解,式(18)在∆λ取较小值时会导致计算量过大.为此
可利用如下关系:

P λ
k|kH

TR−1 = Pk|k−1H
T(λHTPk|k−1H +R)−1,

(19)
则A(λ)可仅由先验协方差矩阵表示如下:

A(λ) = −1

2
Pk|k−1H

T(λHPk|k−1H
T +R)−1H.

(20)
根据P λ

k|k和x̂λ
k|k定义,并利用式(20), λ条件下状态的

后验均值及协方差矩阵可表示为

x̂λ
k|k = x̂k|k−1 +

(
λI + 2λ2A(λ)

)
·

Pk|k−1H
TR−1

(
yk −Hx̂k|k−1

)
, (21)

P λ
k|k = Pk|k−1 + 2λA(λ)Pk|k−1. (22)

将式(21)–(22)代入(16), b(λ)可仅以先验信息表示为

b(λ) = (I + 2λA(λ))
[
(I + λA(λ))·

Pk|k−1H
TR−1yk +A(λ)x̂k|k−1

]
. (23)

至此,式(11) (20)和(23)给出了f(x, λ)在线性高斯条

件下的以先验信息表达的解析解.

3.2 与与与Kalman-Bucy滤滤滤波波波器器器解解解的的的一一一致致致性性性(Consis-
tency with Kalman-Bucy filter)
考虑如下的连续时间线性随机系统:

dxt

dt
= Ftxt +wt,

yt = Htxt + vt,
(24)
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其中: xt为连续时间状态向量, Ft为漂移项, Ht为观

测矩阵, wt, vt分别为满足零均值的高斯过程的状态

噪声和观测噪声,且E[wtw
T
t ] = Qt, E[vtv

T
t ] = Rt,

且Qt和Rt均为对角矩阵.

对于式(24)描述的系统, Kalman-Bucy滤波器 [15]

以一阶线性系统形式给出了最小均方无偏估计解x̂t

及其协方差矩阵Pt,即
dx̂t

dt
= Ftx̂t +Kt(yt −Htx̂t),

dPt

dt
= FtPt + PtF

T
t −KtRtKt +Qt,

Kt = PtHtR
−1
t .

(25)

对于GPBF,根据x̂λ
k|k和P λ

k|k的定义可知,两者均
为k时刻(0, 1]区间上λ的连续函数,因此略去离散时
刻下标,记: x̂λ= x̂λ

k|k, Pλ=P λ
k|k, Kλ=PλH

T R−1.
为求Pλ关于λ的导数,利用式(22),可得

dPλ

dλ
= 2λ

dA(λ)

dλ
Pk|k−1 + 2A(λ)Pk|k−1, (26)

其中:
dA(λ)

dλ
可由定义求得,即

dA(λ)

dλ
= lim

∆λ→0

A(λ+∆λ)−A(λ)

∆λ
=

1

2
Pk|k−1H

TN−1MN−1H, (27)

其中: N = λM +R, M = HPk|k−1H
T.

上式推导中利用了

(Z + ϵX)
−1

= Z−1 − ϵZ−1XZ−1 +O(ϵ2),

其中ϵ为一任意小的正数. 将式(27)代入式(26),化简
得

dPλ

dλ
= −Pk|k−1H

TN−1RN−1HPk|k−1.

利用式(19)得到Pλ关于λ的导数;另对式(18)取关于
x的期望. 可得到下列表达式:

dx̂λ

dλ
= Kλ (yk −Hx̂λ) ,

dPλ

dλ
= −KλRKT

λ ,

Kλ = PλH
TR−1.

(28)

综上,由式(25)和式(28)可知线性高斯条件下,在λ连

续变化过程中,对于f(x, λ)决定的一阶线性系统,其
均值和协方差矩阵与零过程噪声的常数状态系统

的Kalman-Bucy滤波器解是一致的. 这个结论说明,
式(18)给出了线性系统状态空间中满足高斯分布的样
本从先验分布到后验分布的一种变化形式,即在任
意λ时间上均满足给定λ条件下的后验分布.

3.3 与与与卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波器器器的的的一一一致致致性性性(Consistency with
Kalman filter)
利用λ条件下状态后验均值和协方差矩阵. 在式

(21)–(22)中令λ = 1,可得

P λ=1
k|k =

Pk|k−1 − Pk|k−1H
T(M +R)−1HPk|k−1 =

(I −KkH)Pk|k−1, (29)

其中

Kk = Pk|k−1H
T(M +R)−1, (30)

即为Joseph型卡尔曼增益表达式. 则有

x̂λ=1
k|k =

x̂k|k−1+(I −KkH)Pk|k−1H
TR(yk−Hx̂k|k−1) =

x̂k|k−1 + P λ=1
k|k HTR(yk −Hx̂k|k−1) =

x̂k|k−1 +Kk(y −Hx̂k|k−1). (31)

上式利用了

P λ=1
k|k HTR = Pk|k−1H

T(M +R)−1.

再一次地, M = HPk|k−1H
T. 该式的推导过程可见

文献 [15].

由于GPBF对状态的估计值在λ = 1时得到,因此,
从式(29)–(31)可知, GPBF与卡尔曼滤波器(KF)是一
致的.

4 GPBF的的的非非非线线线性性性扩扩扩展展展(Nonlinear extension
of GPBF)
根据线性高斯条件下解的形式,假设非线性条件

下速度场的解具有如下形式:

f(x, λ) = B(λ)h(x) + u(λ), (32)

其中: h(x) : Rd → Rm为非线性观测方程, B(λ) ∈
Rd×m, a(λ) ∈ Rd均为与x无关的项.将h(x)在状态

预测值x̂k|k−1附近做一阶泰勒展开,即

h(x) = h(x̂k|k−1 +∆x) ≈
h(x̂k|k−1) + J(x̂k|k−1)∆x, (33)

其中: ∆x = (x− x̂k|k−1), ∆x ∼ N (0,Pk|k−1).

Jk|k−1 = (
∂Th(x)

∂x
)T|x=x̂k|k−1

为h在点x̂k|k−1处的Jacobian矩阵. 将式(32)和式(33)
代入式(12),利用第3节中线性高斯解的推导过程可得

E [f(x, λ)] = P λ
k|kJ

T
k|k−1R

−1(yk − h(x̂k|k−1)),

f(x, λ) = P λ
k|kJ

T
k|k−1R

−1
(
yk − h(x̂k|k−1)−

Jk|k−1∆x

2

)
. (34)

为将式(34)表示为统计量形式,利用式(19),并注
意到

Pk|k−1J
T
k|k−1 = E[∆x

(
Jk|k−1∆x

)T ∣∣Y k−1 ] =

E[∆x(∆h)T
∣∣Y k−1 ], (35)

其中再次利用了式(33), ∆h = h(x)− ŷk|k−1, ŷk|k−1
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= E
[
h(x)

∣∣Y k−1
]
. 类似地,注意到

J(x̂k|k−1)Pk|k−1J(x̂k|k−1)
T = E[∆h∆hT

∣∣Y k−1 ].

(36)
将式(36)和(35)代入式(20)和式(23),并记

P yy
k|k−1 =E[∆h∆hT

∣∣Y k−1 ], (37)

P xy
k|k−1 =E[∆x∆hT

∣∣Y k−1 ], (38)

可得

B(λ) = −1

2
P yy

k|k−1C(λ),

u(λ) =
U(λ)

2
yk +

V (λ)

2
ŷk|k−1,

(39)

其中

U(λ)=λ2S(λ)P yy
k|k−1+2P xy

k|k−1+6λB(λ)P xy
k|k−1,

V (λ)=2B(λ) + λS(λ),

S(λ)=P xy
k|k−1C(λ)P yy

k|k−1C(λ),

C(λ)=(λP yy
k|k−1 +R)−1.

至此,式(32)和式(39)给出了f(x, λ)在非线性高斯条

件下的解.

通过第3节和本节的推导结果(式(20) (23) (32)
(39))可知, A(λ), b(λ)和B(λ), u(λ)均与系统状态和
观测值无关.在线性/非线性条件下, f(x, λ)都是当前
观测信息(yk)与先验估计值(x̂k|k−1, h(x), ŷk|k−1)的
线性加权. 因此,线性/非线性GPBF本质上仍是一种
线性估计器,这与线性/非线性KF是一致的,但其通
过λ参数矩阵渐进的引入当前观测信息,这是与卡尔
曼滤波最重要的区别.

5 算算算法法法实实实现现现(Algorithm implementation)
GPBF的算法实现主要分为状态和误差矩阵的时

间更新 (time update)以及观测更新 (measurement
update)两个部分,其中时间更新是状态和误差矩阵依
据状态方程在时间上的传播.若能求得上一时刻观测
更新后的误差矩阵,可采用任一非线性滤波器的时间
更新步骤实现;状态的观测更新则是利用前述给出
的f(x, λ)表达式,在λ ∈ (0, 1]区间内进行数值积分

求解. 而误差矩阵的观测更新仅在线性高斯条件下是
易于处理的,因为λ = 1时的状态误差矩阵P λ=1

k|k 可直

接解析地获得(由式(29)给出).但对于非线性情况,虽
然已经得到了f(x, λ),但导出P λ=1

k|k 的近似计算公式

仍是困难的.

一种方法是采用非线性卡尔曼滤波的观测更新式,
即

Pk|k = Pk|k−1 −WkP
yy
k|k−1W

T
k ,

Wk = P xy
k|k−1(P

yy
k|k−1)

−1.
(40)

若要直接利用式(40)进行误差矩阵的测量更新,则须

满足以下条件

Pk|k = P λ=1
k|k , (41)

该式表示Pk|k是状态x̂λ=1
k|k 的一致误差矩阵. 这一点在

线性条件下是成立的(见第3.3小节). 而在非线性条件
下尚未证明,因此式(41)是缺乏理论依据的.

实际上,通过f(x, λ)的定义以及所得f(x, λ)的

几种表达式的形式,可以得到一个比较有意义的结果:
f(x, λ)实际上是对高斯系统状态空间的每个随机样

本进行渐进的观测更新,最终(λ = 1时)得到满足后
验(高斯)分布的随机样本,这使得GPBF非常适合采
用MC方法,即若干随机样本(粒子)进行实现. 此外,
由于能够直接采用粒子进行传播,因而避免了时间更
新和观测更新过程对于P λ=1

k|k 在计算形式上的依赖.
此时,求解f(x, λ)所需的相关统计量可近似为

P yy
k|k−1 =

1

N − 1

N∑
i=1

∆h(i)(∆h(i))T, (42)

P xy
k|k−1 =

1

N − 1

N∑
i=1

∆x(i)(∆h(i))T, (43)

其中:

∆x(i) = x
(i)
k|k−1 − x̂k|k−1,

∆h(i) = h(x
(i)
k|k−1)− ŷk|k−1,

ŷk|k−1 =
1

N

N∑
i=1

h(x
(i)
k|k−1), (44)

x̂k|k−1 =
1

N

N∑
i=1

x
(i)
k|k−1, (45)

N为粒子个数, x(i)
k|k−1为第i个时间更新后的粒子. 由

式(42)–(45)以及当前观测值,结合非线性f(x, λ)表

达式,对每个粒子可得到关于k时刻状态的一阶线性

系统.通过步长为∆λ的数值积分求解,首先对该系统
进行Euler离散化

x
(n+1)∆λ,(i)
k|k = x

n∆λ,(i)
k|k + f(x

n∆λ,(i)
k|k , n∆λ) ·∆λ,

(46)
其中: n = 1, 2, · · · ,M − 1, M = 1/∆λ,初值x

0,(i)
k|k

= x
(i)
k|k−1,可得λ = 1时的粒子x

λ=1,(i)
k|k 为

x
λ=1,(i)
k|k ≈ x

(i)
k|k +

M−1∑
n=1

f(x
n∆λ,(i)
k|k , n∆λ)·∆λ,

则k时刻的状态估计值为

x̂k|k =
1

N

N∑
i=1

x
λ=1,(i)
k|k .

注注注 虽然采用MC方法的GPBF需要对每一个粒子进行

步长为∆λ的数值积分,但在应用中该方法只需取少量粒

子(50∼100)即可得到较好的效果,在相同精度下远小于PF算

法所需的粒子个数. ∆λ的取值一般为 0.02 ∼ 0.3即可,过小

的步长通常对精度的提升没有显著作用,而且会大幅增加时

间复杂度.除了不需要显式(explicitly)计算P λ=1
k|k 外,粒子传
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播的另一优势是能够保留一定的高阶矩特性,适于处理较为

复杂的非线性模型 [16].

6 仿仿仿 真真真 结结结 果果果 及及及 分分分 析析析(Simulation results &
analysis)
为验证前述结论的合理性以及GPBF的有效性,本

节给出 3个仿真算例,即连续Wiener过程加速度
(CWPA)模型、多维非稳定增长(MNG)模型以及只测
角跟踪(BOT)模型进行仿真,算例1为连续线性Wiener
过程加速度(CWPA)模型,用于检验GPBF与KF在数
值上和理论证明的一致性;算例2为可变维度的非稳
定增长(MNGM)模型,用于对比GPBF和PF在问题维
数规模变化时的性能.算例3为一个三维空间目标跟
踪模型,用于考察GPBF的滤波精度,并同时给出几种
非线性高斯滤波器作参考. 如无特别说明,仿真中
GPBF的粒子数量均为100个, ∆λ = 0.1. 此外,出于
直观考虑,仿真算例中均采用如下定义的均方根误差
(RMSE):

RMSE :=

√
1

T

T∑
k=1

tr[(xk − x̂k|k)(xk − x̂k|k)
T],

其中: xk为k时刻目标实际状态, x̂k|k为目标状态估计

值, T为观测值序列长度.

6.1 连连连续续续Wiener过过过程程程加加加速速速模模模型型型(Continous-time
Wiener process accelerate model)

CWPA模型为目标加速度受随机扰动的连续时间
运动模型,以随机微分方程描述如下:

dxt

dt
= Fxt +Lwt, (47)

其中: t时间目标状态向量为xt = (xt, yt, ẋt, ẏt, ẍt,

ÿt)
T, xt, yt为目标的平面位置坐标,常数矩阵F =(
04×2 I4×4

02×2 02×4

)
, L =

(
04×2

I2×2

)
, wt为功率谱密度为

Qc = 0.1I2×2的二维白高斯过程噪声. 为适用滤波算
法,对式(47)进行离散化,离散化模型为

xk = Axk−1 + qk−1,

其中: xk为k时刻目标状态, k=1, 2, · · · , T . qk−1 ∼
N (06×1,Q),状态转移矩阵A = exp (F∆t),噪声协
方差矩阵

Q =
w ∆t

0
exp(F (∆t− τ))LQcL

T·

exp(F (∆t− τ))Tdτ,

∆t为离散化步长. 以平面位置坐标作为观测量,观测
方程为

yk = Hxk + vk,

其中观测矩阵H = (I2×2 02×4 ).

设∆t = 0.1 s, T = 80. 滤波器初始分布为N (x0,

P0|0),初始状态x0 = 06×1,初始误差矩阵P0|0 =

diag{0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.5, 0.5}. 高斯观测噪声vk ∼
N (02×1, 0.014I2×2). 图1给出了采用KF与GPBF进
行100次MC计算得到RMSE对比. 表1给出了100次
MC计算所得RMSE的均值和标准差. 综合图1和
表1来看,可知在线性高斯条件下, GPBF与KF的估计
误差是基本相同的,且随着粒子数增加和步长的减小
越来越接近.这与第3.3小节中证明的结论是一致的.

图 1 GPBF与KF对比: 100次MC仿真RMSE结果

Fig. 1 Comparison of GPBF with Kalman filter: RMSEs of
100 Monte Carlo runs

表 1 GPBF与KF的RMSE均值及标准差对比

Table 1 Comparison of GPBF with Kalman filter: mean
and variance of RMSEs

100次RMSE均值 100次RMSE标准差
GPBF执行参数

KF GPBF KF GPBF

N=100,∆λ=0.1 0.296 0.297 0.041 0.044

N=500,∆λ=0.02 0.2926 0.2924 0.038 0.037

N=1000,∆λ=0.01 0.288263 0.288265 0.0391 0.0390

6.2 多多多维维维非非非稳稳稳定定定增增增长长长模模模型型型(Multivariable non-
stationary growth model)

MNG模型是非线性滤波中一个基准测试问题
–—单变量非稳定增长模型的多维扩展 [17],是不含采
样时间的离散模型,其状态空间模型为

xk = ϕxk−1 + β

d∑
i=1

xk−1,i

1 + (
d∑

i=1

xk−1,i)
2

+

γ cos(1.2(k − 1))Id×1 +wk−1,

yk,j =


x2

k,2j−1 + x2
k,2j

20
+ vk,j, d为非0偶数,

x2
k

20
+ vk, d = 1,

其中: d为状态维数, xk,i为xk的第i个分量,类似表示
的意义相同.模型参数为: ϕ = 0.5, β = 25, γ = 8;仿
真设置为:时刻k = 1, 2, · · · , T , T = 150;过程噪
声wk−1 ∼ N (0, 102Id×d),观 测 噪 声vk ∼ N (0,
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12I d
2×

d
2
), vk ∼ N (0, 12). 状态初值x0 = 0.1. 滤波器

初始分布为N (x0, P0|0),初始误差矩阵P0|0 = 0.1. 仿
真中PF采用的粒子数为10000.
图2给出了d = 10条件下GPBF和PF进行100次

MC仿真计算得到的RMSE,可知GPBF在100次MC仿
真中均表现出了明显优于PF的性能;且误差波动较
小,性能稳定. 图3给出在状态维数d = 1以及d = 2,

4, 6, · · · , 20的条件下, GPBF和PF算法经100次MC
仿真所得RMSE的误差条曲线(errorbar),由图可知,
在本例的模型维数d超过4时, GPBF的RMSE开始小
于PF,且随d增大时性能显著优于PF,这个结果是合理
的. 根据式(46)可知, GPBF是以反馈形式在数值积分
过程中逐步地改变粒子分布,仅用较少粒子即可获得
理想的结果.而PF在高维情况下的权值容易出现退
化 [18](degeneracy),使得重采样变得低效. 此外,从图
中还可以看到, GPBF在100次MC计算中的RMSE方
差亦小于PF,这表明本例中GPBF的稳定性要好于PF.

图 2 状态维度d = 10时100次MC仿真的RMSE结果

Fig. 2 RMSEs of 100 Monte Carlo runs at d = 10

图 3 状态维度增长时RMSE的均值和标准差

Fig. 3 Mean and standard deviation of RMSEs with state di-
mension increament

6.3 空空空 间间间 目目目 标标标 跟跟跟 踪踪踪 模模模 型型型(3-dimensional target
tracking model)
本算例为一个低速飞行器跟踪问题模型,目标状

态为xt = [ρT
k , ζ

T
k ]

T, ρ为目标的空间直角坐标系位置
矢量, ζ为速度矢量. 假设目标高度hk能被实时测量.

观测矢量为yk = [bk, rk, hk, sk]
T, bk为观测点(0, 0)T

到目标的方位角, rk为观测点到目标的距离, sk 为距
离变化率.相应的测量模型为

bk =arctan

(
ρk,2

ρk,1

)
+ vk,1,

rk =
√
ρk,1 + ρk,2 + ρk,3 + vk,2,

hk =ρk,3 + vk,3,

sk =
ρkζ

T
k

rk
+ vk,4,

其中vk为观测噪声矢量,且vk,1 ∼ N (0,
(π
9

)2
),

v2,3,4 ∼ N (0, 0.12). 目标运动状态方程为

xk = Γxk−1 +wk−1, Γ =

(
I3×3 ∆tI3×3

03×3 I3×3

)
.

过程噪声wk ∼ N (06×1,Q),观测采样间隔∆t = 1,
此时过程噪声协方差矩阵

Q = 10 ·


1

3
I3×3

1

2
I3×3

1

2
I3×3 I3×3

 .

目标初始状态x0 = [0, 0, 50, 5, 5, 0.1],状态初始
分 布 为p0|0(x) ∼ N (x̂0,P0|0),其 中x̂0 = [2, 2, 50,

6, 6, 0], P0|0 = I6×6. 观测点数T = 100.
以上设置在速度分量上引入了较大的过程噪声,

增加了目标运动状态的随机性;此外,角度观测的误
差较大,而其余的距离等观测值则比较精确,加上观
测模型的强非线性,会使得多维空间中状态后验概率
分布呈现极不规则的形状,增大了高斯假设型滤波
器(包括GPBF)和一般PF算法的处理难度.
用于对比的非线性滤波器为无迹卡尔曼滤波器

(unsented KF, UKF),求容积卡尔曼滤波器(cubature
KF, CKF), PF,以及集合卡尔曼滤波器(ensemble KF,
EnKF). EnKF一般较少用于目标跟踪 [19–20],但因其对
卡尔曼滤波中相关协方差矩阵的近似方法与GPBF是
一致的,因此有必要将其与GPBF进行对比. 仿真中
EnKF的粒子数设置为1000.

图4给出了根据以上几种滤波器1的100次MC仿
真RMSE值得到的误差分布曲线.图中p(RMSE)为
RMSE的概率分布密度.由于各个滤波器均不同程度
在若干次MC仿真中表现出大估计误差,因而在误差
分布上产生了长拖尾,但比较来看, GPBF的RMSE集
中分布在0 ∼ 100的范围内,且最小RMSE的出现概
率最大,说明GPBF在大多数仿真中都给出了最小的
RMSE.进一步从表2中给出的各个滤波器RMSE均值
和标准差可知, GPBF误差均值和波动均为最小. 可见
GPBF具有较高的精度和稳定性. 此外可以看到PF在
本例中性能最差,可推断此时PF粒子权值已经严重退

1由于PF算法误差过大,为直观起见不在图中给出,仅在表2中给出其RMSE均值和方差.
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化而导致滤波发散; UKF和CKF则由于较大的过程噪
声和强非线性观测模型使得求高斯积分的误差增大.
EnKF虽然与GPBF一样采用粒子近似协方差矩阵,但
本质上和UKF及CKF的处理过程是相似的. 因此在本
例中的性能仍劣于GPBF.

图 4 各滤波器100次MC仿真RMSE的误差分布曲线

Fig. 4 RMSE distribution from 100 Monte Carlo runs

表 2 各个滤波器的RMSE均值及方差

Table 2 Mean and variance of RMSE

滤波器 100次MC仿真RMSE均值 标准差

UKF 84.70 83.30

CKF 54.93 49.38

EnKF(N = 1000) 46.73 50.76

PF(N = 10000) 198.57 152.59

GPBF 36.98 31.65

6.4 算算算法法法执执执行行行时时时间间间(Time consumption of imple-
mentation)
为进一步评估GPBF的性能,采用前述算例将不同

条件下GPBF和PF以及EnKF的执行时间和进行对比.

表3, 4分别给出了对算例2和算例3, GPBF与PF的
执行时间和相应RMSE.可知给定粒子数下GPBF耗
时均高于PF和EnKF,且在∆λ较小时的计算代价较

高,但两者的增加 /减小对性能提升并不关键,
GPBF仅用100个粒子就可达到与PF使用10000个粒

子时相当的误差水平;在算例3中的EnKF采用2000个

粒子时2误差仍大于GPBF.可见从算法应用角度看,
GPBF的效率应优于PF和EnKF.

表 3 算例2平均执行时间及RMSE均值

Table 3 Average running time and mean RMSE of case 2

滤波器(执行参数) 执行时间/s RMSE均值

GPBF(N = 100, ∆λ = 0.1) 0.11 22.73

PF(N = 100) 0.097 30.16

PF(N = 10000) 3.52 22.82

GPBF(N = 500, ∆λ = 0.005) 2.42 22.02

表 4 算例3平均执行时间及RMSE均值

Table 4 Average running time and mean RMSE of case 3

滤波器(执行参数) 执行时间/s RMSE均值

GPBF(N = 100, ∆λ = 0.1) 0.12 34.95

EnKF(N = 100) 0.027 54.08

EnKF(N = 2000) 0.459 44.20

GPBF(N = 500, ∆λ = 0.005) 3.02 33.41

7 总总总结结结(Conclusions)
针对渐进贝叶斯方法中,描述状态从先验分布到

后验分布演化的一阶动态系统难于求解的问题.提出
高斯渐进贝叶斯滤波器. 分别对线性高斯条件下和非
线性高斯条件下滤波器的解以及算法实现问题给出

了相应的证明和结果,仿真算例表明,新滤波器具有
较高的精度和比较合理的时间复杂度.需要说明的
是：

a)虽然本文得到了f(x, λ)在非线性高斯条件下

的近似解表达式,但尚未给出该条件下λ = 1时的状

态一致误差矩阵或其迭代计算公式,因此GPBF的执
行需要借助粒子实现,不能直接说明渐进引入观测值
带来的性能提升. 而且粒子算法所导致的计算量在某
些低功耗要求的嵌入式系统上是不可接受的,使其能
够进一步实用化,是需要继续研究的问题.

b)虽然在仿真中GPBF表现出优于经典非线性高
斯滤波器和粒子滤波器的性能,但这不能说明GPBF
具有绝对的优势,对于滤波问题,经常对于不同问题
采用不同的方法,本文算例的选取更多是为了验证理
论分析的正确性和GPBF的可行性.
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