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摘要:本文针对带有参数不确定和输入饱和的单输入单输出(SISO)仿射非线性系统,利用反馈线性化,将非线性
系统转化为带有扰动和状态依赖输入饱和的多胞线性参变(LPV)模型,进而提出一种基于平方和(SOS)的鲁棒模型
预测控制器(RMPC)设计方法. 基于多胞RMPC控制器,设计加权状态反馈控制律,通过引入范数有界定理,确保扰
动下预测状态收敛到不变集内,并利用勒让德多项式近似和SOS技术,将状态依赖输入饱和约束转化为多项式凸优
化问题,以获得实际和辅助状态反馈律,所设计的SOS-RMPC控制器能够保证闭环系统的稳定性. 通过与常规多
胞RMPC控制器的仿真比较,验证了本方法的有效性,并进一步仿真分析了勒让德多项式阶次对控制器性能的影响.
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Sum of squares-robust model predictive controller for
nonlinear system with input saturation

HU Chao-fang†, XIE Qian-qian
(School of Electrical Engineering and Automation, Tianjin University, Tianjin 300072, China)

Abstract: For the single-input-single-output (SISO) affine nonlinear system subject to uncertain parameters and input
saturation, we use the feedback linearization method to build a polytopic linear parameter-varying (LPV) model with
disturbance and state-dependent input saturation, and develop a robust model predictive controller (RMPC) based on the
sum-of-squares (SOS) method. On the basis of this polytopic RMPC, we design the weighted state-feedback control law.
The norm-bounded theorem is introduced to guarantee predictive states with disturbance to converge to the invariant set.
Moreover, the restrictive condition of state-dependent input saturation is transformed to the polynomial convex optimization
problem by using the Legendre polynomial approximation and SOS technique. Then, the actual and auxiliary feedback
laws are obtained. The stability of the closed-loop system is guaranteed by the designed SOS-RMPC controller. Simulation
results demonstrate the effectiveness and superiority of the proposed method over the traditional polytopic LPV-RMPC
controller. The effect of the order of Legendre polynomial on the control performance is also investigated by simulations.

Key words: model predictive control; input saturation; linear parameter-varying model; feedback linearization; sum of
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1 引引引言言言(Introduction)
实际的系统大多是非线性和不确定的,而且在系

统运行过程中,执行器通常存在饱和限制.对于非线
性系统,经精确反馈线性化后得到的模型既能够表征
系统的全部非线性特征,同时又有利于使用目前成熟
的线性控制理论,因而得到了广泛应用和研究[1]. 对
于反馈线性化模型,通常利用虚拟控制输入设计达到
控制目的,然后经逆控制得到系统真实控制量,这种
控制策略极大地简化了非线性系统控制器的设计步

骤. 然而,由于线性化后系统的虚拟控制量与真实控

制量之间是与状态相关的形式,受状态变化影响,因
此对于带有输入饱和约束的非线性系统,控制器设计
变得非常棘手[2]. 文献[3]首次涉及了状态依赖输入约
束问题.文献[4–7]针对标称系统进行反馈线性化,采
用不同控制方法解决状态依赖输入饱和问题,保证了
系统的渐近稳定. 而文献[8]则对带有参数不确定的高
超声速飞行器反馈线性化模型进行控制器设计,虽然
没有直接考虑虚拟输入饱和约束受状态变化的影响,
但对状态反馈矩阵进行了定值约束限制.

由于鲁棒模型预测控制(robust model predictive
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controller, RMPC)对于不确定具有良好的鲁棒性,因
此引起了学者们的广泛关注和研究[9]. 考虑到实际系
统存在的参数不确定情况,学者们对于RMPC的研究
多是以线性参变(linear parameter varying, LPV)系统
为基础的. LPV模型一方面可以描述实际系统内在的
非线性、时变和不确定特性,另一方面能够便于使用
线性控制理论的方法来解决非线性系统问题[10].
Kothare等[11]对于无扰动LPV模型,给出了无穷优化
时域的状态反馈RMPC设计方法. 文献[12–14]则针对
带有有界扰动的LPV系统,进行RMPC控制器设计,
保证了闭环系统稳定. 然而,在考虑输入受限时,上
述RMPC算法均是基于线性矩阵不等式(linear matrix
inequality, LMI)对系统原始定值硬约束进行求解的,
而对于状态依赖输入饱和问题,基于LMI的RMPC控
制器设计变得极为困难.

考虑到平方和(sum of squares, SOS)方法在处理
非线性约束问题中具有一定优势[6, 15],本文针对带有
参数不确定和输入饱和的单输入单输出(single input
single output, SISO)仿射非线性系统,通过反馈线性
化使其转化为带有扰动和状态依赖输入饱和的多

胞LPV模型. 其中原非线性系统的参数不确定表示为
参数仿射和扰动形式,并应用范数有界技术保证扰动
下的预测状态有界;而状态依赖输入饱和约束被近似
为勒让德多项式形式,利用SOS技术计算加权反馈矩
阵,与RMPC结合构建了SOS–RMPC控制器,保证输
入饱和限制下闭环系统稳定性. 与常规多胞RMPC控
制器的仿真比较验证了本方法的性能,通过仿真分析
了勒让德多项式阶次对控制性能的影响.

预预预备备备知知知识识识:

定定定义义义 1[16] 一类关于SOS的多项式集合表示为∑
[x] := {β(x)|β(x)=

∑
i

ρ2i (x), i = 1, 2, · · · },其中

β(x)和ρi(x)均是关于x的多项式. 若有β(x) ∈
∑

[x],
则β(x) > 0, ∀x ∈ Rn.

引引引理理理 1[17] 给定多项式β0(x), · · · , βN(x),如果
存在N个辅助多项式s1(x), · · · , sN(x) ∈

∑
[x],能够

使得β0(x)−
N∑
i=1

si(x)βi(x) ∈
∑

[x],则对于任意x ∈

µ = {x|βi(x) > 0, i = 1, · · · , N},都有β0(x) > 0成

立.

2 模模模型型型及及及问问问题题题描描描述述述(Model and problem form-
ulation)
考虑如下带有不确定参数的SISO仿射非线性系

统[6]:

ẋ = a(x, p) + b(x, p)u,

y = h(x, p),
(1)

其中: x = [x1 x2 · · · xn]是系统的状态; p为不确定

参数,其标称值为p0,且p ∈ Γ , Γ为p的紧集; u为控制
输入. 对于系统(1),考虑u具有如下非线性特性:

u=sat(ε, umin, umax)=


umax, ε > umax,

ε, umin < ε < umax,

umin, ε 6 umin,

sat(·)为饱和函数, ε为所设计的控制律, umax, umin分

别是控制输入u的上、下限定值约束.

对于系统(1),给出以下假设[1, 18]:

假假假设设设 1 系统(1)的相对阶为n,与系统状态维数
相同.

假假假设设设 2 对于状态x和不确定参数p ∈ Γ ,函数
a(x, p), b(x, p), h(x, p)均是足够光滑的.

假假假设设设 3 状态x和输出y都是可测量的,且对于
p ∈ Γ ,有下式成立:

LbL
r
ah(x, p) = 0, r = 0, 1, · · · , n− 2,

LbL
n−1
a h(x, p) ̸= 0,

其中: Lr
ah(x, p)是h(x, p)沿a(x, p)的 r阶李导数,

LbL
r
ah(x, p)是L

r
ah(x, p)沿b(x, p)的李导数.

在不考虑输入饱和的前提下,基于假设1−3,非线
性系统(1)存在以下微分同胚映射:

z = T (x, p) =


h(x, p)

Lah(x, p)
...

Ln−1
a h(x, p)

 .
由此,系统(1)可转化为以下形式:

ż1 = z2,
...

żn = Ln
ah(x, p) + LbL

n−1
a h(x, p)u.

(2)

为使表达简便,令G1(x, p) = LbL
n−1
a h(x, p),

F1(x, p) = Ln
ah(x, p),相应标称形式为G0(x, p0) =

LbL
n−1
a h(x, p0)和F0(x, p0) = Ln

ah(x, p0). 根据假
设3可知, G0(x, p0)一定可逆,于是给出如下定义:

∆1 = F1(x, p)− F0(x, p0),

∆2 = (G1(x, p)−G0(x, p0))G
−1
0 (x, p0),

F1(x, p) = F0(x, p0) +∆1,

G1(x, p) = (1+∆2)G0(x, p0).
(3)

对于转化后的系统(2),令

żn = F1(x, p) +G1(x, p)u=v, (4)

v表示参数不确定下的虚拟控制输入. 因不确定参数
的存在,可能会导致系统(1)无法精确线性化[18],为此,
将控制输入u表示为以下形式:

u = G−1
0 (x, p0)(−F0(x, p0) + v0) =
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−Ln
ah(x, p0) + v0

LbLn−1
a h(x, p0)

, (5)

v0表示系统(2)在标称条件下的虚拟控制量. 将式(5)
代入式(4)中,可得

żn = v = (1+∆2)v0+∆1 −∆2F0(x, p0). (6)

由式(6)可知,系统(2)将包含复杂的不确定项,为此结
合式(6),将系统(2)建立以z = [z1, z2, · · · , zn]T为状
态向量的LPV模型[8],即

ż(t) = Acz(t) +Bc(δB(t))v0(t) +

Dc(δD(t))w(t), (7)

Ac=


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . . 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

 .

参数矩阵Bc(δB(t)), Dc(δD(t))为如下的仿射形式:

Bc(δB(t)) = (1 +∆2)B
∗
0 ,

Dc(δD(t)) = D∗
0 − F0(x, p0)D

∗
1,

B∗
0 =


0

0
...
0

1

 , D
∗
0 =


0 0

0 0
...

...
0 0

1 0

 , D
∗
1 =


0 0

0 0
...

...
0 0

0 1

 ,

δB = 1 +∆2, δD = −F0(x, p0), ∆2和−F0(x, p0)为

关于原系统状态x和参数p的仿射参数, w(t) = [∆1,

∆2]
T为参数p经反馈线性化后得到的扰动项,标称虚

拟控制v0为式(7)的控制输入.

选定合适的状态域Ωz,使得z ∈ Ωz. 通过非线性
优化可以得到∆1,∆2, F0(x, p0)的上、下界值,分别
表示为∆+

1 ,∆
−
1 ,∆

+
2 ,∆

−
2 , F

+
0 , F

−
0 ,则由此可知δB(t),

δD(t)和w(t)都是有界的,记为δB
− 6 δB(t) 6 δB

+和

δD
− 6 δD(t)6 δD

+. 令B1
c =Bc(δ

−
B ), B

2
c =Bc(δ

+
B ),

D1
c = Dc(δ

−
D), D

2
c = Dc(δ

+
D)分别表示模型不确定参

数所对应凸包的顶点,则一定存在参数lj(t), αm(t),

且0 6 lj(t) 6 1,
2∑

j=1

lj(t) = 1, j = 1, 2, 0 6 αm(t)

6 1,
2∑

m=1

αm(t) = 1,m = 1, 2,使得上述两个参数矩

阵满足以下加权形式:

Bc(δB(t)) =
2∑

j=1

lj(t)B
j
c ,

Dc(δD(t)) =
2∑

m=1

αm(t)D
m
c .

(8)

因此,本文针对模型(7)和(8)来求解v0,进而根据式
(5),获得真实控制量u. 在此,对于标称虚拟控制输入

采用状态反馈形式,即v0 = k(z).

然而由于实际控制输入u存在饱和约束限制,为保
证闭环系统的稳定性,将式(5)表示为饱和形式u =

sat(
−Ln

ah(x, p0) + k(z)

LbLn−1
a h(x, p0)

, umin, umax ). 为了在该条

件下设计v0,首先引入引理2.

引引引理理理 2[6] 给定非线性系统(1)和假设1−3,所有
x ∈ gx, gx包含原点,在微分同胚映射z = T (x, p)下,
将式(1)进行反馈线性化. 假设有umin < 0 < umax,

LbL
n−1
a h(x, p) > 0,则对于∀x ∈ fx ∩ gx, fx = {x ∈

Rn|v0min(T (x, p0)) < 0, v0max(T (x, p0))>0},以下
两种表达式等价:

i) u = sat(
−Ln

ah(x, p0) + k(z)

LbLn−1
a h(x, p0)

, umin, umax),

ii) v0 = sat(k(z), v0min(z),v0max(z)),

其中:

v0min(z) = uminLbL
n−1
a h(x, p0) + Ln

ah(x, p0),

v0max(z) = umaxLbL
n−1
a h(x, p0) + Ln

ah(x, p0).

根据z = T (x, p),定义fx, gx对应的域为

fz = {z ∈ Rn|z = T (x, p0), x ∈ fx},
gz = {z ∈ Rn|z = T (x, p0), x ∈ gx}.

等价表达式ii)成功地将实际输入的饱和限制条件
转移到虚拟控制输入上,构成状态依赖输入饱和函数
形式,从而使得系统(7)成为带有有界扰动和状态依赖
输入饱和的多胞LPV系统.

3 SOS–RMPC控控控制制制器器器设设设计计计(SOS–RMPC con-
troller design)
在进行RMPC控制器设计之前,首先将多胞系统

(7)离散化. 为统一描述, Bc(l(t)), Dc(α(t))分别代替

Bc(δB(t))和Dc(δD(t))，B1, B2与D1, D2代替凸包

顶点B1
c , B

2
c和D

1
c , D

2
c . 由此得到如下离散模型[19]:

z(k+1)=Az(k)+B(l(k))v0(k)+D(α(k))w(k),

(9)

B(l(k)) ∈ ΩB = CO{B1, B2},
D(α(k)) ∈ ΩD = CO{D1, D2},
w(k) ∈ Ωw = CO{[∆−

1 ,∆
−
2 ]

T, [∆−
1 ,∆

+
2 ]

T,

[∆+
1 , ∆

−
2 ]

T, [∆+
1 ,∆

+
2 ]

T},

其中ΩB, ΩD分别表示为离散后的参数矩阵B(l(k))

和D(α(k))对应顶点所构成的凸包,即

B(l(k)) =
2∑

j=1

lj(k)Bj,

D(α(k)) =
2∑

m=1

αm(k)Dm,
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2∑

j=1

lj(k) = 1, 0 6 lj(k) 6 1, j = 1, 2,

2∑
m=1

αm(k) = 1, 0 6 αm(k) 6 1, m = 1, 2,

Ωw表示扰动顶点ws, s = 1, · · · , 4构成的凸包.

对于模型(9),结合引理2中状态依赖输入饱和要
求ii),本文采用SOS技术和范数有界定理[19]来设

计SOS–RMPC控制器. 首先给出不变集的概念:

定定定义义义 2[13] 对于正定集合Z,若系统(9)当前时刻
状态z(k|k)∈Z,且在k+i时刻,对于任意B(l(k+ i))

∈ ΩB, D(α(k + i)) ∈ ΩD, w(k + i) ∈ Ωw, i > 0,

所有可能的预测状态z(k + i|k)都有z(k + i|k) ∈ Z,
则集合Z称为系统(9)的不变集.

取Z = {z(k + i|k)|z(k + i|k)TPz(k + i|k) 6
γ, i > 0, γ > 0}作为系统不变集, P为镇定矩阵. 则
在k时刻,形成优化问题1保证系统稳定性.

优优优化化化问问问题题题1[13]:

min max
B(l(k+i))∈ΩB

D(α(k+i))∈ΩD

w(k+i)∈Ωw

J∞(k) =
∞∑
i=0

[||zn(k + i|k)||2L +

||v0(k + i|k)||2R],
s.t. ||z(k)||2P 6 γ, z(k) = zn(k|k) = z(k|k), (10)

||zn(k + i+ 1|k)||2P − ||zn(k + i|k)||2P 6
− ||zn(k + i|k)||2L − ||v0(k + i|k)||2R, (11)

||z(k + i+ 1|k)||2P 6 γ, (12)

其中: L,R为正定的加权矩阵, z(k|k)表示系统当前k
时刻所对应的状态; zn(k+ i+1|k)=Azn(k+ i|k)+
B(l(k + i))v0(k + i|k)代表无扰动影响的预测状态;
z(k+i+1|k)=Az(k+i|k)+B(l(k+i))v0(k+i|k)+
D(α(k + i))w(k + i)为受扰动影响的预测状态,式
(10)表示关于当前状态的不变集;式(11)表示无扰动
预测状态的Lyapunov函数递减,保证了系统状态的收
敛;而式(12)则保证受扰动影响的预测状态也同样保
持在上述不变集内.由此,闭环系统稳定.

为解决问题ii),将v0定义为如下形式:

v0 = sat(k(z), v0min(z), v0max(z)) =

(1− λ)Hz + λKz, λ ∈ [0, 1], z ∈ Z, (13)

其中: K为实际状态反馈矩阵, H为辅助反馈矩阵,且
满足v0min(z) 6 Hz 6 v0max(z), λ为反馈矩阵加权
系数, λ ∈ [0, 1]. 应用SOS技术,通过建立多项式凸优
化问题来获取满足上述约束条件的矩阵H . 首先,假
设v0min(z), v0max(z)是z的多项式,给出引理3.

引引引理理理 3[6] 假设有对称矩阵Q ∈ Sn, Q > 0,令
P = γQ−1,辅助状态反馈律Hz=YhQ

−1z,集合D=

{z|ψ(z) > 0} ⊃ {z|zTQ−1z 6 1},且 对 于∀z ∈ D,
v0max(z) ̸= 0. 若有多项式s1(z) ∈

∑
[z],使得[

v20max(z)− ψ(z)s1(z) ∗
QHT Q

]
∈

n+1∑
[z]

成立,则对于z ∈ Z = {z|zTQ−1z 6 1}都有|Hz| 6
|v0max(z)|成立,其中“*”代表矩阵对称项的转置.

同理利用引理3也可保证|Hz| 6 |v0min(z)|,则有
|Hz| 6 min{|v0min(z)|, |v0max(z)|},使得辅助反馈
矩阵H在给定的范围内满足状态依赖饱和约束.

针对优化问题1和控制律(13),给出定理1.

定定定理理理 1 对于模型(9)和状态依赖输入饱和ii),当
前状态 z(k|k),选取合适的参数 θ,正定矩阵L,R, Ψ

和集合Φ = {z|ψ(z) = zTΨz 6 1}, Φ ⊂ fz ∩ gz,且
v0min(z)和v0max(z)均为多项式. 若存在对称矩阵Q
∈ Sn, Q > 0,矩阵Yk, Yh ∈ Rn,辅助多项式 s1(z),

s2(z) ∈
∑

[z] ,满足优化问题2,则控制器(13)可使闭
环系统在输入饱和限制下稳定.

优优优化化化问问问题题题 2:

min
γ,Yh,Yk,Q

γ,

s.t. Q > 0, (14)[
1 ∗

z(k|k) Q

]
> 0, (15)

Q

AQ+BjYk

L1/2Q

R1/2Yk

∗
Q

0

0

∗
∗
γI

0

∗
∗
∗
γI

 > 0, j = 1, 2,

(16)
Q

AQ+BjYh

L1/2Q

R1/2Yh

∗
Q

0

0

∗
∗
γI

0

∗
∗
∗
γI

 > 0, j = 1, 2,

(17)[
θQ ∗

AQ+BjYk Q

]
> 0, j = 1, 2, (18)[

θQ ∗
AQ+BjYh Q

]
> 0, j = 1, 2, (19)[

ξ ∗
Dmws Q

]
> 0, m = 1, 2, s = 1, 2, 3, 4,

(20)

Q− Ψ−1 < 0, (21)[
v20max(z)− ψ(z)s1(z) ∗

Y T
h Q

]
∈

n+1∑
[z], (22)
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v20min(z)− ψ(z)s2(z) ∗

Y T
h Q

]
∈

n+1∑
[z], (23)

其中: K = YkQ
−1, H = YhQ

−1, P = γQ−1.

证证证 为使闭环系统稳定,期望zn(∞|0) = 0,由此
将式(11)从i=0到i=∞进行累加,则有J∞(k)6γ成
立,因此形成优化问题2的优化目标.

经Schur补定理,约束条件(10)可转化为式(15). 同
理,结合饱和控制律(13),在凸包顶点处,不等式约束
(11)经Schur补定理可得到[11]:

Q

AQ+BjU

L1/2Q

R1/2U

∗
Q

0

0

∗
∗
γI

0

∗
∗
∗
γI

>0, j=1, 2, (24)

其中U = (1− λ)Yh + λYk. 将式(24)分解为式(25)−
(26):

λ


Q

AQ+BjYk

L1/2Q

R1/2Yk

∗
Q

0

0

∗
∗
γI

0

∗
∗
∗
γI

 > 0, j = 1, 2, (25)

(1− λ)


Q

AQ+BjYh

L1/2Q

R1/2Yh

∗
Q

0

0

∗
∗
γI

0

∗
∗
∗
γI

 > 0, j = 1, 2.

(26)

因有λ ∈ [0, 1],则式(25)−(26)等价于式(16)−(17),即
式(16)和式(17)可保证约束条件(11)成立.

在对抑制扰动的鲁棒约束条件(12)进行分析之前,
首先给出以下范数有界定理.

引引引理理理 4[19] 若矩阵M > 0,且是对称矩阵, a, b是
相应维数的向量. 则对于任意标量δ > 0,均有下式成
立:

(a+ b)
T
M (a+ b) 6

(1 + δ) aTMa+ (1 + 1/δ)bTMb.

在输入饱和控制律(13)下,应用范数有界定理,将
不等式(12)左边展开为

||(A+B(l(k + i))G)z(k + i|k) +
D(α(k + i))w(k + i)||2P /γ 6
(1 + δ1)||(A+B(l(k + i))G)z(k + i|k)||2P /γ +

(1 +
1

δ1
)||D(α(k + i))w(k + i)||2P /γ , (27)

其中

G = UQ−1 = (1− λ)H + λK.

现令

||(A+B(l(k + i))G)z(k + i|k)||2P /γ ,

||D(α(k + i))w(k + i)||2P /γ

的上界值分别表示为θ||z(k + i|k)||2P /γ与ξ,即

||(A+B(l(k + i))G)z(k + i|k)||2P /γ 6
θ||z(k + i|k)||2P /γ , (28)

||D(α(k + i))w(k + i)||2P /γ 6 ξ, (29)

其中θ为预先设定参数,且0 < θ < 1, ξ > 0. 若有

(1 + δ1)θ + (1 +
1

δ1
)ξ 6 1, (30)

则式(31)一定成立. 因此,式(27)−(30)共同保证约束
条件(12)成立,并由式(30)可得到 ξ的最大值为(1−√
θ)2.

(1+δ1)θz(k + i|k)TP
γ
z(k + i|k)+(1+

1

δ1
)ξ61.

(31)

在凸包顶点处,式(28)−(29)应用Schur补定理可
得[

θQ−1 ∗
Q−1(A+BjUQ

−1) Q−1

]
> 0, j = 1, 2, (32)[

ξ ∗
Q−1Dmws Q−1

]
> 0, m = 1, 2, s = 1, 2, 3, 4.

(33)

将式(32)左乘和右乘矩阵diag{Q,Q},可得[
θQ ∗

(AQ+BjU) Q

]
> 0, j = 1, 2. (34)

同理,由于U = (1−λ)Yh +λYk,则式(34)和式(18)−
(19)等价. 式(33)左乘和右乘diag{I,Q},即可得到式
(20),因此约束条件(12)可由式(18)−(20)实现.

式(21)保证了引理3中Φ = {z|ψ(z) = zTΨz 6
1} ⊃ {z|zTQ−1z 6 1}的成立. 式(22)−(23)共同保
证了辅助反馈矩阵H满足引理3给定的饱和约束.

因此,在满足给定条件下,状态依赖输入饱和下的
优化问题1是可以通过优化问题2来求解的,且若k时
刻存在可行解,则该解对于k + i, i > 0时刻仍是可行

的[11],即可保证闭环系统稳定. 证毕.

对于以上控制器的求解,假设v0max, v0min是多项

式形式,然而实际系统大部分不能满足. 因此,本文利
用勒让德多项式近似方法[20]得到v0max, v0min的多项

式表达式,具体过程参考文献[6].

4 仿仿仿真真真(Simulation)
考虑如下一个柔性单连杆机械臂系统[6, 21]:
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ẋ1 = x2,

ẋ2 = −e1 sin x1 − e2(x1 − x3),

ẋ3 = x4,

ẋ4 = e3(x1 − x3) + e4u,

y = x1.

不考虑阻尼.其中: x1为连杆转过的角度, x2为连杆

角速度, x3为电机旋转角度, x4为电机角速度,控制输
入u为电机转矩,其饱和边界为umax = −umin = 20.
由于建模过程中存在测量,计算误差以及未建模动态
等因素,因此模型参数e1, e2, e3, e4均存在不同程度摄
动,其标称值分别为e10 = e20 = e30 = e40 = 1,而实
际值为e1 = e10(1±20%), e2 = e20(1±20%), e3 =

e30(1± 5%), e4 = e40(1± 5%), y为输出,模型相对
阶为4. 系统初始状态为x = [π/4, 0, π/2, 0]T,要求使
机械臂连杆由初始角度转动到0度位置.
由于该系统满足假设1−3等反馈线性化条件,因

此,首先对该系统进行反馈线性化,有

ż1 = z2,

ż2 = z3,

ż3 = z4,

ż4 = −(e1 cos z1 + e2 + e3)z3+

e1(z
2
2 − e3) sin z1 + e2e4u.

根据第2节内容，经非线性优化可得不确定项的
变化范围分别为F0 = [−3.6372, 0.8226], ∆1 =

[−0.6186, 0.0765], ∆2=[−0.24, 0.26]. 则根据引理2
可得到标称系统下状态依赖输入饱和的表达式:

v0min(z) = umin − (cos z1 + 2)z3+

(z22 − 1) sin z1,

v0max(z) = umax − (cos z1 + 2)z3+

(z22 − 1) sin z1.

由于v0min(z), v0max(z)是非多项式的,因此为了应用
平方和(sum of squares, SOS)技术,分别对函数sin z1,

cos z1进行三阶、四阶勒让德多项式近似,并求解近
似误差,可得到

v̄0min(z) =

−2z3 − z3(0.026z
4
1 − 0.452z21 + 0.978) +

(0.857z1 − 0.093z31)(z
2
2 − 1)− 17.703,

v̄0max(z) =

−2z3 − z3(0.026z
4
1 − 0.452z21 + 0.978) +

(0.857z1 − 0.093z31)(z
2
2 − 1) + 17.703.

然后,对模型进行离散化,设计平方和鲁棒模型预测
控 制 器 (sum of squares-robust model predictive con-
trol, SOS–RMPC),选取集合Ψ = diag{π, π, π, π}以
及合适的参数θ,矩阵L,R. 为验证SOS–RMPC的有
效性,将其在饱和约束下的控制性能,分别与两种情
况下的常规无约束多胞RMPC控制器[13](即控制器后

有输入硬限幅和无限幅)进行仿真比较,如图1−5所
示. 并为探究勒让德多项式近似阶次对控制器控制性
能的影响,将sin z1, cos z1分别取二阶、三阶和四阶、

五阶勒让德多项式近似,仿真对比如图6−10所示.

图 1 输入u

Fig. 1 Input u

图 2 状态x1

Fig. 2 State x1

图 3 状态x2

Fig. 3 State x2

图 4 状态x3

Fig. 4 State x3

图 5 状态x4

Fig. 5 State x4
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图 6 输入u

Fig. 6 Input u

图 7 状态x1

Fig. 7 State x1

图 8 状态x2

Fig. 8 State x2

图 9 状态x3

Fig. 9 State x3

图 10 状态x4

Fig. 10 State x4

如图1−5所示,在模型参数不确定的影响下, SOS
–RMPC和有输入限幅的常规RMPC控制器均能保证
输入u满足饱和限制,并使系统稳定. 但后者在初始时

间段(约为0.15 s)内,由于硬限幅的作用,输入一直保
持在饱和边界值上,且饱和之后输入变化程度较大,
使部分状态变化发生震荡;而SOS–RMPC的控制输入
不但在饱和边界值停留时间极短(约0.02 s),有利于实
际系统执行机构的保护,而且能使系统比较平稳地到
达稳态. 虽然无输入限幅的常规RMPC控制器明显缩
短了调整时间,但输入严重超过了约束范围.由此说
明,本文提出的控制方法在输入饱和条件下是有效的,
并具有良好的鲁棒性.

从图6−10可以看出, 3种不同阶次勒让德多项式
近似得到的控制器均能保证系统鲁棒稳定,但当取二
阶、三阶近似时,连杆及电机角度动态调整时间略长,
状态收敛较慢;当取三阶、四阶近似时,角度动态则较
快达到稳态;而再提高近似阶次,即四阶、五阶时,控
制性能改变不大.这说明,当勒让德多项式近似阶次
较低,近似误差较大时,控制性能相对较差,系统动态
过程时间较长;提高近似阶次后,系统收敛较快,控制
性能明显改善;但当达到一定近似误差范围内后,多
项式近似阶次对控制器性能影响不大.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文将一类带有参数不确定以及输入饱和的SISO

仿射非线性系统转化为具有有界扰动以及状态依赖

输入饱和的多胞LPV系统,并由此设计了SOS–RMPC
控制器. 在控制器设计中,范数有界定理的应用保证
了系统状态在扰动下的有界性,勒让德多项式近似和
SOS技术则用于构建凸优化问题来获得实际和辅助反
馈控制律,从而保证了闭环系统在输入饱和限制条件
下的鲁棒稳定性. 本文所提出的方法,相较于常规多
胞RMPC控制器,在输入饱和限制下具有更好的稳定
性,为带有输入饱和的复杂非线性系统发展,提供了
新的研究思路.
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