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摘要:针对机器人的姿态角难以精确测量的困难,本文研究基于位置测量的轮式移动机器人的轨迹跟踪问题.首
先提出一种利用机器人的位置信息估计其姿态角的降维状态观测器,当机器人的线速度严格大于零时,可保证姿态
角观测误差的指数收敛. 然后给出一种新的状态反馈轨迹跟踪控制律,当参考轨迹满足一定的激励条件时,可以保
证机器人的线速度严格大于零且跟踪误差全局渐近收敛. 进一步结合姿态角观测器和状态反馈控制律,得到一种
输出反馈轨迹跟踪控制算法. 理论分析表明,当参考轨迹满足一定的激励条件时,所提出的输出反馈控制算法可以
保证跟踪误差的全局渐近收敛. 最后对所提出的姿态角观测器、状态反馈和输出反馈轨迹跟踪控制算法进行了仿
真验证,证实了算法的有效性,并且当存在位置测量误差时,所提出的输出反馈轨迹跟踪控制算法仍可以保证机器
人对参考轨迹的实际跟踪.
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Output feedback trajectory tracking control of
wheeled mobile robots with position measurements

YAN Li-xia, MA Bao-li†

(School of Automation Science and Electrical Engineering, Beihang University, Beijing 100191, China)

Abstract: To cope with the difficulty in posture angle measurement of wheeled mobile robots (WMRs), we investigate
the trajectory tracking control problem with only position measurements in this work. Firstly, a reduced-order state observer
for posture angle is designed using position information, ensuring exponential convergence of the observing error provided
that the linear velocity of the robot keeps strictly positive. Under certain excitation conditions of the reference trajectory,
we then propose a trajectory tracking control law using state feedback approach, guaranteeing the linear velocity of the
robot strictly positive and the tracking errors globally convergent to zero. The proposed observer and state feedback control
law are further combined to obtain the output feedback trajectory tracking control law. Theoretical analysis shows that,
under certain excitation conditions of the reference trajectory, the obtained output feedback control law ensures that the
tracking errors globally asymptotically tend to zero. Finally, numerical simulations are carried out to validate the proposed
schemes, showing that the posture observer, the state and output feedback trajectory tracking control laws are all effective,
and furthermore, the output feedback tracking control law can still achieve practical tracking of the reference trajectory in
the presence of position measurement errors.
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1 引引引言言言(Introduction)
轮式移动机器人 (wheeled mobile robots, WMRs)

的理想模型形式简单且受纯滚动约束,是一种典型的
非完整系统.对WMRs的研究主要考虑定点镇定、路
径跟踪和轨迹跟踪这 3类控制问题[1]. 因不满足
Brockett必要条件,无法设计时不变连续光滑控制律
解决WMRs的镇定问题[2]. 针对WMRs的轨迹跟踪控
制问题,文献[3]提出一种利用反步法设计的一致渐近

稳定控制律,并应用于WMRs轨迹跟踪,类似方法可
参见文献[4–5]. 文献[6]利用动态反馈线性化方法,提
出一种局部渐近稳定的轨迹跟踪控制律.文献[7]针对
参数不确定轮式移动机器人给出一种统一控制器设

计方法,可实现对任意期望轨迹的实际跟踪.

在实际控制过程中,需要对WMRs的状态进行测
量,其中针对姿态角的常见测量方法有: 1)航迹推算,
以数字芯片为核心,利用光电编码器等设备测量轮速,
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通过累积求和,获得机器人姿态. 因存在积累误差,此
方法不利于长时间运行[8–10]. 2)捷联惯导,将陀螺仪
和加速度计等器件集为一体,设计组合滤波器获取姿
态角,但惯性器件对温度敏感,存在温漂和随机误差,
滤波器调节比较复杂[11–12],尽管利用如文献[13]采用
的光纤陀螺仪可以避免陀螺仪温漂等问题,但成本过
高. 3)图像处理技术,利用高速摄像头识别机器人位
置和标志点,再估计运动姿态角,此种技术处理速度
快,执行系统与位姿采集系统可相互独立,但图像技
术成本高,位置测量误差较大[5, 14–15].
考虑到上述硬件问题,可针对WMRs的姿态角及

相关变量设计状态观测器,再结合状态反馈控制律构
造输出反馈控制律.输出反馈系统的稳定性分析可采
用级联系统理论. Pantelay等学者对级联系统进行了
细致研究,关于级联系统的一般形式和闭环系统一致
渐近稳定对增长率的限制条件等结果可参见文献

[16–19]. 文献[20]针对WMRs位置误差和姿态误差,
提出一种全维状态观测器,提出的输出反馈控制律可
保证轨迹跟踪误差局部渐近收敛. 文献[21]在车体坐
标系下,分别针对位置误差及姿态角误差构造状态观
测器,提出一种局部指数稳定轨迹跟踪控制律.文
献[22]提出一种针对姿态角误差的降维状态观测器,
构造的输出反馈控制律可保证闭环系统局部渐近稳

定. 文献[23]考虑利用图像技术获取WMRs位置信息
的情况,提出一种针对姿态角的观测器和一种局部渐
近稳定输出反馈控制律.文献[23]假定机器人本体与
两个固定信标之间的相对角度可测量,针对WMRs
的位置和姿态角,提出一种全维状态观测器,文献[24]
以文献[25]为基础,针对机器人的姿态角,提出一种降
维状态观测器,这两篇文章给出的输出反馈控制律均
可应用于WMRs局部路径跟踪,但都缺少对闭环系统
稳定性的理论分析.文献[26]以不变流形原理[27]为基

础,提出针对姿态角正余弦函数值的指数状态观测器,
提出的输出反馈控制律解决局部轨迹跟踪问题.文
献[28]假定机器人运动线速度为常数,提出一种利用
位置信息估计姿态角的观测器并构造输出反馈控制

律实现路径跟踪误差的局部指数收敛.

上述关于WMRs的输出反馈控制存在缺陷,没能
得到全局性的结果或仅解决路径跟踪问题.本文针对
这些不足,同时考虑到实际情况下,测量WMRs的位
置信息可利用RFID技术[29]等低成本方法,提出一种
利用位置信息估计姿态角的降维状态观测器,然后构
造一种全局状态反馈轨迹跟踪控制律.最后结合所设
计的姿态角观测器和所提出的状态反馈控制律,得到
一种基于位置输出的轨迹跟踪控制律.理论分析和仿
真结果均验证了控制律的有效性. 与文献[23]提出的
基于位置信息的轨迹跟踪控制律相比,本文提出的控
制律无切换过程,对机器人运行速度有限幅机制,控

制器及状态观测器均不包含机器人的加速度.另外,
与文献[28]提出的基于位置测量信息的路径跟踪控制
律相比,本文所提出的姿态角观测器放松了机器人线
速度为正常数的条件,仅要求线速度为大于零的时变
函数,适用范围更广;此外,文献[28]提出的输出反馈
控制律仅可保证路径跟踪误差局部收敛到零,而本文
所提出的输出反馈控制律可保证轨迹跟踪误差全局

收敛到零. 并且仿真结果表明,当存在定位噪声时,本
文提出的轨迹跟踪算法仍然有效.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formation)
WMRs的一种简化运动学模型可表示为[28]

ẋ = v cos θ, ẏ = v sin θ, θ̇ = ω, (1)

其中: (x, y)与θ分别表示机器人在惯性坐标系下的
位置和姿态角, v和ω分别表示机器人的运动线速度和

角速度,同时也是系统(1)的控制输入.
考虑轮式移动机器人的轨迹跟踪问题,设光滑参

考位置轨迹为Pr = (xr(t), yr(t)).

假假假 设设设 1 (xr(t), yr(t), ẋr(t), ẏr(t))为 已 知 量,
(ẍr(t), ÿr(t))有界,运动线速度vr=

√
ẋ2
r + ẏ2

r正向有

界,即存在正常数vrM和vrm,满足

vrM > vr(t) > vrm > 0. (2)

假假假设设设 2 机器人的位置信息(x, y)为量测输出,
可由RFID标签技术或其他方法测得,速度(v, ω)为控

制输入,由光电编码器测得,姿态角θ不可测.

在假设1–2下,本文研究的输出反馈轨迹跟踪控制
问题为:设计动态输出反馈控制律(v(t), ω(t)).

˙̂z =Φ(x, y, v, ω, ẑ),

v =F1(x, y, xr, yr, ẋr, ẏr, ẍr, ÿr, ẑ),

ω=F2(x, y, xr, yr, ẋr, ẏr, ẍr, ÿr, ẑ),

(3)

使得轨迹跟踪误差(x− xr, y − yr)渐近收敛到零,其
中ẑ为动态辅助变量, (F1, F2,Φ)为连续非线性函数.

3 观观观测测测器器器设设设计计计(Observer design)
本节基于机器人运动学模型(1)设计降维状态观测

器实现对机器人姿态角的估计.考虑状态变换

z1 = x, z2 = y, z3 = cos θ, z4 = sin θ, (4)

结合假设2,可知(z1, z2)是可被直接测量的状态,相
应的(z3, z4)是需要估计的状态.

假假假设设设 3 vM > v(t) > vm > 0,其中vM, vm为正

常数.
定定定理理理 1 在假设2–3下,针对轮式移动机器人系

统(1),关于(z3, z4)的一个渐近指数状态观测器为
ς̇3 =−ẑ4ω − Lẑ3v,

ς̇4 = ẑ3ω − Lẑ4v,

ẑ3 = ς3 + Lz1,

ẑ4 = ς4 + Lz2,

(5)
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其中: (ς3, ς4)为观测器的状态变量, (ẑ3, ẑ4)分别为
(z3, z4)的观测值,常数L > 0.

注注注 1 指数状态观测器可保证观测误差指数收敛到

零[28].

证证证 分别对z1, z2, z3, z4求导可得

ż1 = z3v, ż2 = z4v,

ż3 = −z4ω, ż4 = z3ω.
(6)

定义观测误差为

e3 = z3 − ẑ3,

e4 = z4 − ẑ4,
(7)

对e3, e4关于时间求导数并将式(5)代入可得{
ė3 = ż3 − ˙̂z3 =−e4ω − Le3v,

ė4 = ż4 − ˙̂z4 = e3ω − Le4v.
(8)

考虑非负函数Vo=
1

2
(e23 + e24),对Vo关于时间求导并

将式(8)代入可得

V̇o = −L(e23 + e24)v 6 −2vmLVo, (9)

那么Vo(t) 6 Vo(0)e
−2vmLt,即

∥(e3, e4)∥2 6 ∥(e3(0), e4(0))∥2e
−vmLt. (10)

由于vm>0, L>0,因此(e3, e4)渐近指数趋于零,即
式(5)是关于(z3, z4)的渐近指数状态观测器.
由式(10)知(ẑ3, ẑ4)指数趋近于(cos θ, sin θ),因此

姿态角θ在区间(−π, π]内的估计值为

θ̂ = arctan 2(ẑ4, ẑ3). (11)

4 状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制 (State feedback trajectory
tracking control)
因为诸多现有的状态反馈控制律不满足假设3,导

致观测器(5)不可用. 因此本节针对系统(1)的状态反
馈轨迹跟踪问题描述为:在假设1下,设计满足假设3
的(v(t), ω(t)):{

v =F1(x, y, ω, xr, yr, ẋr, ẏr, ẍr, ÿr, θ),

ω=F2(x, y, v, xr, yr, ẋr, ẏr, ẍr, ÿr, θ),
(12)

使得 lim
t→∞

(x− xr) = 0, lim
t→∞

(y − yr) = 0.

定义位置跟踪误差为

ζ1 = x− xr, ζ2 = y − yr. (13)

定定定理理理 2 若假设1成立,则状态反馈控制律 v =

√
(ẋr − f1(ζ1))

2
+ (ẏr − f2(ζ2))

2
,

ω= θ̇∗−k3ζ3−vζ1g1(θ, θ
∗)− vζ2g2(θ, θ

∗)

(14)

可保证位置跟踪误差(ζ1, ζ2)渐近收敛且假设3成立.

其中: 

f1 = k1 arctan ζ1, f2 = k2 arctan ζ2,

cos θ∗ =
ẋr − f1

v
, sin θ∗ =

ẏr − f2
v

,

θ∗ = arctan 2(sin θ∗, cos θ∗),

ζ3 = θ − θ∗,

θ̇∗ =
1

v2
[ÿr(ẋr − f1)− ẍr(ẏr − f2)]−

1

v2
[(ẋr − f1)ḟ2 − (ẏr − f2)ḟ1],

g1(a, b) =


cos a− cos b

a− b
, a ̸= b,

− sin
a+ b

2
, a = b,

g2(a, b) =


sin a− sin b

a− b
, a ̸= b,

cos
a+ b

2
, a = b.

同时, k1, k2, k3为控制律参数,满足k1 > 0, k2 > 0, k3 > 0,

k2
1 + k2

2 6 γ2 4

π2
v2r , 0 < γ < 1.

(15)

注注注 2 函数gi(i = 1, 2)在a = b处连续且满足

|gi(a+∆a, b)− gi(a, b)| 6 2sat(|a|), (16)

其中sat(a) =

{
a, |a| 6 1

sgn a, |a| > 1
,证明见附录.

证证证 首先由控制律的表达式(14)验证假设3成立,
将v展开并作适当运算有

v =

√√√√v2r + f2
1 + f2

2 − 2 [ẋr, ẏr]

[
f1
f2

]
. (17)

此外,在以下的推导中用到由假设1推导而得的恒等
式vr =

√
ẋ2
r + ẏ2

r = ∥[ẋr, ẏr]∥2. 利用向量点乘不等
式可得

[ẋr, ẏr]

[
f1
f2

]
6 ∥[ẋr, ẏr]∥2∥

[
f1
f2

]
∥2, (18a)

[ẋr, ẏr]

[
f1
f2

]
> −∥[ẋr, ẏr]∥2∥

[
f1
f2

]
∥2. (18b)

结合式(18a)和式(17)可得

v >
√
v2r + f2

1 + f2
2 − 2vr

√
f2
1 + f2

2 =√
(vr −

√
f2
1 + f2

2 )
2

. (19)

基于 (f1, f2)的表达式和 |arctan ζi| 6
π

2
,并利用式

(15),可知
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f2
1 + f2

2 6
√
(k2

1 + k2
2)(

π

2
)
2

6√
γ2

4

π2
v2rm(

π

2
)
2

= γvrm. (20)

由式(19)−(20)和假设1中的vr > vrm > 0可导出

v> vr − γvrm > (1− γ)vrm
∆
= vm > 0. (21)

同理,结合式(18b)及假设1中的vrM > vr > 0可以导

出

v 6 vr + γvrm 6 vrM + γvrm
∆
= vM, (22)

因此vM > v > vm > 0,即假设3成立.
记ζ=[ζ1 ζ2 ζ3]

T,求导并作适当运算可得
ζ̇1 =−f1 + v(cos θ − cos θ∗),

ζ̇2 =−f2 + v(sin θ − sin θ∗),

ζ̇3 =ω − θ̇∗.

(23)

针对系统(23),考虑正定函数V=
1

2
(ζ21 + ζ22 + ζ23 ),沿

系统(23)的解轨线对V求导得到

V̇ = ζ̇1ζ1 + ζ̇2ζ2 + ζ̇3ζ3 =

−ζ1f1 − ζ2f2 + (θ − θ∗)(ω − θ̇∗) +

vζ1(cos θ − cos θ∗) + vζ2(sin θ − sin θ∗).

(24)

将控制律(14)代入可得

V̇ = −ζ1f1 − ζ2f2 − k3ζ
2
3 < 0. (25)

所以V̇负定,结合V径向无穷大的性质,可知在全状态
反馈控制律(14)的作用下,系统(23)全局渐近稳定,因
此 lim

t→∞
ζi = 0(i = 1, 2, 3).

注注注 3 当 lim
t→∞

ζi = 0(i = 1, 2, 3)时, f1, f2 → 0,导致

cos θ∗ → ẋr
v

, sin θ∗ → ẏr
v

, θ → θ∗,这表明

θ → θ∗ → arctan 2(
ẏr
v
,
ẋr
v
), (26)

即机器人实际运动方向与参考轨迹的切线方向重合.

5 输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Output feedb-
ack trajectory tracking control and stability
analysis)
本节研究针对系统(1)的输出反馈轨迹跟踪控制问

题,利用ẑ3, ẑ4, θ̂分别代替状态反馈控制律(14)中的
cos θ, sin θ, θ,构成基于位置输出的轨迹跟踪控制律

v =

√
(ẋr − f1(ζ1))

2
+ (ẏr − f2(ζ2))

2
,

ω =
ˆ̇
θ∗ − k3ζ̂3 − vζ1g1(θ̂, θ

∗)−

vζ2g2(θ̂, θ
∗),

(27)

其中ζ̂3 = θ̂ − θ∗. 同时

ˆ̇
θ∗ =

1

v2
[ÿr(ẋr − f1)− ẍr(ẏr − f2)]−

1

v2
(ẋr − f1)

k2v

1 + ζ22
ẑ4 +

1

v2
(ẏr − f2)

k1v

1 + ζ21
ẑ3. (28)

定定定理理理 3 在控制律(27)的作用下,系统(23)的状
态有界且趋于零.

证证证 重新定义观测误差为
eθ = θ − θ̂,

ec =cos θ − ẑ3,

es = sin θ − ẑ4.

(29)

因为v和θ∗的表达式均不含θ,所以没有观测误差项.
考察观测误差对状态反馈控制律ω造成的改变,记

∆1 =
ˆ̇
θ∗ − θ̇∗, ∆2 = θ − θ̂,

∆3 = g1(θ, θ
∗)− g1(θ̂, θ

∗),

∆4 = g2(θ, θ
∗)− g2(θ̂, θ

∗).

(30)

计算可得

ω= θ̇∗ − k3ζ3 − vζ1g1(θ, θ
∗)−

vζ2g2(θ, θ
∗) +∆ = ωs +∆,

(31)

其中: ωs为上节给出的角速度状态反馈控制律,

∆ = ∆1 + k3∆2 + vζ1∆3 + vζ2∆4,

满足

∆ 6 |∆1|+ |k3∆2|+ |vζ1∆3|+ |vζ2∆4| . (32)

将控制律(27)代入式(23)可得
ζ̇1 = −f1 + v(cos θ − cos θ∗),

ζ̇2 = −f2 + v(sin θ − sin θ∗),

ζ̇3 = ωs − θ̇∗ +∆.

(33)

采用与定理2相同的V函数,按步骤验证闭环系统(33)
的稳定性.

步步步骤骤骤 1 证明V全局有界.
将式(27)代入V̇的表达式(24)可得

V̇ = −ζ1f1 − ζ2f2 − k3ζ
2
3 − ζ3∆ 6

− ζ1f1 − ζ2f2 − k3ζ
2
3+ |ζ3∆| .

(34)

记W = ζ1f1 + ζ2f2 + k3ζ
2
3 ,则

V̇ 6 −W+ |ζ3∆| . (35)

结合式(16),计算可得{
|∆1|6 k1|ec|+ k2|es|, |∆2| 6 |eθ| ,
|∆3|6 2 sat(|eθ|), |∆4| 6 2 sat(|eθ|),

(36)

所以
|∆|6 k1|ec|+ k2 |es|+ k3 |eθ|+

2vMsat(|eθ|) (|ζ1|+ |ζ2|) . (37)
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记E1, E2为{
E1 = (k1 |ec|+ k2 |es|+ k3 |eθ|) ,
E2 =4vMsat(|eθ|).

(38)

由于ec, es, eθ指数收敛到零,可知存在常数c1 > 0,

c2 > 0, λ1 > 0, λ2 > 0,使得{
E1 6

√
2c1e

−λ1t,

E2 6 c2e
−λ2t.

(39)

结合|ζi| 6
√
2V (i = 1, 2, 3),将式(35)化为

V̇ 6 −W + 2c1e
−λ1t

√
V + 2c2e

−λ2tV, (40)

因而

V̇ 62c1e
−λ1t

√
V + 2c2e

−λ2tV.

记M=
√
V ,则

D+M 6 c1e
−λ1t + c2e

−λ2tM. (41)

由比较原理可以得到

M 6 c1
λ1

ec2/λ2 ∆
= C, (42)

因此M(t)有界, V有界,即V ∈ L∞.

步步步骤骤骤 2 证明V趋于零.
记E(t)=2c1e

−λ1tC+2c2e
−λ2tC2,由式(40)可得

V̇ 6 −W + E, (43)

选取范数∥ζ∥ = ∥ζ∥2 =
√
ζ21 + ζ22 + ζ23 .

由于(V,W )全局正定且径向无界,所以存在κ∞函

数αi(∥ζ∥)(i = 1, 2, 3, 4)[30],满足{
α1(∥ζ∥)6W 6α2(∥ζ∥),
α3(∥ζ∥)6 V 6α4(∥ζ∥),

(44)

并可选取αi的具体形式为
α1(∥ζ∥) = ∥ζ∥ sat(∥ζ∥

2
),

α2(∥ζ∥) = kM∥ζ∥2,

α3(∥ζ∥) = α4(∥ζ∥) =
1

2
∥ζ∥2,

(45)

其中kM = max(k1, k2, k3). 计算可得αi的反函数为

α−1
1 =

{√
2α1(∥ζ∥), ∀α1(∥ζ∥) 6 2,

∥ζ∥ , ∀α1(∥ζ∥) > 2,

α−1
2 =

√
α2(∥ζ∥)

kM
,

α−1
3 = α−1

4 =
√
2α3(∥ζ∥).

(46)

取常数β满足0 < β < 1,由式(43)可得

V̇ 6 −(1− β)α1(∥ζ∥)− βα1(∥ζ∥)+E. (47)

由于E(t)指数收敛到零,因此对于任意小δ > 0,存在

时间T1,满足

E(t) 6 δ, t > T1, (48)

且当

V (t) > α4 ◦ α−1
1 (

δ

β
)=

1

2
[α−1

1 (
δ

β
)]2

时,使得−βα1(∥ζ∥) + E 6 0,导致

V̇ 6 −(1− β)α1(ξ) < 0, (49)

因此V最终一致有界,最终一致界为

V 6 α4 ◦ α−1
1 (

δ

β
) =

1

2
[α−1

1 (
δ

β
)]2. (50)

对于任意小ε>0,可选取δ=βα1(
√
2 ε). 由式(50)知

V 6 ε,即V的最终一致界为ε,因为ε可以任意小,因
此V趋于零,从而位置跟踪误差(ζ1, ζ2)趋于零.

6 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
本节对所得到的算法进行仿真验证,考虑假设1,

选取光滑“8”字形参考轨迹Pr为{
xr = h1 sin(2h2t),

yr = h1 sin(h2t),
t ∈ [0, T ] , (51)

其中[h1, h2] = [5, 0.02]. 计算可得

ẋr = 2h1h2 cos(2h2t), ẏr = h1h2 cos(h2t),

ẍr = −4h1h
2
2 sin(2h2t), ÿr = −h1h

2
2 sin(h2t),

vr = h1h2

√
4cos2(2h2t) + cos2(h2t),

θr = arctan 2(ẏr, ẋr).

(52)

注注注 4 调节h1即为调节“8”字形参考轨迹的范围,即

(xr, yr) ⊂ {(xr, yr) | −h1 6 xr 6 h1,−h1 6 yr 6 h1}.

同时,机器人的位置跟踪误差可表示为

Vt=

√
(x− xr)

2
+ (y − yr)

2
. (53)

6.1 降降降维维维状状状态态态观观观测测测器器器仿仿仿真真真实实实验验验(Simulation result
of reduced-order observer)
本小节给出降维状态观测器的仿真结果.假设机

器人的运动轨迹与参考轨迹Pr一致,机器人的运动线
速度满足v = vr =

√
ẋ2
r + ẏ2

r . 设置初始条件及观测
器参数,具体为

[x (0) , y (0) , θ (0)] = [0,−5, 1.5π] ,

[ẑ3, ẑ4] = [0, 0] ,

L = 1,

仿真时间20 s. 定理1中选用的非负函数Vo的仿真结

果见图1,结果表明观测误差指数收敛.
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图 1 降维状态观测器仿真实验结果
Fig. 1 The simulation result of reduced-order observer

6.2 状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制仿仿仿真真真实实实验验验(Simulation results
of state feedback trajectory tracking control)
设置初始状态和满足不等式(15)的控制参数为{
[k1, k2, k3] = [0.11, 0.11, 1],

[xr(0), yr(0), x(0), y(0)] = [0,−5, 0,−6] ,

仿真时间80 s. 机器人的运动轨线如图2所示,图3为
位置跟踪误差Vt的变化情况. 仿真结果显示,在状态
反馈控制律作用下,机器人的跟踪误差渐近收敛到零.

图 2 状态反馈控制中机器人的运行轨线
Fig. 2 The robot trajectory in state feedback control

图 3 状态反馈控制中Vt的变化情况

Fig. 3 Trajectory tracking error in state feedback control

6.3 输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制仿仿仿真真真实实实验验验(Simulation results of
output feedback control)

6.3.1 无无无定定定位位位噪噪噪声声声条条条件件件下下下输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制仿仿仿真真真实实实

验验验(Simulation results of output feedback con-
trol without position noise)

选取观测器及控制律参数,同时设定初始状态为{
[k1, k2, k3, L] = [0.11, 0.11, 0.01, 4],

[xr(0), yr(0), x(0), y(0)] = [0,−5, 0,−6] ,

仿真时间480 s. 机器人运动轨迹如图4所示,位置跟
踪误差Vt的变化情况见图5. 仿真结果显示,输出反馈
控制律使得机器人跟踪误差渐近收敛到零.

图 4 无定位噪声条件下输出反馈控制中机器人的运行轨线

Fig. 4 The robot trajectory in output control without position

noise

图 5 无定位噪声条件下输出反馈控制中Vt的变化情况

Fig. 5 Trajectory tracking error in output feedback control

without position noise

6.3.2 强强强定定定位位位噪噪噪声声声条条条件件件下下下输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制仿仿仿真真真实实实

验验验(Simulation results of output feedback con-
trol with position noise)

考虑存在强定位噪声的RFID定位方案,假设在地
面间隔10 cm均匀粘贴存储位置信息的RFID标签. 在
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控制中,取距离机器人最近的标签坐标作为机器人的
位置.选择观测器和控制器参数,并设置初始状态为

[k1, k2, k3, L] = [0.11, 0.11, 0.1, 0.6],

[xr(0), yr(0), x(0), y(0)] =

[0,−5, 0,−6],

仿真时间480 s. 机器人运动轨迹见图6,位置跟踪误
差Vt的变化情况见图7.

图 6 强定位噪声条件下输出反馈控制中机器人的运行轨线

Fig. 6 The robot trajectory in output feedback control with

position noise

图 7 强定位噪声条件下输出反馈控制中Vt的变化情况

Fig. 7 Trajectory tracking error in output feedback control

with position noise

由图7可知,在强定位噪声条件下,机器人位置跟
踪误差未收敛到零,进入稳态(100 s)后的最大跟踪误
差为0.05 m,平均跟踪误差为0.01 m,可见在强定位
误差的情况下,本文提出的输出跟踪控制算法仍然有
效. 另外,对于相同参考轨迹,图8和图9为利用文献
[23]提出的输出反馈控制器的轨迹跟踪仿真结果,其

中控制参数取



[x(0), y(0)] = [0,−6] ,

[xr(0), yr(0)] = [0,−5] ,

[kd11, kp11] = [1, 2] ,

[kd12, kp12] = [1, 2] ,

[kp21, kp22] = [0.5, 0.5] ,

[Γ , δ] = [0.15, 0.08] ,

(54)

参数的含义见文献. 在文献[23]控制器作用下,机器
人进入稳态(100 s)后的最大跟踪误差为0.64 m,平均
跟踪误差为0.08 m. 可以看出,文献[23]提出的算法
使得机器人进入稳态后还会产生大的跟踪误差,线速
度较小时尤为明显,这由其切换机制造成. 与文献[23]
提出的算法相比,本文提出的控制律无切换,动态平
稳,在强定位噪声条件下的稳态跟踪误差小. 另外,本
文提出算法无需测量机器人的加速度,适用范围更广.

图 8 文献[23]控制器作用下机器人的运行轨线

Fig. 8 The robot trajectory under output feedback control law

of [23]

图 9 文献[23]控制器作用下Vt的变化情况

Fig. 9 Trajectory tracking error under output feedback control

law of [23]

总体仿真结果显示,本文提出的输出反馈控制算
法在无定位噪声情况下,可以保证机器人实现对参考
轨迹的全局渐近跟踪,在强定位噪声条件下,可实现
对参考轨迹的实际跟踪.



770 控 制 理 论 与 应 用 第 33卷

7 结结结论论论(Conclusions)
本文利用轮式移动机器人的位置信息,提出一种

针对机器人姿态角的降维状态观测器,随后给出新的
状态反馈全局轨迹跟踪控制律,并结合观测器及状态
反馈控制律构造出输出反馈控制律.与现有成果相比,
本文提出的观测器具有形式简单和运算量小等优点,
构造的输出反馈控制律可实现对光滑参考轨迹的全

局跟踪,并能够在强定位噪声条件下,实现对参考轨
迹的实际跟踪. 在下一步工作中,笔者将搭建实验平
台对所提出的算法进行验证.
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附附附录录录 注注注2证证证明明明(Appendix Proof of Remark 2)

证证证 对g1由和差化积公式可得

g1 (a, b) = − sin
a+ b

2

sin
a− b

2
a− b

2

. (A1)

令ϖ′(d) =
sin d

d
,可知 lim

d→0
ϖ′(d) = 1,因此可得

lim
a−b→0

g1(a, b) = − sin
a+ b

2
, (A2)

所以g1在a = b处连续.同时,通过计算可得
∣∣ϖ′∣∣ 6 1. 计算g1

对a的偏导数并化简得到

δg1
δa

=−1

2
ϖ(

a− b

2
)− 1

2
ϖ′(

a− b

2
) 6

1

2
×1+

1

2
×1 = 1. (A3)

因g1连续光滑,由中值定理知存在a∆ ∈ (a, a+∆a),使得

g1(a+∆a, b)− g1(a, b) = ∆a
δg1
δa

(a∆, b). (A4)

进一步推得|g1(a+∆a, b)− g1(a, b)| 6 |∆a|. 同时对于g1有

|g1(a, b)| 6 1,所以

|g1(a+∆a, b)− g1(a, b)| 6 2 |g1| 6 2. (A5)

结合式(A3)可得|g1(a+∆b, b)− g1(a, b)| 6 2 sat(|∆a|).

同理可得|g2(a+∆a, b)− g2(a, b)| 6 2 sat(|∆a|).
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