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摘要: 本文基于浸入–不变集理论, 针对小型无人直升机存在的参数不确定性问题, 设计一种新型的自适应控制

器. 利用基于Lyapunov的分析方法和LaSalle不变性原理, 进行闭环系统的稳定性分析, 确保无人直升机姿态角的跟

踪误差全局渐进收敛, 以及闭环系统的稳定性. 在无人直升机姿态飞行控制实验平台上, 进行了无人机姿态跟踪控

制实验. 实验结果表明, 本文所提出的控制方法具有良好的跟踪控制效果.
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Immersion and invariance adaptive control for
a miniature unmanned helicopter
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(Tianjin Key Laboratory of Process Measurement and Control, Institute of Robotics and Autonomous System;
School of Electrical Engineering and Automation, Tianjin University, Tianjin 300072, China)

Abstract: Considering the parametric uncertainties of a small-scaled unmanned helicopter, we develop a new adaptive
controller by the immersion and invariance (I&I) approach. The stability of the closed-loop system is proved by using the
Lyapunov based analysis and the LaSalle’s invariance theorem. The asymptotic convergence of the attitude tracking error
is also proved. Real-time experiments are performed on a helicopter attitude control testbed; and the results validate the
good performance of the proposed control scheme.

Key words: unmanned helicopter; immersion and invariance; adaptive control

1 引引引言言言(Introduction)
常见的无人机分为固定翼无人机和旋翼无人机两

类. 其中无人直升机作为旋翼无人机中的一种, 因其

具有可垂直起降、良好的机动性、能完成定点悬

停、可低空飞行等优点, 而引起广泛关注, 并在军用和

民用领域取得大量的应用[1]. 无人直升机系统具有非

线性、强耦合、强不确定性等特性, 其控制器的设计一

直都是国内外研究的热点及难点[2].

线性控制方法是目前常用的无人机控制方法, 如
文献[3–4]将无人直升机的非线性模型, 在平衡点附近

进行近似处理, 针对得到的线性模型设计控制器. 该
方法虽然可以通过仿真及飞行实验验证控制器的有

效性, 但这种近似处理不可避免地限制了控制器的应

用范围. 由于线性控制器的上述缺点, 许多学者也采

用非线性控制方法, 来实现无人直升机的大范围控制,
其中针对系统存在的参数不确定性问题, 可采用以下

解决方法: 1) 进行精确的系统辨识[5], 但系统辨识过

程较为复杂, 且某些不确定性参数的变化是实时的,
如随时可变的负载量、与飞行环境相关的空气阻力等,
因而仅仅使用预先辨识的系统模型可能无法满足当

前配置; 2) 采用滑模控制来降低未知参数的影响[6–7],
实验结果表明该方法具有较好的抗扰性, 但是该方法

控制器设计中通常包含符号函数, 往往给系统附加了

明显的抖振现象, 降低了飞机的飞行控制效果; 3) 采
用智能控制方法, 如文献[8]中的神经网络控制等, 虽
然这类方法可以对未知参数进行有效的估计, 但是闭

环系统的稳定性缺少严格的理论证明; 4) 采用自适应

方法对未知参数进行实时的在线估计[9–11].

目前无人直升机中常用的自适应方法有模型参考

自适应和自校正自适应. 文献[9]运用模型参考自适应

解决无人机控制问题, 通过被控对象的输出与参考模

型的输出间的误差, 按一定的自适应律来修正控制律

的参数, 使被控对象的输出与参考模型的输出保持一

致. 另一种方式是自校正自适应法, 该控制器包括参
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数估计单元和控制律单元两部分. 自校正自适应方法

的多样性, 取决于估计器和控制律的选择, 如文献[10]
是自适应与反步法结合在一起使用, 文献[11]是自适

应和滑模控制相结合等. 常用的这些自校正方法的估

计原理基本相同, 都通过一个李雅普诺夫函数来确保

估计器和控制器的整体稳定性, 不能保证估计器的独

立性, 且无法调节参数估计误差的收敛速率.

本文针对在系统存在参数不确定性的情况下, 小
型无人直升机的姿态控制器设计问题, 首先分析无人

直升机的动态特性, 再基于浸入–不变集原理(immer-
sion and invariance, I&I)设计非线性控制器, 对未知的

空气阻尼系数矩阵进行在线估计与补偿. 利用基于

Lyapunov的分析方法和LaSalle不变性原理, 对闭环

系统稳定性进行了严格的证明. 最后在无人直升机姿

态飞行控制实验平台上, 进行了无人机的跟踪控制实

验, 验证了本文所提出的控制方法的有效性.

论文创新性在于: 1) 在无人直升机动态特性中考

虑空气阻力矩影响; 2) 针对直升机参数不确定性问题,
首次应用基于浸入–不变集的方法, 进行参数估计和

控制律设计, 并进行了实验验证; 3) 与传统的确定等

价性自适应控制相比, 本文提出的控制器没有确定等

价性要求, 且不要求模型符合线性参数化条件. 此外,
在对参数进行估计时, 引入的额外的非线性函数, 使
整个参数估计律不局限于积分作用, 增强了估计律设

计的灵活性、有效性. 使用基于浸入–不变集原理设计

自适应更新律, 使自适应估计误差独立于控制器的设

计, 并可得到自身的稳定.

2 无无无人人人直直直升升升机机机系系系统统统模模模型型型(The small-scaled
unmanned helicopter’s dynamics)

2.1 坐坐坐标标标系系系定定定义义义(Coordinate system definition)
小型无人直升机系统的坐标系定义如图1所示.

图 1 小型无人直升机坐标系示意图

Fig. 1 The coordinate system of a miniature unmanned

helicopter

图1主要涉及惯性坐标系{I} = {OI, xI, yI, zI}、
当前机体坐标{B} = {OB, xB, yB, zB}以及目标机体

坐标系{Bd} = {O
Bd
, x

Bd
, y

Bd
, z

Bd
}.各坐标系的定

义均遵循右手定则. 从当前机体坐标系{B}到惯性坐

标系{I}之间的旋转矩阵为R. 从目标坐标系{Bd}到
惯性坐标系{I}之间的旋转矩阵为Rd. 目标机体坐标

系{Bd}到当前机体坐标系{B}的旋转矩阵为R̃.

为了方便后文叙述, 预先定义相关变量: 直升机姿

态角在坐标系{I}下表示为η = [ϕ, θ, ψ]T, 其中: ϕ, θ
和ψ分别为旋转角、俯仰角和偏航角. 角速度在机体

坐标系{B}下表示为ω = [ω1, ω2, ω3]
T. 目标轨迹姿

态角在坐标系{I}下表示为ηd = [ϕd, θd, ψd]
T. 目标

角速度在目标坐标系{Bd}下表示为ωd = [ωd1, ωd2,

ωd3]
T.

2.2 小小小型型型无无无人人人直直直升升升机机机姿姿姿态态态动动动力力力学学学模模模型型型(Attitude dy-
namics model of a small-scale unmanned heli-
copter )

通常情况下, 为方便无人直升机的控制, 可以将直

升机看作一个刚体. 利用牛顿–欧拉方程来描述其姿

态动力学模型如下[12]:{
η̇ = Rω,

Jω̇ = τB − ω × (Jω).
(1)

但由于上述模型忽略了空气阻力对机身的影响, 模型

不够精确. 根据文献[13–14], 参照四旋翼无人机模型,
在姿态动力学方程式(1)中增加空气阻力矩项, 该项与

直升机角速度成正比, 得到如下模型:{
η̇ = Rω,

Jω̇ = τB − ω × (Jω)−Kω,
(2)

其中: τB表示机体坐标系下的输入转矩, 转动惯量

矩阵J=diag{J1, J2, J3}, K=diag{K1,K2,K3}表
示未知的空气阻尼系数矩阵, 且矩阵J和K均为常数

型. 旋转矩阵R ∈ R3×3,具体表示为

R =


1 sin ϕ tan θ cos ϕ tan θ

0 cos ϕ − sin ϕ

0
sin ϕ

cos θ

cos ϕ

cos θ

 . (3)

根据文献[15]中分析, 当挥舞角a, b很小时, 无人

直升机的挥舞动力学模型可简化为

τB = ACδ +B, (4)

其中: A ∈ R3×3, B ∈ R3, C ∈ R3×3均为常数型矩

阵,

A(TM) =

 −QM Kβ +HmTM −Ht

Kβ +HmTM QM 0

0 0 Dt

 .
(5)

本文的控制目标是在空气阻尼参数K未知的情况

下, 设计舵机输入δ = [δlon δlat δped]
T ∈ R3, 使得无

人直升机姿态角η = [ϕ θ ψ]T ∈ R3跟踪目标轨迹
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ηd = [ϕd θd ψd]
T ∈ R3, 并且确保所有闭环信号都

是有界的. 这里目标轨迹ηd ∈ L∞,其一阶导数存在

并且η̇d ∈ L∞.

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design )
3.1 开开开环环环误误误差差差系系系统统统构构构建建建(Introducing the estimation

error dynamics )
由式(2)可知, 目标轨迹对应的角度与角速度之间

的关系为η̇d = Rdωd, 其中Rd = R|η=ηd
. 目标坐标

系{Bd}到体坐标系{B}下转换矩阵为R̃ = R−1Rd,
定义跟踪误差为 {

e1 = η − ηd,

e2 = ω − R̃ωd.
(6)

对式(6)第1个等式两边同时求一阶时间导数, 并
将式(2)代入整理. 式(6)第2个等式两边均乘以转动

惯量J , 并对等式两边同时求一阶时间导数, 再将

式(2)代入整理, 最终得到完整的动力学误差模型为{
ė1 = Re2,

Jė2 = τB − φs+ p,
(7)

其中: 函数 p = −ω × (Jω)− J ˙̃Rωd − JR̃ω̇d ∈ R3,
函数φ(ω1, ω2, ω3) = diag{ω1, ω2, ω3}, 且p和φ均为

平滑函数, 未知参数向量s定义为s = [K1 K2 K3]
T.

3.2 自自自适适适应应应律律律设设设计计计(Adaptive law design)
参考文献[16]定义自适应估计误差为

z = ŝ+ β(ω)− s, (8)

其中: ŝ = [ŝ1 ŝ2 ŝ3]
T ∈ R3, ω的连续函数

β(ω) = [β1(ω) β2(ω) β3(ω)]
T ∈ R3,

ŝ+ β(ω)是对参数s的完整估计.

对式(8)两边同时求一阶时间导数, 并将式(2)和
式(8)代入整理得

ż = ˙̂s+
∂β(ω)

∂(Jω)T
(τB−φ(ŝ+β(ω)−z)−ω× (Jω)).

(9)
设计更新律 ˙̂s为

˙̂s = − ∂β(ω)

∂(Jω)T
(τB − φ(ŝ+ β(ω))− ω × (Jω)).

(10)

这里式(10)使式(9)右边只与估计误差z有关.

由文献[14, 16]可知, 光滑函数β(ω)存在如下解:

βi(ω) = −1

2
γiJiω

2
i , i = 1, 2, 3. (11)

此时γ = diag{γ1, γ2, γ3},且γ1, γ2, γ3为正常数. 与
传统的基于确定等价性原则的自适应控制方法相比,
多出一个额外项β(ω), 使参数估计律不仅仅具有积分

作用, 增强了估计律设计的灵活性. 由式(11)可得β有

如下偏导数形式:
∂β(ω)

∂ (Jω)
T
= −γφT. (12)

将式(10)和式(12)代入式(9)得

ż = −γφTφz. (13)

对式(13)积分可得z的解为

z(t) = z(0) exp(−γ
w t

0
φ2dτ). (14)

由此可知, 参数估计误差z的动态收敛过程, 可由相应

系数γ进行调节.

3.3 控控控制制制律律律设设设计计计(Control law design)
设计输入转矩τB为

τB = −αe2 − εRTe1 + φ(ŝ+ β(ω))− p, (15)

其中: α = diag{α1, α2, α3}, ε = diag{ε1, ε2, ε3}为
正定增益矩阵. 则实际舵机输入控制形式为

δ = C−1A−1(τB −B) =

C−1A−1(−αe2 − εRTe1 + φ(ŝ+ β(ω))− p−B),

(16)

此时, 常量型矩阵A, B, C均为已知量. 将输入转矩

式(15)代入误差方程式(7)得{
ė1 = Re2,

Jė2 = −αe2 − εRTe1 + φz.
(17)

将式(11)和输入转矩式(15)代入式(10), 则自适应更

新律可整理为

˙̂s = γφT(−αe2 − εRTe1 + J ˙̃Rωd + JR̃ω̇d). (18)

4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
定定定理理理 1 对于闭环误差系统式(17), 设计控制器

式(15)、自适应律式(18) , 闭环系统具有全局稳定的

平衡点(e1, e2, ŝ) = (0, s) ,且

lim
t→∞

e1 = 0. (19)

证证证 定义非负函数Vz(z)为

Vz(z) = zTα−1γ−1z. (20)

对式(20)两端求一阶时间导数, 并将式(13)代入可得

V̇z(z) = 2zTα−1γ−1(−γφTφz) =

−2zTφTα−1φz 6 0. (21)

由此可知Vz(z) 6 Vz(0), z(t) ∈ L∞, φz ∈ L2.由式

(20)–(21)可知, 本文所设计的自适应估计误差z独立

于控制律的设计, 而自身稳定.

定义非负函数V (e1, e2, z)为

V (e1, e2, z) = εe1
Te1 + e2

TJe2 + Vz(z). (22)

对式(22)两边求一阶时间导数, 并将式(18)和式(13)



第 10 期 姜鑫燃等: 小型无人直升机浸入–不变集自适应控制 1381

代入可得

V̇ (e1, e2, z) =

− 2eT2 αe2 + 2e2
Tφz − 2zTφTα−1φz =

− e2
Tαe2 − zTφTα−1φz−

3∑
i=1

(
√
αie2i −

1
√
αi

(φz)i)
2 6 0. (23)

由式(17)可知误差动力学系统有一个平衡点(0,

0, s), 联立系统动力学方程及约束条件V̇ (e1, e2, z) =

0, 可得

ė1 = Re2,

Jė2 = −αe2 − εRTe1 + φz,

V̇ (e1, e2, z) = −e2Tαe2 − zTφTα−1φz−
3∑

i=1

(
√
αie2i −

1
√
αi

(φz)i)
2 = 0.

(24)
由V̇ (e1, e2, z) = 0可知e2 = 0, φz = 0, 所以可得ė2
= 0,再由式(24)中的动力学误差方程可知e1 = 0,因

此最大不变集可表示为

M = {(e1, e2, z) : e1 = 0, e2 = 0, φz = 0}. (25)

该最大不变集只包含平衡点, 由LaSalle不变集引理可

知, 所有轨迹收敛于不变集M , 即控制器使得误差动

力学系统在平衡点(0, 0, θ)处全局渐近稳定. 此时

由式(7)及误差 lim
t→∞

e1 = 0, lim
t→∞

e2=0, ηd∈L∞, η̇d ∈
L∞, 可知η ∈ L∞, η̇ ∈ L∞, e1 ∈ L∞, e2 ∈ L∞,由式

(15)–(16)可知τB ∈ L∞和δ ∈ L∞,即闭环系统所有

信号均为有界.

本文基于浸入–不变集理论设计控制律, 解决在空

气阻尼系数未知的情况下, 小型无人直升机的姿态控

制问题. 该方法不依赖于线性参数化条件, 且相较于

传统自适应方法, 该方法也不存在确定等价性要求.
此外, 传统自适应方法如模型参考自适应或自校正自

适应方法, 在应用时都存在不易构建李雅普诺夫函数

进行稳定性分析的问题, 而基于浸入–不变集理论设

计的控制律, 会在李雅普诺夫函数中引入交叉项, 便
于分析闭环系统的稳定性, 确保所有闭环信号的有界

性. 同时, 基于浸入–不变理论所设计的估计器具有独

立性, 相较于传统自适应方法, 更容易调节参数, 使自

适应估计值达到稳定收敛的效果.

5 实实实验验验验验验证证证(Experiment results)
5.1 平平平台台台介介介绍绍绍(Introduction of the testbed)

为验证上述控制律设计的有效性, 本文利用本研

究组自主设计的无人直升机硬件在环仿真平台[8], 进
行了实时的镇定和跟踪飞行实验. 该实验平台以基于

MATLAB RTW工具箱的xPC目标为实时仿真环境,
采用自主设计的基于ARM Cortex–M3内核的惯性测

量单元作为传感器. 该传感器提供三轴角度和角速度

信息, 测量精度为俯仰角和滚转角±0.2◦、偏航角

±0.5◦.整个硬件在环仿真系统控制频率为500Hz.

5.2 姿姿姿态态态跟跟跟踪踪踪控控控制制制实实实验验验(Attitude tracking control
experiment)

小型无人直升机系统参数为: m = 1.138 kg, g =

9.8m/s2, J = diag{0.0914, 0.214, 0.166}.控制增益

的选择为: α = diag{1, 1, 0.3}, ϵ = diag{78, 81, 2},
γ = diag{1, 1, 0.5}. ŝ(0) = diag{0, 0, 0}为自适应

参数初值. 实验过程中, 首先由操作人员手动起飞无

人直升机, 然后通过遥控器中的一路切换通道改为自

动飞行状态. 设计无人直升机的跟踪目标为

ηd(t) = [0, 0, 30◦ sin(0.1πt)]T.

采用论文中提出的自适应控制器, 在6.7 s时进行手动

转自动切换, 实际飞行结果如图2–5所示.

图 2 自适应跟踪实验: 旋转角及俯仰角曲线

Fig. 2 Adaptive tracking experiments: rotation angle and

pitching angle

图 3 自适应跟踪实验: 偏航角及其跟踪误差曲线

Fig. 3 Adaptive tracking experiments: yaw angle and its
tracking error

由图2–3可知实验取得良好的跟踪效果, 俯仰角及

旋转角控制精度为±1◦, 偏航角控制精度为±2.5◦.
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图4为控制输入结果, 图5为参数自适应估计ŝ的结果,
由图4–5可以看出, 控制输入及自适应参数均稳定在

一定范围内, 验证了本文所设计控制器的合理性.

图 4 自适应跟踪实验: 控制输入曲线

Fig. 4 Adaptive tracking experiments: control inputs

图 5 自适应跟踪实验: 参数估计曲线

Fig. 5 Adaptive tracking experiments: parameters estimation

同时为分析和对比本文所提出算法的有效性, 在
同样的条件下, 使用比例积分微分(proportion integral
derivative, PID)控制器进行无人机姿态跟踪实验. 在
18 s时, 进行手动转自动切换, 具体实验结果见图6–8.

对比旋转角及俯仰角实验结果图6与图2, 以及偏

航角及其跟踪误差曲线图7与图3可知, 在无人机跟踪

控制中, PID控制器的时间延迟现象较为明显, 响应速

度明显慢于本文所提出的自适应控制器, 且其滚转角

及俯仰角控制精度为±2◦, 偏航角控制精度为5◦, 控制

误差远大于文中提出的控制器.

图 6 PID跟踪实验: 旋转角及俯仰角曲线

Fig. 6 PID tracking experiments: rotation angle and

pitching angle

图 7 PID跟踪实验: 偏航角及其跟踪误差曲线

Fig. 7 PID tracking experiments: yaw angle and its

tracking error

图 8 PID跟踪实验: 控制输入曲线

Fig. 8 PID tracking experiments: control inputs
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6 结结结论论论(Conclusions)
本文针对小型无人直升机姿态控制问题, 提出了

一种基于浸入–不变集理论的姿态自适应控制器, 实
现了小型无人直升机渐近跟踪目标姿态的控制效果.
本文首先分析小型无人直升机的动力学模型, 在传统

模型上增加了空气阻力矩项, 利用浸入–不变集理论

设计控制器, 并对未知参数空气阻尼系数进行实时估

计, 应用Lyapunov方法和LaSalle不变集原理, 对闭环

系统的稳定性进行严格的数学分析和证明. 最后本文

进行了无人直升机的镇定和跟踪飞行实验, 实验结果

表明, 文中所提出的控制算法, 可以有效地处理系统

未知参数带来的影响, 使直升机取得良好的姿态控制

效果.
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