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摘要:本文针对四旋翼无人机研究了鲁棒反步姿态控制策略.由于四旋翼无人机结构复杂,其非线性数学模型难
以精确建立,因此在控制器设计过程中需要综合考虑模型不确定性、未知外部干扰、输入饱和以及姿态受限等因
素.针对模型中的不确定项,使用神经网络进行逼近;对于外部未知干扰,使用非线性干扰观测器进行补偿;使用双
曲正切函数逼近饱和函数,解决输入饱和问题;同时使用界限Lyapunov函数设计控制器,确保姿态满足限制条件.最
后,设计四旋翼无人机反步姿态控制器,并根据Lyapunov稳定性定理证明了闭环控制系统的有界稳定. 仿真结果表
明了所研究控制方法的有效性.
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Backstepping-based attitude control for a quadrotor UAV with
input saturation and attitude constraints

WEI Qing-tong, CHEN Mou†, WU Qing-xian
(College of Automation Engineering, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing Jiangsu 210016, China)

Abstract: We investigate the robust backstepping-based attitude control strategy for a quadrotor unmanned aircraft
vehicle (UAV). Because of its complex structure, a nonlinear mathematical model of UAV is difficult to be built accurately.
Thus, in the process of controller design, we need to consider the following factors comprehensively: model uncertainties,
unknown external disturbances, input saturations and attitude constraints. A neural network (NN) method is employed
to estimate the model uncertainties of the system; the nonlinear disturbance observer is introduced to compensate for the
external disturbances; the hyperbolic tangent function is used to approximate the saturation function for solving the input
saturation problem. In designing the controller, we use the barrier Lyapunov function (BLF) to guarantee the constraints
of the attitude. Finally, a backstepping-based controller is developed to control the attitude of the quadrotor UAV. The
closed-loop control system is proved to be uniformly bounded by using Lyapunov stability theory. Simulation results are
given to demonstrate the effectiveness of the proposed control strategy.
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1 引引引言言言(Introduction)
随着传感器和执行机构的持续进步和完善,无人

机得以飞速发展.垂直起降(vertical take off and land-
ing, VTOL)无人机作为无人机领域特殊的一类,因其
具有小区域搜索和高机动性得到了广泛研究与应用.
相比于传统的单旋翼无人机的复杂结构,四旋翼无人
机仅由四个旋翼产生的推力来驱动机体,结构简单[1].
四旋翼无人机在执行近地面环境(如室内、城区和隧
道等)的监视、侦察等任务时具有独特的优势,其应用

前景广阔[2]. 因此,外形新颖、结构简单、成本低廉、
性能卓越以及飞行控制方式独特(通过控制四个旋翼
的转速,实现飞行控制)的四旋翼无人机[2],成为国内
外的研究热点之一.

四旋翼无人机是一个具有六自由度(3个方向的位
移和绕三轴的转动)和4个输入(4个旋翼的转速)的欠
驱动系统(underactuated system)[3]. 它具有多变量、非
线性、强耦合和干扰敏感的特性 [4],飞行控制系统的
设计难度较大.此外,若考虑模型不确定性的影响,控
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制系统会变得更加复杂. 四旋翼无人机控制系统中,
姿态控制是整个飞行控制的关键,因为四旋翼无人机
的姿态与位置存在直接耦合关系[1],如果能精确控制
飞行器姿态,其位置与速度控制问题将迎刃而解. 因
此,研制既能精确控制飞行器姿态,又具有较强抗干
扰和环境自适应能力的姿态控制器是四旋翼无人机

飞行控制系统亟待解决的问题.

近年来,国内外学者对四旋翼无人机的姿态控制
做了大量的研究.文献[5–6]介绍了四旋翼无人机的
PID(proportion, integration and differentiation)控制方
法和LQR(linear quadratic regulator)控制方法. 由于四
旋翼无人机通常处于受扰运动状态,上述两种线性控
制方法抗干扰能力较差. 文献[7]介绍了四旋翼无人机
的动态逆控制方法,该方法对与系统模型参数摄动和
外界干扰的抑制能力较差,因此在考虑模型不确定性
情况下,需要通过多种手段来改进系统的鲁棒性,例
如使用模糊逻辑系统和神经网络来逼近模型不确定

性. 滑模控制[8]是四旋翼无人机控制中常用的方法之

一,其突出优点是可以实现滑动模态与系统的外干扰
和参数摄动完全无关,但是理想的滑动模态是不存在
的,实际的的滑动模态控制均伴随着抖振,抖振问题
是影响滑模控制广泛应用的主要障碍.针对严格反馈
形式的四旋翼无人机姿态模型,使用反步法设计四旋
翼无人机姿态控制器简单易行,且具有一定的抗干扰
能力[9]. 此外,四旋翼无人机的模糊控制[10]和神经网

络控制[11]等智能控制方法也逐渐成为四旋翼无人机

控制领域的研究热点之一.

在实际飞行过程中,常常需要无人机做出较大的
机动飞行,所需的控制量往往会超出执行器所能提供
的最大输出(执行器的饱和特性),会降低实际飞行控
制性能,严重时可能会导致整个系统的失稳,因此,在
飞行控制中需要考虑执行器饱和的影响.另外,为了
保证四旋翼无人机的正常飞行任务,其飞行姿态变化
常常在一定的范围内,在控制器设计中也应当考虑姿
态系统的输出受限问题.文献[12]针对带有输入饱和
的多输入多输出系统,结合反步法设计了自适应跟踪
控制器,并证明了在该控制器作用下,闭环系统半全
局一致有界稳定. 文献[13]对多输入多输出船舶系统
的输出受限问题进行研究,利用界限Lyapunov函数结
合反步法设计控制律,并用神经网络来逼近未知模型
参数和干扰项.文献[14]针对单输入单输出严格反馈
系统,同时考虑输入饱和与输出受限问题,设计了自
适应模糊输出反馈控制器.

受文献[14]的启发,并结合文献[12]和文献[13]的
多输入多输出非线性系统控制器设计方法,本文研究
了四旋翼无人机系统在存在建模不确定性和外部未

知干扰,并存在输入饱和情况下的四旋翼无人机姿态
受限问题.论文的主要的工作如下: 针对姿态模型中

的不确定项,使用神经网络进行逼近;针对外部干扰,
设计非线性干扰观测器对干扰进行补偿;针对输入饱
和,使用双曲正切函数逼近饱和函数;针对输出受限
问题,使用界限Lyapunov函数设计控制器,保证姿态
满足限制条件.综合考虑以上各项,设计四旋翼无人
机反步姿态控制器. 同时,将姿态受限与未受限的仿
真结果进行比较,比较结果表明该控制方法的有效性
和优越性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
2.1 四四四旋旋旋翼翼翼姿姿姿态态态模模模型型型(Quadrotor attitude model)
四旋翼无人机是通过调整旋翼的转速来改变飞行

姿态和高度,不需要自动倾斜器辅助[1]. 其结构示意
图见图1. 图示的四旋翼无人机以X–型模式进行飞行,
即旋翼1和旋翼2作为无人机的头部,旋翼3和旋翼4
作为尾部. X–型飞行模式的优点是无人机在做机动
时总有两个旋翼提供偏转力矩,避免飞行过程中旋翼
负载过大导致旋翼损坏.图中OXY Z是四旋翼无人
机的机体坐标系, Θ = [ϕ θ ψ]T表示无人机姿态角

向量,其中ϕ, θ和ψ分别代表无人机的滚转角、俯仰角
和偏航角, Fi(i = 1, 2, 3, 4)表示第i个旋翼产生的推

力, Mi(i = 1, 2, 3, 4)是第i个旋翼产生的力矩, ωi(i
= 1, 2, 3, 4)为第i个旋翼的转速[3].

图 1 四旋翼无人机结构示意图

Fig. 1 Structure diagram of quadrotor UAV

根据文献[15],四旋翼无人机的动力学方程如下:
d

dt
(JΩ) = τ, (1)

式中: Ω = [p q r]T表示四旋翼无人机的姿态角速度

向量,其中p, q和r分别代表无人机的滚转角速度、俯
仰角速度和偏航角速度. J = diag{jx, jy, jz}表示
四旋翼无人机的转动惯量矩阵,其中jx, jy和jz分别表
示无人机相对于OX , OY和OZ三轴的转动惯量. τ
表示四旋翼无人机受到的总力矩,包括气动力矩和回
转力矩.假设到四旋翼无人机是对称的刚体,那么其
在X和Y方向的转动惯量相等. 此外,由旋翼产生的
回转力矩忽略不计,文献[16–17]详细论述了该简化的
影响.

气动力矩主要由滚转力矩τϕ、俯仰力矩τθ和偏航
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力矩τψ组成,形式如下[3]:
τϕ = l(−F1 + F2 + F3 − F4),

τθ = l(F1 + F2 − F3 − F4),

τψ =M1 −M2 +M3 −M4,

(2)

其中: l是四旋翼无人机机体中心到旋翼的距离. Fi
(i = 1, 2, 3, 4)和Mi(i = 1, 2, 3, 4)的形式如下:{

Fi = cω2
i ,

Mi = cψω
2
i ,

(3)

其中: ωi(i = 1, 2, 3, 4)表示对应旋翼的转速, c表示旋
翼升力系数, cψ表示四旋翼无人机的反扭矩系数.

四旋翼无人机的转动运动学方程如下: ϕ̇θ̇
ψ̇

 =


1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ

0 cosϕ − sinϕ

0
sinϕ

cos θ

cosϕ

cos θ


pq
r

 . (4)

由式(1)–(4)可得四旋翼无人机的姿态模型如下:

ϕ̇ = p+ q sinϕ tan θ + r cosϕ tan θ,

θ̇ = q cosϕ− r sinϕ,

ψ̇ = q
sinϕ

cos θ
+ r

cosϕ

cos θ
,

ṗ =
τϕ
jx
, q̇ =

τθ
jy
, ṙ =

τψ
jz
.

(5)

对式(5)求导可得

ϕ̈ = (sinϕ tan θ)
τθ
jy

+ (cosϕ tan θ)
τψ
jz
+

τϕ
jx

+ ϕ̇θ̇ tan θ +
ψ̇θ̇

cos θ
,

θ̈ = (cosϕ)
τθ
jy

− (sinϕ)
τψ
jz

− ϕ̇ψ̇ cos θ,

ψ̈ = (
sinϕ

cos θ
)
τθ
jy

+ (
cosϕ

cos θ
)
τψ
jz
+

ϕ̇θ̇

cos θ
+ ψ̇θ̇ tan θ.

(6)

令Y1 = X1 = [ϕ θ ψ]T, X2 = [ϕ̇ θ̇ ψ̇]T,根据式
(6),并考虑模型不确定性,四旋翼无人机姿态模型可
以写成

Ẋ1 = X2,

Ẋ2 = F (X) + ∆F (X) +G(X)u(t)+

∆G(X)u(t) + d(t),

Y = X1,
(7)

其中: u(t) = [u1 u2 u3]
T = [τϕ τθ τψ]

T表示四旋翼

无人机模型的输入向量, d(t) = [dp dq dr]
T表示未

知外部干扰. ∆F (X)和∆G(X)为模型不确定项.

F (X)ł和G(X)的形式如下:

F (x) =


ϕ̇θ̇ tan θ +

ψ̇θ̇

cos θ
−ϕ̇ψ̇ cos θ

ϕ̇θ̇

cos θ
+ ψ̇θ̇ tan θ

 , (8)

G(x) = J−1


1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ

0 cosϕ − sinϕ

0
sinϕ

cos θ

cosϕ

cos θ

 . (9)

这里,姿态模型的输入信号为作用在3个轴上的力
矩.实际飞行过程中,四旋翼无人机旋翼提供的力矩
是有界的. 考虑控制输入的饱和函数形式如下[14]:

u(t) = sat(vi(t)) ={
sat(vi(t))uiM, |vi(t)| > uiM,

vi(t), |vi(t)| < uiM,

(10)

其中: vi(i = 1, 2, 3)是系统第i个控制输入, uiM(i =
1, 2, 3)是系统第i个控制输入的上界.

根据式(7)和式(10),考虑模型不确定性和输入饱
和的四旋翼无人机姿态模型可写为

Ẋ1 = X2,

Ẋ2 = F (X) + ∆F (X) +G(X)sat(v(t))+

∆G(X)sat(v(t)) + d(t),

Y = X1,

(11)

其中sat(v(t)) = sat[v1(t) v2(t) v3(t)]
T是系统饱和

输入.

使用双曲正切函数h(vi)(i = 1, 2, 3)逼近式(10)
的饱和函数,形式如下:

h(vi) = uiM tanh(
vi
uiM

) =

uiM
evi/uiM − e−vi/uiM

evi/uiM + e−vi/uiM
. (12)

根据式(10)和式(12),误差项∆(vi)(i = 1, 2, 3)如

下:

∆(vi) = sat(vi(t))− h(vi). (13)

由于饱和函数sat(vi(t))和双曲正切函数h(vi)都

是有界的,那么∆(vi)也是有界的,形式如下[14]:

|∆(vi)| = |sat(vi(t))− h(vi)| 6
uiM(1− tanh(1)). (14)

对h(vi(t))使用拉格朗日中值定理可得
[18]

h(vi(t)) = h(v0i ) +
∂h(vi)

∂vi
|vi=vµi

i
(vi − v0i ), (15)

其中: vµi

i =µivi+(1− µiv
0
i ), µi ∈ (0, 1), i=1, 2, 3.
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令v0i = 0,得

h(vi(t)) = h(v0i ) +
∂h(vi)

∂vi
|vi=vµi

i
vi. (16)

由h(v0i ) = h(0) = 0,式(16)可写成

h(vi(t)) =
∂h(vi)

∂vi
|vi=vµi

i
vi. (17)

令

H(v) = diag



∂h(v1)

∂v1
|v1=vµ1

1

∂h(v2)

∂v2
|v2=vµ2

2

∂h(v3)

∂v3
|v3=vµ3

3


. (18)

定义
Ḡ(X) = G(X)H(v),

P (X, v)=∆F (X)+∆G(X)sat(v(t))+

G(X)∆(v),

(19)

四旋翼无人机的姿态模型如下:
Ẋ1 = X2,

Ẋ2=F (X)+Ḡ(X)v+P (X, v)+d(t),

Y = X1.

(20)

本文针对式(20)所示的四旋翼无人机姿态模型,
综合考虑模型不确定、外部干扰、输入饱和以及姿态

限制等因素,设计反步控制器,使得四旋翼无人机的
姿态Y能够有效跟踪给定的期望姿态Yd,同时保证无
人机姿态满足给定限制条件.

2.2 转转转速速速逆逆逆变变变器器器(Rotational speed inverter)
四旋翼无人机通常使用直流电机来驱动,根据式

(2)–(3)可得控制力矩与旋翼转速的转换关系如下:
T0 = c(ω2

1 + ω2
2 + ω2

3 + ω2
4),

τϕ = lc(−ω2
1 + ω2

2 + ω2
3 − ω2

4),

τθ = lc(ω2
1 + ω2

2 − ω2
3 − ω2

4),

τψ = cψ(ω
2
1 − ω2

2 + ω2
3 − ω2

4).

(21)

那么转速逆变器形式如下:


ω2
1

ω2
2

ω2
3

ω2
4

 =
1

4



1

c
− 1

lc

1

lc

1

cψ
1

c

1

lc

1

lc
− 1

cψ
1

c

1

lc
− 1

lc

1

cψ
1

c
− 1

lc
− 1

lc
− 1

cψ




T0

u1

u2

u3

 , (22)

其中: wi(i = 1, 2, 3, 4)表示第i个电机的转速, [u1

u2 u3]
T = [τϕ τθ τψ]

T表示控制输入, T0是4个旋翼
产生的总推力. 当系统处于悬停状态时,总推力T0与

四旋翼无人机的重力G相等.

3 反反反步步步姿姿姿态态态控控控制制制策策策略略略(Backstepping attitude
scheme)
本节对式(20)的四旋翼无人机姿态系统设计反步

控制策略,需要用到的引理和假设如下:

引引引理理理 1[18] 使用径向基函数神经网络(radial basis
function neural network, RBFNN)逼近连续函数f(X) :
Rq → R,形式如下:

f(Z) =WTΦ(X) + ϵ, (23)

其中: X = [X1 X2 · · · Xq]
T ∈ Rq为神经网络的输

入向量, W ∈ Rq为神经网络的权值向量, Φ(X) =

[Φ1(X) Φ2(X) · · · Φq(X)]T ∈ Rq为基函数, ϵ为估
计误差且满足

|ϵ| 6 ϵ̄, (24)

其中ϵ̄ > 0是估计误差的上界.

引引引理理理 2 [19] 定义开集N = Rl×Z ⊂ Rl+1以及

区间Z = {e ∈ R : −Kb < e < Kb} ⊂ R, Kb ∈ R+,
考虑系统

ζ̇ = h(t, ζ), (25)

其中: ζ = [ω χ]T∈ N与h = R+ × N → Rl+1分段连

续于t,局部Lipschitz于ζ且一致于t和R+ × N. 假设存
在连续可微的正定函数U : Rl → R+和V1 : Z → R+

满足  lim
|e|→Kb

V1(e) = ∞,

µ1(∥ω∥) 6 U(ω) 6 µ2(∥ω∥),
(26)

其中µ1(·)和µ2(·)均为K∞类函数.

令V (ζ) = V1(e) + U(ω)及x(0) ∈ Z,若满足不
等式

V̇ =
∂V

∂ζ
h 6 0, (27)

那么对于任意t ∈ R+,有e(t) ∈ Z.

引引引理理理 3 [20] 对于初始条件有界的系统,若存在一
个C1连续且正定的Lyapunov函数V (x)满足∥π1∥ 6
V (x) 6 ∥π2∥,如V̇ (x) 6 −c1V (x)+ c2,其中π1, π2 :

Rn → R是K∞类函数且c1, c2为正常数,那么系统的
解x(t)一致有界.

假假假设设设 1 对于不确定多输入多输出非线性系统

(20)中存在的外部干扰,存在未知正常数β和η使得
∥d(t)∥ 6 β和∥ḋ(t)∥ 6 η成立.

假假假设设设 2 [19] 对于所有的t > 0,存在已知常数∆0

和∆1满足∥Yd(t)∥ 6 ∆0, ∥Ẏd(t)∥ 6 ∆1.

3.1 神神神经经经网网网络络络逼逼逼近近近(Neural network approximation)
根据式(19)–(20),由于系统模型不确定项∆F (X)

和∆G(X)未知,那么P (X, v)也是未知的. 本文使用
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神经网络干扰观测器对L−1P (X, v)进行逼近,设计
辅助系统如下 [21]:

λ̇ = −Γλ+ γ(X, v, Ŵ ),

γ(X, v, Ŵ ) = ΓX2+F (X)+Ḡ(X)v+

L−1ŴTΦ(X) + D̂,

(28)

其中: λ ∈ R3是辅助系统的状态向量, Γ = ΓT > 0

与L = LT > 0均为系统待设计参数, D̂是未知复合
干扰D的估计, ŴTΦ(X)是函数P (X, v)的神经网络

估计, Ŵ是RBFNN最优权值的估计.

根据引理1, P (X, v)可以写成如下形式:

P (X, v) =WTΦ(X) + ε, (29)

其中ε是RBFNN估计误差. RBFNN可以使得估计误
差ε任意小.

姿态系统(20)变为
Ẋ1 = X2,

Ẋ2 = F (X) + Ḡ(X)v+

L−1WTΦ(X) + L−1ε+ d(t).

(30)

定义D(t) = L−1ε+ d(t),式(30)可以写成
Ẋ1 = X2,

Ẋ2 = F (X) + Ḡ(X)v+

L−1WTΦ(X) +D(t).

(31)

定义

ef = x2 − λ. (32)

根据式(28)和式(32)有

ėf = −Γef + L−1W̃TΦ(X) + D̃, (33)

其中: W̃ =W − Ŵ , D̃ = D − D̂.

根据式(33)可得

eTf ėf = −eTf Γef + eTf L
−1W̃TΦ(X) + eTf D̃ 6

−eTf (Γ − 0.5I3×3)ef +

eTf L
−1W̃TΦ(X) + 0.5∥D̃∥2. (34)

若ef和D̃收敛,那么ŴTΦ(X)为WTΦ(X)的神经网

络逼近.

3.2 非非非线线线性性性干干干扰扰扰观观观测测测器器器(Nonlinear disturbance ob-
server)
使用非线性干扰观测器估计式(31)中的D(t),设

计辅助系统如下[21]:{
D̂ = L(x2 − z),

ż = F (X)+Ḡ(X)v+L−1ŴTΦ(X)+D̂,
(35)

其中L = LT > 0是待设计干扰观测器参数.

对D̂求导有
˙̂
D = L(ẋ2 − ż) = LD̃ + W̃TΦ(X), (36)

其中: D̃ = D − D̂, W̃ =W − Ŵ .

根据式(36)可得
˙̃D = Ḋ − ˙̂

D = Ḋ − L(ẋ2 − ż) =

Ḋ − LD̃ − W̃TΦ(X). (37)

由式(37)可得

D̃T ˙̃D = D̃TḊ − D̃TLD̃ − D̃TW̃TΦ(X). (38)

对式(38)最后一项,有以下不等式成立

−D̃TW̃TΦ(X) 6 ∥D̃∥∥W̃∥∥Φ(X)∥ 6

0.5ξτ̄ 2∥D̃∥2 + 1

2ξ
∥W̃∥2, (39)

其中∥Φ(X)∥ 6 τ̄且ξ > 0.

由于D(t) = L−1ε+ d(t),根据假设1和引理1中
神经网络的性质可知ḋ(t)和∥ε̇∥均有界,那么Ḋ(t)也

是有界的. 即对于式(31)中存在的未知复合干扰,存在
未知正常数ρ使得∥Ḋ(t)∥ 6 ρ成立.

根据式(38)和式(39)得

D̃T ˙̃D 6 0.5∥D̃∥2 + 0.5∥Ḋ∥2 − D̃TLD̃ +

0.5ξτ̄ 2∥D̃∥2 + 1

2ξ
∥W̃∥2 6

−D̃T(L− (0.5 + 0.5ξτ̄ 2)I3×3)D̃ +

0.5ρ2 +
1

2ξ
∥W̃∥2. (40)

3.3 反反反步步步控控控制制制策策策略略略(Backstepping scheme)
针对四旋翼无人机姿态角受限问题,使用界限

Lyapunov函数结合反步法设计四旋翼无人机的姿态
控制器.

定定定义义义 1 [13] 令R为一个包含原点的开区域,界限
Lyapunov函数 (barrier Lyapunov function, BLF)V (x)

为定义在R上关于系统ẋ = f(x)的标量函数,它具有
以下特性:

1) 光滑、正定;

2) 在R上的每个点的一阶连续偏导数存在;

3) 当x趋向R的边界时, V (x) → ∞;

4) 当x(0) ∈ R时,对于所有的t>0, V (x(t))6b,
其中b为某个正常数.

定义 {
e1 = X1 − Yd,

e2 = X2 − Ẏd − α,
(41)

其中: Yd是四旋翼无人机的期望姿态角, α为待设计
的虚拟控制律.

本文选择对称界限Lyapunov函数形式如下 [22]:

V1 =
3∑
i=1

1

2
ln

K2
bi

K2
bi − e21i

, (42)

其中: ln(·)表示·的自然对数, Kbi表示e1i的界限,即
|e1i| < Kbi, i = 1, 2, 3. 对称界限Lyapunov函数形式
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见图2.

图 2 界限Lyapunov函数示意图

Fig. 2 Schematic illustration of barrier Lyapunov function

根据式(42)有

V1 =
1

2
ln

KT
b IϕKb

KT
b IϕKb − eT1 Iϕe1

+

1

2
ln

KT
b IθKb

KT
b IθKb − eT1 Iθe1

+

1

2
ln

KT
b IψKb

KT
b IψKb − eT1 Iψe1

, (43)

其中: e1 = [e11 e12 e13]
T表示姿态误差向量, Kb =

[Kb1 Kb2 Kb3]
T为姿态误差界限, Iϕ=diag{1, 0, 0},

Iθ = diag{0, 1, 0}, Iψ = diag{0, 0, 1}.

注注注 1 实际应用中,往往给定了四旋翼无人机姿态界

限Kc及期望姿态的界限向量∆(其中∥∆∥ = ∆0),此时界限

Lyapunov函数的参数Kb = Kc −∆.

由|e1i| < Kbi(i=1, 2, 3),可得V1正定且C
1连续.

因此, V1的导数如下:

V̇1 =
eT1 Iϕė1

KT
b IϕKb − eT1 Iϕe1

+

eT1 Iθė1
KT

b IθKb − eT1 Iθe1
+

eT1 Iψė1
KT

b IψKb − eT1 Iψe1
. (44)

对e1微分,可得

ė1 = Ẋ1 − Ẏd = X2 − Ẏd = e2 + α. (45)

虚拟控制律α设计形式如下:

α = −(KT
bKb − eT1 e1)K1e1, (46)

其中K1 = KT
1 > 0为待设计参数.

将式(46)代入式(45),可得

ė1 = e2 − (KT
bKb − eT1 e1)K1e1. (47)

考虑式(47), V1的导数可写为

V̇1 = −3eT1K1e1 +
eT1 Iϕe2

KT
b IϕKb − eT1 Iϕe1

+

eT1 Iθe2
KT

b IθKb−eT1 Iθe1
+

eT1 Iψe2
KT

b IψKb−eT1 Iψe1
.

(48)

令

Ξ =
Iϕ

KT
b IϕKb − eT1 Iϕe1

+

Iθ
KT

b IθKb−eT1 Iθe1
+

Iψ
KT

b IψKb−eT1 Iψe1
. (49)

式(48)写成

V̇1 = −3eT1K1e1 + eT1Ξe2. (50)

根据式(31)和式(41), e2对时间的导数如下:

ė2 = Ẋ2 − Ÿd − α̇ =

F (X) + Ḡ(X)v + L−1WTΦ(X) +

D(t)− Ÿd − α̇. (51)

四旋翼无人机的反步控制律设计为如下形式:

v = Ḡ−1(x)(Ÿd + α̇−Ξe1 −K2e2 −
F (x)− L−1ŴTΦ(X)− D̂). (52)

注注注 2 由式(19)可得Ḡ(x) = G(x)H(x). 当四旋翼无

人机姿态角在较小范围内变化时,式(9)中G(x)可逆;同时,

由于双曲正切函数的导数始终为正,因此式(18)中H(x)是可

逆的对角阵. 综上, Ḡ(x)是可逆的.

考虑式(51)和式(52)可得到

eT2 ė2 = −eT2K2e2 + eT2L
−1W̃Φ(X) +

eT2 D̃ − eT2Ξe1 6
−eT2 (K2 − 0.5I3×3)e2 − eT2Ξe1 +

eT2L
−1W̃TΦ(X) + 0.5∥D̃∥2, (53)

其中: W̃ =W − Ŵ , D̃ = D − D̂.

选择Ŵ的自适应律如下:
˙̂
W = Λ(Φ(X)(ef + e2)

TL−1 + σ0Ŵ ), (54)

其中: Λ = ΛT > 0, σ0 > 0为待设计参数.

综上,选取Lyapunov函数形式如下:

V = V1 +
1

2
eT2 e2 +

1

2
eTf ef +

1

2
D̃TD̃ +

1

2
tr(W̃TΛ−1W̃ ). (55)

将式(34)(40)(53)代入式(55),可得

V̇ =

V̇1 + eT2 ė2 + eTf ėf + D̃T ˙̃D + tr(W̃TΛ−1 ˙̃W ) 6

−eTf (Γ − 0.5I3×3)ef + eTf L
−1W̃TΦ(X) +

0.5∥D̃∥2 − D̃T(L− (0.5 + 0.5ξτ̄ 2)I3×3)D̃ +

0.5ρ2 +
1

2ξ
∥W̃∥2 − 3eT1K1e1 −

eT2 (K2 − 0.5I3×3)e2 + eT2L
−1W̃TΦ(X) +

0.5∥D̃∥2 + tr(W̃TΛ−1 ˙̃W ).

(56)
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由W̃ =W − Ŵ ,将式(54)代入式(56),可得

V̇ 6 −3eT1K1e1 − eT2 (K2 − 0.5I3×3)e2 −
D̃T(L− (1.5 + 0.5ξτ̄ 2)I3×3)D̃ −
eTf (Γ − 0.5I3×3)ef + 0.5ρ2 −

σ0tr(W̃
TŴ ) +

1

2ξ
∥W̃∥2. (57)

考虑如下事实:

2tr(W̃TŴ ) = ∥W̃∥2 + ∥Ŵ∥2 − ∥W∥2 >
∥W̃∥2 − ∥W∥2. (58)

将式(58)代入式(57)得到

V̇ 6 −3eT1K1e1 − eT2 (K2 − 0.5I3×3)e2 −

eTf (Γ − 0.5I3×3)ef − (
σ0

2
− 1

2ξ
)∥W̃∥2 −

D̃T(L− (1.5 + 0.5ξτ̄ 2)I3×3)D̃ +

0.5ρ2 +
σ0

2
∥W∥2 6 −κV + C, (59)

其中:

κ = min{λmin(3K1), λmin(K2 − 0.5I3×3),

λmin(Γ − 0.5I3×3), λmin(L− (1.5 +

0.5ξτ̄ 2)I3×3), λmin(

2(
σ0

2
− 1

2ξ
)

λmax(Λ−1)
)},

C = 0.5ρ2 +
σ0

2
∥W∥2.

为了保证闭环系统的稳定性,控制器与辅助系统
的参数矩阵K1, K2, Γ , Λ, L, ξ以及σ0应当满足

K1 > 0, K2 − 0.5I3×3 > 0, Γ − 0.5I3×3 > 0,

L− (1.5 + 0.5ξτ̄ 2)I3×3 > 0,
σ0

2
− 1

2ξ
> 0.

由引理2、引理3和式(59)可得

0 6 V 6 C

κ
+ (V (0)− C

κ
)e−κt. (60)

由于姿态跟踪误差|e1i|<Kbi(i=1, 2, 3),且Kc

= [Kc1 Kc2 Kc3], ∆ = [∆ϕ ∆θ ∆ψ],以滚转角输出
Y1为例

|Y1| = |Y1d + e11| < |Y1d|+ |e11| <
∆ϕ +Kb1 = Kc1. (61)

同理可得: |Y2| < Kc2, |Y3| < Kc3. 那么

Y = [Y1 Y2 Y3]
T 6 [|Y1| |Y2| |Y3|] < Kc. (62)

由式(60)可知V是收敛的,且 lim
t→∞

V =C/κ. 同时,

根据式(61)和式(62)可知四旋翼无人机姿态响应Y满
足限制条件Kc. 综上,在式(52)的反步控制器v作用下
四旋翼无人机的姿态控制系统是有界稳定的,且姿态
满足给定的限制条件.

4 仿仿仿真真真验验验证证证(Simulation verification)
本节使用MATLAB软件进行仿真实验,验证本文

所提算法的可行性,四旋翼无人机姿态控制框图如
图3所示,其中转速逆变器的形式如式(22)所示, Θd =

Yd为四旋翼无人机期望跟踪姿态.

图 3 反步姿态控制结构图

Fig. 3 Backstepping attitude control structure

表1为四旋翼无人机姿态模型参数. 分别选择四旋
翼无人机期望跟踪姿态(单位: (◦))和外部干扰力矩(单
位: Nm),形式如下:

Yd =

 5 sin(2t+ 20◦)

5 cos(1.5t+ 10◦)

10 sin(t+ 40◦)

 , (63)

d(t) =

−0.4361 sin(1.6t+ 30◦)

−0.4984 sin(1.8t+ 50◦)

−0.6720 cos(2t+ 20◦)

 . (64)

表 1 四旋翼无人机模型参数
Table 1 Quadrotor UAV model parameters

参数 值

重力G 12N
旋翼中心距l 0.275m
升力系数c 1.335× 10−7 N ·min /r
反扭矩系数cϕ 1.5× 10−8 N ·min/r
X轴转动惯量jx 6.23× 10−3 Nm · s2/rad
Y轴转动惯量jy 6.23× 10−3 Nm · s2/rad
Z轴转动惯量jz 1.12× 10−2 Nm · s2/rad

四旋翼无人机模型不确定性选择如下:

∆F = 0.02

 sinϕ
cos θ
cosϕ

 , (65)

∆G = 0.02

sinϕ 0 0
0 cos θ 0
0 0 cosϕ

 . (66)

控制输入的饱和向量uM = [0.5 0.5 0.8]T Nm,
期望姿态界限∆=[5 5 10]T (◦),实际姿态界限Kc =

[5.1 5.1 10.1]T (◦),那么输出误差限制Kb = Kc−∆
= [0.1 0.1 0.1]T (◦).系统初始状态:

X1(0) = [1.635 4.874 6.359]T (◦),

X2(0) = [0.01 0.02 0.015]T (rad · s−1).
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参数选择为: Γ = diag{10, 10, 10}, Λ = 10I13×13,

L = diag{40, 50, 50}, σ0 = 0.5I13×13, K1 =

diag{100, 100, 100}, K2 = diag{1400, 1400, 1500}.
为了验证控制器的有效性,本文对四旋翼无人机

的姿态受限和非受限分别进行了仿真实验,两组仿真
实验参数设定一致.仿真结果如图4–9所示.

图 4 实际输出Y与期望输出Yd

Fig. 4 Comparison between actual output Y and

desired output Yd

图 5 跟踪误差e1与误差界限Kb

Fig. 5 Tracking error e1 and the boundary Kb

图 6 控制输入v与饱和输入u

Fig. 6 Control input v and saturation control input u

图 7 未受限情况下实际输出Y与期望输出Yd

Fig. 7 Comparison between actual output Y and desired

output Yd without constraints

图 8 未受限情况下跟踪误差e1与误差界限Kb

Fig. 8 Tracking error e1 and boundary Kb without constraints

图 9 未受限情况下控制输入v与饱和输入u

Fig. 9 Control input v and saturation control input u

without constraints

图4和图7分别为姿态受限和非受限情况下四旋翼
无人机期望跟踪姿态Yd与实际姿态Y的对比图,可以
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看出:在本文所设计的式(52)控制器作用下,四旋翼无
人机姿态跟踪精度较高,基本不受外部干扰和模型不
确定性的影响,非线性干扰观测器与神经网络干扰观
测器有效补偿了外部干扰和模型不确定性项.图5为
受限姿态跟踪误差的响应曲线,显然,姿态跟踪误差
始终在误差界限Kb内变化,跟踪误差有界,由式(62)
并结合图4可知四旋翼无人机的姿态响应在给定的姿
态界限内,系统姿态受限.同时,未受限的姿态跟踪误
差如图8所示,可以看出在仿真时间内部分姿态跟踪
误差超出了误差界限.图6和图9为姿态受限与非受限
的控制输入v与饱和输入u对比图,由图可知在加入非
线性干扰观测器和神经网络干扰观测器后,控制输
入v有界收敛. 综上,反步姿态控制器具有较好的跟踪
性能和良好的鲁棒性,且在考虑执行器饱和特性的情
况下,四旋翼无人机姿态受限.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文主要建立了四旋翼无人机的非线性模型,考

虑模型不确定性、外部干扰、输入饱和以及姿态受限

等问题,设计了反步姿态控制器,并通过仿真验证了
该方法的有效性. 结果表明: 该方法鲁棒性良好,且在
输入饱和情况下,四旋翼无人机姿态始终在给定的姿
态限制内变化.
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