
第 33卷第 1期
2016年 1月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 33 No. 1
Jan. 2016

概概概率率率布布布尔尔尔控控控制制制网网网络络络的的的弱弱弱能能能控控控性性性

DOI: 10.7641/CTA.2016.50556

李志强†, 肖会敏
(河南财经政法大学数学与信息科学学院,河南郑州 450046)

摘要:本文研究了概率布尔控制网络的弱能控性,系统的弱能控性是概率布尔网络精确能控的一个推广. 首先利用矩
阵的半张量积和逻辑变量的向量表示,概率布尔控制网络被表示为离散时间动态系统.接着给出概率布尔控制网络弱能
控的定义,从离散时间系统的结构矩阵出发,构造了最大概率转移矩阵,矩阵中的元素表示相应状态之间可能发生转移
的最大概率,在此基础上研究了概率布尔控制网络的弱能控的条件,同时给出了两个状态弱能达时控制序列的设计算
法. 最后通过例子进一步解释了弱能控的概念和控制序列设计算法的有效性.
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Weak controllability of probabilistic Boolean control networks

LI Zhi-qiang†, XIAO Hui-min
(School of Mathematics and Information Science, Henan University of Economics and Law, Zhengzhou Henan 450046, China)

Abstract: The weak controllability of probabilistic Boolean control networks (PBCNs) is discussed in this paper. The
definition of weak controllability for PBCNs is introduced firstly. Using semi-tensor product and vectors expression of
logical values, we express PBCNs as discrete time dynamic systems. Based on the structure matrix of PBCN, the maximum
probability transfer matrix is constructed, the element of this matrix denotes the maximum probability with which one state
is transferring to another. Also the weak controllability matrix is constructed, and the necessary and sufficient condition for
weak controllability of PBCNs is obtained. Finally, the algorithm is given to construct the control sequence which drives
the initial state to the desired value with probability ω. A numerical example is presented to show the applicability of our
approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
N--K布尔网络最初由Kauffman[1–2]提出,并用来

描述刻画基因调控网络,已经成为系统生物学里的热
点研究课题[3–4],同时也引起其他研究领域的兴趣. 在
计算机科学中,学者们将N--K布尔网络用于计算机
中“门”的设计与优化[5];在物理学中,学者们将它用
于研究混沌现象[6–7]以及与玻璃等无序材料有关的相

关问题[8–9].
矩阵的半张量积[10]是研究逻辑动态系统的重要

工具[11]. 在文章[12]中具体地介绍了利用矩阵半张量
积和逻辑变量的向量表示把布尔网络转化为离散时

间动态系统,这是在状态空间框架下研究逻辑系统的
关键一步.随后布尔网络的相关控制问题得到了广泛

研究[13–19],同时也引起了国外学者的广泛关注. 文
献[20]从图论观点研究了布尔网络的能观性. 文
献[21]研究了布尔控制网络的能观性，并且设计了网
络观测器. 文献[22–23]研究了单输入的布尔网络的
最大值原理和最小时间控制问题.文献[24]从矩阵特
征值角度研究块序列布尔网络的拓扑结构. 程代展研
究员在文献[25]综述了逻辑系统的代数状态空间方
法.
对于概率布尔控制网络的研究主要是基于马尔科

夫链. 利用逻辑系统的状态空间方法,概率布尔控制
网络被表示为一个有限状态的马尔科夫链. 文献
[26–28]利用动态规划研究了概率布尔控制网络的的
最优化控制与干预问题.文献[29]研究了含有状态约
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束和控制约束的混合值逻辑动态系统的能控性. 文
献[29–30]研究了概率布尔控制网络和状态带有时滞
的布尔网络的能控性与镇定性,给出了概率布尔控制
网络两个状态以概率1能达的充要条件,只是条件的
检验中计算量太大,文献[31]利用马尔科夫链的遍历
性理论研究了概率布尔控制网络的能控性，并给出

了概率布尔控制网络的能控的充要条件,并且简化了
计算复杂性. 文献[32]研究了概率布尔控制网络避开
状态集合的能控性与能达性.

在随机系统的能控性研究中,倒向随机微分方程
理论提供了一个新的思路[33]. 彭实戈院士在文
献[34]从倒向随机微分方程的角度提出了随机控制系
统的精确终端能控性和能控性. 在随机系统中,状态
之间的能控与能达性都是以在概率意义下的能控与

能达,因此研究的精确能控及以概率1的能控局限性
太强. 受此启发,本文研究概率布尔控制网络的弱能
控性. 随机系统的弱能控性在理论上推广了精确能控
性,同时也丰富了逻辑系统控制理论;在应用上,也为
研究基因调控网络的能控性和干预问题提供了新的

研究思路和方法.

2 准准准备备备工工工作作作(Preliminaries)
为叙述方便,本文用到的基本符号列表如下:

� D = {0, 1};
� 1k := (1 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸

k

)T;

� δin :单位矩阵In的第i列;

�∆n := {δin|i = 1, · · · , n},∆ := ∆2;

�矩阵L ∈ Rn×r称为逻辑矩阵,其中Col(L) ⊂ ∆n.

�全体n× r逻辑矩阵的集合为Ln×r;逻辑矩阵L =

� [δi1n , δi2n , · · · , δirn ],记为L = δn[i1, i2, · · · , ir];
�矩阵B ∈ Rn×r称为布尔矩阵,其中Bij ∈ D.全体

� n× r布尔矩阵的集合为Bn×r.

矩阵半张量积[10]是本文的主要工具. 首先将逻辑
变量的取值与向量建立对应,不引起混淆的情况下,
1 ∼ δ12 , 0 ∼ δ22 , D ∼ ∆. 利用矩阵的半张量积,将逻
辑动态系统转化为代数形式,以逻辑动态系统的结构
矩阵为主要研究对象.本文所指的“半张量积”是指
左半张量积.关于矩阵半张量积的性质可以参看文
献[10–11].

定定定义义义 1 [10] 设A ∈ Rm×n, B ∈ Rp×q,记t = lcm

(n, p)为n和p的最小公倍数. 矩阵A和B的半张量积

定义为

AnB = (A⊗ It/n)(B ⊗ It/p). (1)

利用矩阵的半张量积,将逻辑动态系统转化为代
数形式的过程中,下述引理起了关键作用.

命命命题题题 1 [10] 设x1, · · · , xn ∈ D是n个逻辑变量,
f(x1, · · · , xn)是一个逻辑函数. 则存在唯一的矩阵
Mf ∈ L2×2n ,使得

f(x1, · · · , xn) = Mf

n
n
i=1

xi, xi ∈ ∆. (2)

式(2)称为是逻辑函数f的代数形式.

为了研究概率布尔控制网络的能达与能控性引进

如下矩阵运算.

定定定义义义 2 1) n维行向量a = (a1, · · · , an), b =

(b1, · · · , bn) ∈ Rn,定义a⊙ b′和a ∨ b为

a⊙ b′ =
n
∨
i=1

aibi, a ∨ b = (a1 ∨ b1 · · · , an ∨ bn).

2) 设A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p. 那么A⊙B := C =

(cij) ∈ Rm×n定义为

cij =
n
∨

k=1
aikbkj .

特别的,如果A ∈ Rn×n,那么

A(k) := A⊙ · · · ⊙A︸ ︷︷ ︸
k

, k > 1.

当k = 2时, A(2) := A⊙A.

3) 设A ∈ Rm×n和B ∈ Rm×n,那么A ∨B := C

= (cij) ∈ Rm×n定义为

cij = aij ∨ bij.

通过下述例子说明定义2.

例例例 1 1) 设行向量α = (1 0.1 1 0),行向量β =

(0.2 0.1 0 0.9).

α⊙ β′ = (1 0.1 1 0)⊙


0.2

0.1

0

0.9

 =

(1× 0.2) ∨ (0.1× 0.1) ∨ (1× 0) ∨ (0× 0.9) =

0.2.

2) 矩阵A和B:

A =

0.2 1 0 0.1

0.4 0.1 0 0.3

1 0 1 0.2

和B =


1 0.2 1

0.2 1 0.3

1 0.1 1

0.9 0 1

 .

那么得到

A⊙B=

0.2 1 0 0.1

0.4 0.1 0 0.3

1 0 1 0.2

⊙


1 0.2 1

0.2 1 0.3

1 0.1 1

0.9 0 1

=

0.2 1 0.3

0.4 0.1 0.4

1 0.2 1

 .
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A∨B′=

0.2 1 0 0.1

0.4 0.1 0 0.3

1 0 1 0.2

∨

 1 0.2 1 0.9

0.2 0.1 0.1 0

1 0.3 1 1

=

 1 1 1 0.9

0.4 0.1 0.1 0.3

1 0.3 1 1

 .

本文定义的运算⊙有下面的保不等式性,并且满
足结合律和分配律.

命命命题题题 2 1) 设矩阵A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×n, C ∈
Rn×p. 如果A 6 B,那么A⊙ C 6 B ⊙ C.

2) 设矩阵A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p, C ∈ Rp×q,那
么(A⊙B)⊙ C = A⊙ (B ⊙ C).

3) 设矩阵A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×n, C ∈ Rn×p,那
么(A ∨B)⊙ C = (A⊙ C) ∨ (B ⊙ C).

证证证 记

A = (aij), B = (bij), C = (cij).

1) 矩阵A⊙ C的第i行第j列元素为(A⊙ C)ij =
n
∨

k=1
aikckj . 同样,矩阵B ⊙ C的第 i行第 j列元素为

(B ⊙ C)ij =
n
∨

k=1
bikckj . 记bik∗ck∗j =

s
∨

k=1
bikckj . 只

需证明∀k = 1, 2, · · · , n, aikckj 6 bik∗ck∗j .

用反证法,设存在γ,使得aiγcγj > bik∗ck∗j . 由于
bik∗ck∗j > biγcγj ,则

aiγcγj > biγcγj.

这与条件aiγ 6 biγ矛盾. 因此结论1)得证.

2) 由定义2, (A⊙B)ik =
n
∨
s=1

aisbsk. 矩阵(A⊙
B)⊙ C的第i行第j列元素为

[(A⊙B)⊙ C]ij =
p
∨
t=1

(
n
∨
s=1

aisbst)ctj =

p
∨
t=1

n
∨
s=1

aisbstctj. (3)

类似地,矩阵[A⊙ (B ⊙ C)]ij第i行第j列元素为

[A⊙ (B ⊙ C)]ij =
n
∨
s=1

ais(
p
∨
t=1

bstctj) =

n
∨
s=1

p
∨
t=1

aisbstctj. (4)

比较式(3)和式(4)可知结论2)成立.

3) 对任意的i, j,

[(A ∨B)⊙ C]ij =
n
∨
t=1

[(ait ∨ bit)× ctj] =

n
∨
t=1

[(aitctj) ∨ (bitctj)]. (5)

另一方面,

(A⊙ C)ij =
n
∨
t=1

(aitctj),

(B ⊙ C)ij =
n
∨
t=1

(bitctj).
(6)

因此

[(A⊙ C) ∨ (B ⊙ C)]ij =
n
∨
t=1

[(aitctj) ∨ (bitctj)].

结论3)成立.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
考虑一组布尔控制网络{Σλ, λ = 1, · · · , N},其

中第λ个布尔网络Σλ的动态方程为

x1(t+ 1) = fλ
1 (x1(t), · · · , xn(t),

u1(t), · · · , um(t)),

x2(t+ 1) = fλ
2 (x1(t), · · · , xn(t),

u1(t), · · · , um(t)),
...

xn(t+ 1) = fλ
n (x1(t), · · · , xn(t),

u1(t), · · · , um(t)),

(7)

其中: xi ∈ D, i = 1, 2, · · · , n是状态变量, uj ∈ D,

j = 1, · · · ,m是输入变量, fλ
i 是(m+ n)元布尔函数.

记P = (P1, · · · , PN)为布尔网络的{Σλ, λ = 1, · · · ,
N}的概率分布列. 即在t时刻,布尔控制网络Σλ被激

活的概率为Pλ. 称(Σ,P )为一个概率布尔控制网络.

设x(t) :=
n
n
i=1

xi(t), u =
m
n
i=1

ui,由命题1,动态方

程(7)中的各个变量演化方程被表示为

xi(t+ 1) = Mλ
i x(t), xi ∈ ∆,Mλ

i ∈ L2×2n , (8)

其中∀i = 1, · · · , n, Mλ
i 表示fλ

i 的结构矩阵. 利用文
献[11–12]中的技巧,布尔网络Σλ的代数形式为

x(t+ 1) = Liu(t)x(t), i = 1, · · · , N. (9)

概率布尔网络的状态在时刻t+ 1的数学期望为

Ex(t+ 1) =
N∑
i=1

PiLiu(t)Ex(t) := Lu(t)Ex(t),

(10)

其中

L :=
N∑
i=1

PiLi ∈ R2n×2n . (11)

定定定义义义 3 概率布尔控制网络(7). 1) 状态xd称为

以概率ω从状态x0能达,如果存在一个正整数T和一

个控制序列{u(0), u(1), · · · , u(T − 1)},使得

P(x(T ) = xd|x(0) = x0) > ω,

也称概率布尔网络以从状态x0到xd(以概率)ω能控的.

2) 概率布尔控制网络(7)称为在x0以概率ω弱能

达,如果对任意的xd ∈ ∆2n ,系统都是从状态x0至少

以概率ω弱能达的.

3) 概率布尔控制网络(7)称为以概率ω弱能控,如
果对任意的x0 ∈ ∆2n ,系统在x0都是以概率ω弱能控

的.

将布尔控制网络(7)的结构矩阵(11)等分为2m

个子块,

L = [Blk1(L),Blk2(L), · · · ,Blk2m(L)], (12)
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其中Blkk(L) ∈ R2n×2n , k = 1, · · · , 2m.

初始状态为x0 = δj2n ,选择控制u(0) = δk2m ,则状
态x(1)为Lλu(0)x0的概率为Pλ. 因此在t = 1时刻,
状态x(1)的数学期望为

X(1) = Ex(1) = Lδk2mx0 =

Blkk(L)x0 = (x11, · · · , x12n)
T, (13)

其中
2n∑
i=1

x1i = 1. 第i个元素x1i = (Bk)ij表示在控制

u(0)的作用下,系统的状态从x(0) = δj2n演化到δi2n的

概率为x1i.

考虑控制u(0)的所有可能取值,系统的状态
从x(0) = δj2n演化到状态δi2n的最大概率可以表示为

(Blk1(L))ij ∨ (Blk2(L))ij ∨ · · · ∨ (Blk2m(L))ij.

定义

M = Blk1(L) ∨ Blk2(L) ∨ · · · ∨ Blk2m(L) =
2m

∨
k=1

(Blkk(L)). (14)

从矩阵M的构造,可以从矩阵M的各个元素得到布尔

控制网络任意两个状态之间相互能达的最大概率.比
如Mij = c ̸= 0意味着存在一个控制使系统的状态

从δj2n以最大概率c演化到δi2n . 如果Mij = 0,表示系
统的状态从δj2n到δi2n的概率为零.

命命命题题题 3 考虑概率布尔网络(7),从式(7)的结构
矩阵得到矩阵M . 如果(M (s))i,j = c ̸= 0,那么δi2n可

以从状态δj2n出发在第s步以概率c能达.

证证证 用数学归纳法证明. 当s = 1时,从式(14)中
M的构造可知结论证明.

一般地,假设(M (s))ij是从δj2n出发,在第s步到δi2n

的最大概率,即

Pmax(x(s)) = δi2n |x(0) = δj2n = (M (s))ij.

系统的状态从δj2n出发在第(s+ 1)步到δi2n可以分

解为两个步骤: 1)首先系统全状态从δj2n开始经

1步演化到状态δk2n ; 2)从状态δk2n经过s步,状态演化
到δi2n .

因此经过s+ 1步,系统从全变量状态δj2n开始,最
终演化到δi2n的最大概率为

Pmax(x(s+ 1) = δi2n |x(0) = δj2n) =
2n

∨
k=1

Pmax(x(s+ 1) = δi2n |x(s) = δk2n)×

Pmax(x(s) = δk2n |x(0) = δj2n). (15)

由假设,从状态δj2n开始在第s步到δk2n的最大概率

为

(M (s))kj = Pmax(x(s) = δk2n |x(0) = δj2n). (16)

另一方面,从δk2n一步到达δi2n的最大概率为

Mkj = Pmax(x(s+ 1) = δk2n |x(s) = δj2n). (17)

将式(16)和式(17)代入式(15)得到

Pmax(x(s+ 1) = δi2n |x(0) = δj2n) =
2n

∨
k=1

Mik(M
(s))kj. (18)

式(18)的右端可以理解为M的第i行和M (s)的第j列

的⊙积.从式(16)–(18)可知, (M (s+1))i,j是从δj2n出发

在s+ 1到δi2n最大概率. 证毕.

从M (s)可以得到概率布尔控制网络在第s步的最

大概率能达性信息.为了研究网络(7)的能达性与能控
性,定义MC(s):

MC(s) =
s
∨
t=1

M (t). (19)

由命题3,概率布尔控制网络的两个状态之间以概
率ω弱能达性可以从矩阵MC(∞) =

+∞
∨
t=1

M (t)得到.

命命命题题题 4 概率布尔网络(7)的代数形式为式(9).
如果存在正整数k,使得

M (k+1) 6 MC(k), (20)

那么

MC(∞) =
∞
∨
t=1

M (t) = MC(k).

证证证 只需证明M (s) 6 MC(k), ∀s > k + 1. 不失
一般性,对于任意的s > k + 1,记s = k + 1 + p(p >
0). 当p = 0时结论显然成立. 对于p > 1,有

M (s) = M (k+p+1) = M (k+1) ⊙M (p).

对p利用数学归纳法. 若p = 1,由条件M (k+1) 6
MC(k)和命题2可得

M (k+2) = M (k+1) ⊙M 6 MC(k)⊙M =
k
∨
s=2

M (s) ∨M (k+1) 6 MC(k) ∨MC(k) =

MC(k).

设M (k+p+1) 6 MC(k),那么

M (k+p+2) = M (k+p+1) ⊙M 6 MC(k)⊙M =
k
∨
s=2

M (s) ∨M (k+1) 6 MC(k).

因此

MC(∞) =
∞
∨
t=1

M (t) =
k
∨
t=1

M (t) ∞
∨

t=k+1
= MC(k).

由命题3与命题4,得到概率布尔网络(7)的弱能控
性充分条件. 证毕.

定定定理理理 1 概率布尔网络(7)的代数形式为式(9).
如果存在正整数k,使得M (k+1) 6 MC(k),则

1) 如果Colj(MC(k)) > ω × 12n×1,则概率布尔
控制网络(7)在x0 = δj2n是以概率ω弱能达;

2) 如果MC(k) > ω × 12n×2n ,则概率布尔控制
网络(7)以概率ω弱能控.
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在条件(20)约束下,定理1提供了检验概率布尔网
络(7)弱能控性的充分条件.下面证明满足条件(20)
的k必定存在,并且k 6 2n.

命命命题题题 5 概率布尔网络(7)的代数形式为式(9).
设状态α = δi2n 可以从β = δj2n出发在s步以概率ω能

达,那么α必然能在2n步以内从β = δj2n以概率ω能达.

证证证 如果1 6 s 6 2n,则结论显然成立. 否则,假
设状态α = δi2n是从β = δj2n出发在第s(s > 2n)步以
概率ω弱能达.则存在一个控制序列u(0), u(1), · · · ,
u(s− 1)和一条至少以概率ω出现的状态轨线

x(1) → x(2) → · · · → x(s),满足

P(x(1)=δi12n |x(0)=β, u(0)=δγ0

2m) > ω,

P(x(2)=δi22n |x(1)=δi12n , u(1)=δγ1

2m)>ω,
...

P(x(p) = δ
ip
2n |x(p− 1) = δ

ip−1

2n ,

u(p− 1) = δ
γp−1

2m ) > ω,

P(x(p+ 1) = δ
ip+1

2n |x(p) = δ
ip
2n ,

u(p) = δ
γp

2m) > ω,
...

P(x(q) = δ
iq
2n |x(q − 1) = δ

iq−1

2n ,

u(q − 1) = δ
γq−1

2m ) > ω,

P(x(q + 1) = δ
iq+1

2n |x(q) = δ
iq
2n ,

u(q) = δ
γq

2m) > ω,
...

P(x(s) = δis2n |x(s− 1) = δ
is−1

2n ,

u(s− 1) = δ
γs−1

2m ) > ω,

(21)

其中x(s)=δis2n = α. 状态序列β, δi12n ,· · ·, δis2n = α ∈
∆2n中,如果存在两个状态相等,不妨δ

ip
2n = δ

iq
2n . 那么

在时刻p,可以选择控制u(p) = δ
γq

2m ,得到

P(x(p+ 1) = δ
iq+1

2n |x(p) = δ
ip
2n , u(p) = δ

γp

2m) > ω.

则从β = δj2n到α = δi2n以概率ω出现的状态轨线

x(1) → x(2) → · · · → x(s)变为

β → δi12n → · · · → δ
ip
2n → δ

iq+1

2n → · · · → δi2n = α.

利用这种方法可以剔除序列δi12n , · · · , δis2n中的重
复状态. 不失一般性,设如下序列不含有重复状态.

δj2n = β → δi12n → · · · → δis2n = α = δi2n . (22)

由于含有n个状态变量的布尔控制网络(7)之多有2n

个不同的状态. 因此从β = δj2n到α = δi2n以概率ω出

现的状态轨线(22)的长度不会超过2n. 证毕.

4 控控控制制制序序序列列列设设设计计计算算算法法法(Control sequence de-
sign)
设xd = δi2n可以从x0 = δj2n 以概率ω弱能达,下

面的算法给出了如何寻找相应的控制序列. 由定理1,
一定存在正整数1 6 s 6 2n,使得(M (s))ij > ω.

算算算法法法 1 确定最小的s使得(M (s))ij > ω.

对于t = s, s− 1, · · · , 2.

Step 1 考虑矩阵M和M (t−1),存在 ks−t,使得
Mks−t,j > ω, (M (t−1))i,ks−t

> ω,并 且Mks−t,j ×
(M (t−1))i,ks−t

> ω.

Step 2 在式 (12)中存在子块Blkαs−t
(L),其中

[Blkαs−t
(L)]ks−t,j > ω.取u(s−t) = δ

αs−t

2m ,可以得到
x(s− t+ 1) = δ

ks−t

2n .

Step 3 令j = ks−t,返回.

当t = 1时,注意到(M)i,ks−2
> ω. 从式(12)中存

在子块Blkαs−1
(L),其中[Blkαs−1

(L)]i,ks−2
> ω. 取

u(s− 1) = δ
αs−1

2m ,得到x(s) = δi2n .

命命命题题题 6 设状态α = δi2n可以从β = δj2n以概率ω

能达.由算法1构造的控制序列可以使状态从
x0 = β出发至少以概率ω演化到xd = α.

证证证 设x0 = β = δj2n . 由算法1得到, u(0) = δα0
2m ,

[Blkα0
(L)]k1,j > ω. 因此

x(1) = Lu(0)x0 = Lδα0
2mδ

j
2n =

[Blkα0
(L)]δj2n = [a1, · · · , a2n ]

T, (23)

其中x(1)的第k1个分量ak1
= [Blkα0

(L)]k1,j > ω. 即

P(x(1) = δk1
2n |x(0) = δj2n , u(0) = δα0

2m) > ω.

一般地,记x(0) = x0, x(s) = α = δi2n . 在第t步,
有u(t− 1) = δ

αt−1

2m , [Blkαt−1
(L)]kt,kt−1

> ω.

x(t) = Lu(t− 1)xt−1 = Lδ
αt−1

2m δt−1
2n =

[Blkαt−1
(L)]δt−1

2n = [b1, · · · , b2n ]T, (24)

其中x(t)的第kt个分量akt
=[Blkαt−1

(L)]kt,kt−1
>ω.

即

P(x(t)=δkt
2n |x(t−1)=δt−12n , u(t−1)=δ

αt−1

2m )>ω.

特别的当t = 1时,得到

P(x(s)=δks
2n |x(s−1)=δs−12n , u(s−1)=δ

αs−1

2m )>ω.

因此控制序列{u(0), u(1), · · · , u(s− 1)}使状态
从β = δj2n出发在第s步至少以概率ω到达α = xd =

δi2n .

5 例例例子子子(An illustrative example)
这一部分用例子说明概率布尔控制网络的弱能控

性与能达性,并且设计控制序列使状态之间至少以概
率ω能达.

例例例 考虑如下具有2个状态变量和2个输入变量的
概率布尔控制网络.{

x1(t+1)=f1(u1(t), u2(t), x1(t), x2(t)),

x2(t+1)=f2(u1(t), u2(t), x1(t), x2(t)),
(25)
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其中:

f1(t+ 1)∈ {f1
1 = x2(t) → u1(t),

f2
1 = u1(t) ↔ (x1(t) ∧ x2(t)},

f2(t+ 1)∈ {f1
2 = x1(t) ∧ u2(t),

f2
2 = x1(t) ∨ u2(t)},

(26)

同时

P(f1 = f1
1 ) = 0.2,P(f1 = f2

1 ) = 0.8,

P(f2 = f1
2 ) = 0.3,P(f2 = f2

2 ) = 0.7.

设x(t) = x1(t) n x2(t) ∈ ∆4, u(t) = u1(t) n
u2(t) ∈ ∆4,则式(25)中各个可能被激活的布尔网络
代数形式为

x(t+ 1) = Lu(t)x(t), (27)

其中L ∈ {L1, L2, L3, L4},
L1 = δ4[1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 1, 4, 2, 4, 2, 4, 2],

L2 = δ4[1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 1, 3, 1, 3, 1, 4, 2],

L3 = δ4[1, 3, 4, 4, 2, 4, 4, 4, 3, 1, 2, 2, 4, 2, 2, 2],

L4 = δ4[1, 3, 3, 3, 1, 3, 4, 4, 3, 1, 1, 1, 3, 1, 2, 2],

(28)

同 时: P(L = L1) = 0.06, P(L = L2) = 0.14, P

(L = L3) = 0.24, P(L = L4) = 0.56.

在时刻t+ 1,状态x ∈ L2n的数学期望为

Ex(t+ 1) =
4∑

i=1

LiP(L = Li)u(t)Ex(t) =

Lu(t)Ex(t), (29)

其中矩阵L为

L=


1 0.2 0.14 0.14 0.94 0.14 0 0 0 1 0.8 0.94 0 0.94 0 0

0 0 0.06 0.06 0.06 0.06 0.2 0.2 0 0 0 0.06 0 0.06 0.8 1

0 0.8 0.8 0.8 0 0.8 0 0 1 0 0.14 0 0.94 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0.8 0.8 0 0 0.06 0 0.06 0 0.2 0

 . (30)

从式(30)得到

M = Blk1(L) ∨ Blk2(L) =
1 1 0.8 0.94

0.06 0.06 0.8 1

1 0.8 0.8 0.8

0.06 0 0.8 0.8

 .

通过定义2,计算得到M (2),M (3),M (4)

M (2) =


1 1 0.8 1

0.8 0.64 0.8 0.8

1 1 0.8 0.94

0.8 0.64 0.64 0.64

 ,

M (3) =


1 1 0.8 1

0.8 0.8 0.64 0.752

1 1 0.8 1

0.8 0.8 0.64 0.752

 ,

M (4) =


1 1 0.8 1

0.8 0.8 0.64 0.8

1 1 0.8 1

0.8 0.8 0.64 0.8

 .

进一步有

MC(4) = M ∨M (2) ∨M (3) ∨M (4) =
1 1 0.8 1

0.8 0.8 0.8 1

1 1 0.8 1

0.8 0.8 0.8 0.8

 . (31)

矩阵(31)的各个元素有一定的物理意义,即
(MC(4))ij表示在4步之内,系统的状态从δj4到δi4能

达的概率.比如, (MC(4))34 = 1表示存在一个控制

序列使系统的状态从δ44到δ34以概率1能达.考虑
到(M (3))34 = 1,确切的说,存在一个控制序列使系
统的状态从δ44出发在第3步以概率1到达δ34 .

从定理1可知,概率布尔控制网络(25)是以概率
0.8弱能控的. 注意到(MC(3))4,2 = 0.8,因此状态
从δ24出发在第3步以概率0.8到达δ44 . 记下来利用算
法1设计控制序列u(0), u(1), u(2).

第第第1步步步 可以找到最小的整数3,使得

(M (3))4,2 = 0.8.

取k0 = 1,注意到(M (2))4,1 = 0.8和(M)1,2 = 1. 由
矩阵L的分块形式(30)知[Blk3(L)]1,2 = 1.取u(0)

= δ34 ,那么x(1) = δ14 . 状态x(1) = δ14可以从x(0) =

δ24以概率1能达.

第第第2步步步 注意到M (2) = M ⊙M . 由(M)3,1 = 1,

(M)4,3 = 0.8和[Blk3(L)]3,1 = 1.

取u(1) = δ34 ,那么x(2) = δ34 . 状态x(2) = δ34从

x(1) = δ14以概率1能达.

第第第3步步步 因为

(M)4,3 = 0.8, [Blk2(L)]4,3 = 0.

取u(2) = δ24 ,那么x(3) = δ44 . 因此x(3) = δ44可以从

x(2)= δ34 以概率0.8能达.至此,得到控制序列
u(0), u(1), u(2),使系统的状态从x0 = δ24 ∼ (1, 0)

出发在第3步以概率0.8到达xd = δ44 ∼ (0, 0). 进一
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步控制序列为

u(0) = δ34 ∼ (0, 1),

u(1) = δ34 ∼ (0, 1),

u(2) = δ24 ∼ (1, 0),

得到的可能控制序列为
P(x(1) = δ14|x(0) = δ24 , u(0) = δ34) = 1,

P(x(2) = δ34|x(1) = δ14 , u(1) = δ34) = 1,

P(x(3) = δ44|x(2) = δ34 , u(2) = δ24) = 0.8.

(32)

从式(32)可知,对于概率布尔网络(25),设初始
状态为x(0) = δ24 ,取控制序列u(0) = δ34 , u(1) =

δ34, u(2) = δ24 ,在第3步系统(32)的状态以概率0.8
到达状态δ44 .

6 结结结论论论(Conclusions)
精确能控性概念是在研究非线性抛物型偏微分

方程和扩散型微分方程时出现的,后来彭实戈院士
将精确能控性概念推广到倒向随机微分方程,同时
也建立了倒向微分方程和偏微分方程系统的联系,
推动了偏微分方程理论的发展.从倒向微分方程来
看,精确能控性主要是研究随机控制系统的终端状
态精确能控的问题.同时精确能控性概念在证券市
场定价问题研究中有重要的应用价值.

本文主要研究了概率布尔控制网络的弱能控性,
弱能控性是与精确能控相对的,当弱能控概率ω =

1时,弱能控性就退化为精确能控性. 因此弱能控性
是精确能控性的一般推广.

下一步,笔者将进一步研究概率布尔网络的弱
能控性、弱能观性,同时为了也可以考虑带有噪声
干扰的概率布尔控制网络的相关性质.
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