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摘要:传统支持向量回归是单纯基于样本数据的输入输出值建模,仅使用样本数据信息,未充分利用其他已知信
息,模型泛化能力不强. 为了进一步提高其性能,提出一种融合概率分布和单调性先验知识的支持向量回归算法.
首先将对偶二次规划问题简化为线性规划问题,在求解时，加入与拉格朗日乘子相关的单调性约束条件;通过粒
子群算法优化惩罚参数和核参数,优化目标包括四阶矩估计表示的输出样本概率分布特性. 实验结果表明,融合这
两部分信息的模型,能使预测值较好地满足训练样本隐含的概率分布特性及已知的单调性,既提高了预测精度,又
增加了模型的可解释性.
关键词: 支持向量回归;概率分布;单调性;粒子群优化

中图分类号: TP273 文献标识码: A

Improved support vector regression algorithm combining with
probability distribution and monotone property
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Abstract: The traditional support vector regression (SVR) is only based on data information, and a great deal of prior
knowledge is neglected. In order to improve its performance, a new SVR algorithm combining with probability distribution
and monotone property is proposed. Firstly, the dual quadratic programming problem is simplified as a linear one. Secondly,
the monotonic constraints associated with Lagrange multiplier are added. Thirdly, the particle swarm optimization (PSO) is
employed to optimize the penalty and kernel parameters. And the fitness function of PSO is the deviation of the probability
distribution estimated by four-order moments. The experiment results show that the performance of the proposed SVR
model is improved and the developed model satisfies probability distribution and monotone property.
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1 引引引言言言(Introduction)
支持向量回归(support vector regression, SVR)是

Vapnik在统计学习理论的基础上提出的一种机器学习
算法[1],标准支持向量回归算法的基本思路是通过有
限个样本数据,建立起反映输出和输入之间的函数关
系.它通过结构风险最小化原理来提高泛化能力,较
好地解决了小样本、非线性、高维度等实际问题.从本
质上说, SVR属于黑箱建模,在学习过程中,没有考虑
已知的先验知识. 在机器学习领域,有效利用先验知
识有助于提高学习算法的泛化能力. 文献[2]考虑了几
种不同类型的先验知识,包括已知函数在特殊点的
值、导数值,在给定区域的界以及在给定区域的任何
导数信息.文献[3]将梯度信息作为第2类变量融入到

核矩阵中直接构建优化模型. 通常,先验知识会以约
束的形式结合到支持向量回归算法中[2, 4–5]. 对于一个
化工系统,由于宏观和微观上的复杂性,虽然它的全
部行为还是无法准确地用数学语言去描述,但根据系
统的能量和质量守恒定律,及动态平衡原则等可以得
出部分的信息.比如某个反应过程,系统的熵永远是
只增不减,反应速率随着反应温度的升高保持单调递
增,而单调性正是经常可以获得的化工系统特性. 文
献[6]中采用单调性改进神经网络,文献[7]将单调性
约束支持向量分类算法,都使模型性能提升. 因此本
文首先考虑单调性先验知识,采用不等式约束的形式
将单调性有效地融入SVR建模. 随后,考虑到工业过
程采集的样本数据中,只有一小部分有对应输入输出

收稿日期: 2015−11−09;录用日期: 2017−03−15.
†通信作者. E-mail: xfyan@ecust.edu.cn; Tel.: +86 21-64253254.
本文责任编委:李少远.
国家自然科学基金项目(21176073),国家“973”计划(2013CB733605)资助.
Supported by National Natural Science Foundation of China (21176073) and National“973”Plan (2013CB733605).



672 控 制 理 论 与 应 用 第 34卷

对的样本数据. 这是由于工业过程分析测试比较耗时,
主要分析指标通常间隔若干小时测试一次,造成大量
输入数据没有对应的输出数据. 但这些缺失对应输出
数据的样本也包含大量有用信息,主要体现在概率分
布(probability distribution, PD)信息上. 这些信息在现
有SVR建模中很少被利用. 文献[8]假设了风速的季
节性分布规律,并用直方图估计出风速概率,给样本
扩充一个概率维度,得到较好的时间序列预测结果.
本文从这两个角度出发,分别在模型推导阶段以差分
方程约束的形式,以及在参数优化阶段以调整适应度
函数的方式,首次同时将单调性和样本概率分布一致
性这两种先验知识融合到SVR中,并结合线性规划方
法给出了一种新的融合概率分布和单调性的线性规

划支持向量机回归方法,以下简称为MonLPSVR(w/
PD).

2 支支支持持持向向向量量量回回回归归归(Support vector regression)
2.1 标标标准准准支支支持持持向向向量量量回回回归归归(Standard SVR)
给定一个有标记的训练样本集

D =
{
(xi, yi)

∣∣xi ∈ Rd, yi ∈ R
}
,

其中: xi ∈ Rd为d维输入变量的值, yi ∈ R为相应的
输出值, n为训练样本数. 定义ε不敏感损失函数为

|y − f (x)|ε =

0, |y − f (x)| 6 ε,

y−f (x)−ε, 其他,

(1)
其中: f(x)为通过对样本集的学习而构造的回归估计
函数, y为与x对应的目标输出值, ε > 0为误差参数,
规定了估计函数在样本数据上的误差要求. 在采用支
持向量机研究非线性样本集时,通过非线性函数
φ(x)将训练集数据映射到一个具有高维线性的特征

空间,在这个维数可能为无穷大的特征空间中构造估
计函数. 假定f(x)为如下形式:

f(x) = ωT · φ (x) + b, (2)

其中: ωT · φ (x)表示向量ωT与φ (x)的内积, ωT的

维数为特征空间维数, b ∈ R.

由对偶问题的最优性条件得

ωT =
N∑
i=1

αi · φT(xi),

再引入核函数:

k(x,xi) = ⟨φ(xi), φ(x)⟩ = φT(xi) · φ(x). (3)

则式(2)可改写为最终回归模型

f(x) =
N∑
i=1

αi · k (x,xi) + b. (4)

核函数的引入解决了非线性、高维数据的回归问

题,通过映射后特征内积的等价,避免了直接寻找非

线性映射的困难.目前针对支持向量机核函数的选择
及构造的研究比较多. 文献[9]构造了一个新的混合核
函数用于精矿品位预测,同时提高了算法的学习能力
与泛化能力. 但是目前最通用的核函数还是高斯核.

为方便比较研究,并突出融合先验知识的优势,本
文采用高斯核函数

krbf(x,xi) = exp[−λ |x− xi|2], (5)

其中λ是核半径的倒数,以下称为核尺度.

设A ∈ RN×d是样本输入集, α = [α1, · · · , αN ]
T,

K (x,A) = [k(x,x1), · · · , k(x,xN)]
T;

用矩阵形式描述式(4)得

f(x) = αT ·K (x,A) + b. (6)

根据统计学习理论[1],回归函数的估计转换成如
下的最优化问题:

min
α,b

1

2
∥α∥2 + C

N∑
i=1

(ξi + ξ∗i ), (7)

s.t.


yi −αTK(x,A) + b 6 ε+ ξi,

αTK(x,A) + b− yi 6 ε+ ξ∗i ,

ξi, ξ
∗
i > 0, i = 1, · · · , N,

式中: C表示训练误差最小化与回归函数泛化能力最
大化的折衷常数,向量α决定了回归模型的复杂度,向
量α中的不等于零的单元αi所对应的样本输入xi

即为支持向量.

2.2 线线线性性性规规规划划划支支支持持持向向向量量量回回回归归归(Linear-process SVR)
考虑到之后的SVR改进工作需要增加新的约束条

件,并要通过反复迭代来搜寻最优参数,如果维持使
用二次约束下的二次规划算法,其求解过程会比较复
杂. 在这里采用线性规划支持向量回归(LPSVR)来简
化标准的二次规划支持向量回归(QPSVR).文
献[10]将LPSVR与多核支持向量结合,取得较好结果.
研究表明: LPSVR比QPSVR具有更好的模型稀疏性
以及能够使用更一般性的核函数[11].

如果使用LPSVR,那么对偶的最优化算式就变为
以下形式:

min
α,b

∥α∥1 + C
N∑
i=1

(ξi), (8)

s.t.


yi −αTK(x,A)− b 6 ε+ ξi,

αTK(x,A) + b− yi 6 ε+ ξi,

ξi > 0, i = 1, · · · , N.

在求解上述算式时,一范数∥α∥1 = |α1|+ · · · |αn|,
需要把αi和|αi|分解为

αi = α+
i − α−

i , |αi| = α+
i + α−

i ,

式中α+
i , α

−
i > 0. 对于一个已知αi,上述两个方程只



第 5期 张青等: 融合概率分布和单调性的支持向量回归算法 673

有一个满足,而且两个变量不能同时大于零,即需要
满足α+

i · α−
i = 0. 用线性规划优化算法求解,得到回

归函数

f(x) =
N∑
i=1

(α+
i − α−

i )k(x,xi) + b. (9)

3 先先先验验验知知知识识识支支支持持持向向向量量量回回回归归归(Priori knowledge
SVR)

3.1 单单单调调调性性性先先先验验验知知知识识识描描描述述述及及及融融融合合合(Description and
combination of monotonic prior knowledge)
如果一个方程可导,单调递增意味着非负的导数.

如果不假设方程可导,单调递增可描述为非负的一阶
差分. 对于一维单变量回归,用矩阵形式的核回归函
数f(x) = αTK (x,A) + b直接来构造一阶非负差分

方程可得[12](以单调递减为例)

f(vm +∆h)− f(vm) 6 0 ⇒
αT[K(vm +∆h,A)−K(vm,A)] 6 0,

(10)

其中: f为核回归函数, vm,vm+∆h为含有m个虚拟

离散变量点的向量, ∆h是相对于点vm增加的步长,
0为m维零向量. 由此得到保证单调性的m个不等式

约束条件.

所以,优化问题(7)修正如下:

min
α,b

∥α∥1 + C
N∑
i=1

(ξi), (11)

s.t.


yi −αTK(x,A) + b 6 ε+ ξi,

αTK(x,A) + b− yi 6 ε+ ξi,

αT [K(vm+∆h,A)−K(vm,A)] 6 0,

ξi > 0, i = 1, · · · , N.

3.2 样样样本本本概概概率率率分分分布布布先先先验验验知知知识识识融融融合合合 (Sample PD
knowledge integration)

3.2.1 样样样 本本本 概概概 率率率 分分分 布布布 差差差 异异异 度度度 量量量 (Sample PD
difference metric)

已知工业样本有一部分有对应输入输出数据,这
在实验中就相当于测试样本集,但是还有大部分工业
数据是只有输入,没有对应分析结果的数据. 若单以
这部分输入通过模型进行预测,其获得输出结果分布
应该与已有输出样本分布相一致.这部分信息需要进
一步提取,加以有效利用.

文献[13]针对领域适应学习任务,从缩小领域间
数据分布距离的角度,提出一种新颖的核分布一致局
部领域适应学习机,达到很好的分类效果.本文的回
归建模是在相同领域,并且考虑到之前得到的参考模
型的预测精度已经较高,值得信任,所以可以认为真
实分布与参考分布的偏差不会太大.从而通过设定两

个分布的矩差,可以近似刻画真实分布与参考分布的
偏离程度.

本文借助文献[14]中的4阶概率分布差异矩度量
方法:

定定定义义义 1 对于随机变量x与y,若

E(x) = µx, D(x) = σ2
x, E(y) = µy, D(y) = σ2

y,

x的偏度和峰度分别为νx
3和νx

4 , y的偏度和峰度分别
为νy

3和νy
4 ,称

MD4(Fy ∥Fx ) =
(µx − µy)

2

σ2
x

+
1

2
(1−

σ2
y

σ2
x

)2 +

1

6
(νx

3 − νy
3 )

2 +
1

24
(νx

4 − νy
4 )

2

(12)

为随机变量x与y的4阶概率分布差异矩度量,记作
MD4(Fy ∥Fx ).

接下来的问题是如何应用概率分布的先验知识来

改进支持向量回归,本文主要是将它融入基于智能优
化算法的模型参数的选择上,包括惩罚系数C和核尺

度λ,因为这两个参数对SVR模型的性能会产生很大
的影响.已有大量智能优化算法及其改进工作[15]力求

提高参数寻优的收敛速度与收敛精度,但它们都是从
解空间的结构分析和搜索策略出发,没有对适应度函
数的改进. 本文选取最常用的粒子群优化,用样本的
概率分布特征改进其适应度函数,并进行改进前后的
对比.

3.2.2 粒粒粒子子子群群群优优优化化化(Particle swarm optimization)
粒子群优化[16](Particle swarm optimization, PSO)

是于1995年由Eberhart和Kennedy提出的一种智能优
化算法. PSO算法是通过不断调整粒子的位置来搜索
解的. 假设D维搜索空间中,由n个粒子构成种群X

= {x1, x2, · · · , xn},则第i个粒子的当前位置为xi

= (xi1, xi2, · · · , xid),粒子当前的飞行速度为vi =

(vi1, vi2, · · · , vid),粒子i所经过的最好位置为pi =

(pi1, pi2, · · · , pid),所有粒子经过的最好位置为pg =

(pg1, pg2, · · · , pgd). 则第i个粒子在t+ 1时刻为

vt+1
i = vt

i + c1r1(p
t
i − xt

i) + c2r2(p
t
g − xt

i), (13)

xt+1
i = xt

i + vt+1
i , (14)

其中: 16d6D; 16 i6n; r1和r2为均匀分布在(0, 1)

区间上的随机数; c1和c2称为学习因子,通常取c1 =

c2 = 2.

3.2.3 基基基于于于概概概率率率分分分布布布特特特性性性的的的适适适应应应度度度函函函数数数设设设

计计计 (Fitness function based on PD)
设从工业过程采集包含输入输出的N1个样本数据

(xi, yi)(i = 1, 2, · · · , N1)称为完整样本. 采集仅包含
输入没有对应输出的N2个样本数据xs

i(i = 1, 2, · · · ,
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N2)称为缺失样本. 对完整数据集再采用交叉验证的
分割思想,随机分出训练集(training set)和验证集
(validation set). 分别记为:

(xt
i, y

t
i), i = 1, 2, · · · , N t

1; (x
v
i , y

v
i ), i = 1, 2, · · · , Nv

1 .

在应用PSO选择最优参数对(C, λ)时,通常是先取
每次迭代时的一组值,用训练样本(xt

i, y
t
i)代入,训练

得到一个回归模型,再将验证集的输入xv
i代入回归模

型得到预测值f(xv
i ),把它们与验证集真实输出值yv

i

的均方根误差(RMSE)作为粒子的适应值.然而,本文
在这里把缺失样本xs

i也代入回归模型得到预测输出

f(xs
i),这部分输出和训练样本真实输出yt

i的概率分

布应该保持一致,把这个隐含条件加入粒子的适应值,
作为最优参数的评判标准.这样就多了一重回归模型
预测精度的保障.

结合定义1给出新的适应度函数为

Fitness = RMSE +MD4 =√
1

Nv
1

Nv
1∑

i=1

(yv
i − f(xv

i ))
2 +MD4(y

t ∥f(xs)),

(15)

其中: Nv
1为验证集中的样本数目, f (xv

i )为验证集样

本的预测值, yv
i为验证集样本的实际值, yt为测试集

输出值, xs为缺失样本输入值.由上式可知,粒子适应
值越小目标参数越优.

3.2.4 算算算法法法步步步骤骤骤(Algorithm steps)
1) 初始化粒子群(C, λ),确定群体规模、算法最

大迭代次数、算法权重因子ω(以下实验中均设置群体
规模为24,最大迭代次数为2000,权重因子为0.5),以
及粒子群飞行速度范围[−vmax,vmax],给定SVR损失
函数的参数ε;

2) 采用结合单调性的线性支持向量回归(参数即
各粒子的坐标位置值),对训练样本进行学习并建立各
自对应的回归模型.

3) 用验证集代入得到的支持向量回归模型,并按
照式(15)计算粒子的适应度值,根据所获得的粒子适
应度函数值调整粒子的个体最优位置pi和全局最优

位置pg;

4) 按照式(13)–(14)更新粒子群算法,获得一组新
的组合参数;

5) 判断是否满足循环停止条件,当适应值小于ξ

(默认1e−25)或达到最大迭代次数时则结束,输出结
果,否则转2);

6) 此时的(C, λ)值,就是能使回归模型既满足单
调性先验知识,又融合了概率分布特征的最优组合参
数.

4 仿仿仿真真真实实实验验验(Experiment)
为了验证上述算法的有效性,设计或使用下面的

案例,包括单调递增的S函数,单调递减的高原函数,
和一个实际工业过程原油蒸馏实沸点的离散采样数

据,以及6维的燃烧副反应数据. 以下实验中损失函
数(1)的误差容许宽度都取为ε = 0.001;

1) S函数

f(x) =
1

1 + e−x
, x ∈ (−∞,∞). (16)

2) 高原函数

f(x) =
3

1 + e(10(x−1))
+

2

1 + e(5(x−4))
, 0 6 x 6 5.

(17)

为模拟工业过程采样,以上两个函数的采样方法
均遵照3.2.3节,在定义域中随机均匀采取完整样
本200对,缺失样本200对. 则N1 = N2 = 200,且xi,
xs
i均满足区间在定义域上的随机均匀分布,记为x, xs

∼ U(0, 5)或U(−10, 10).

为了更好地区别改进SVR算法与标准SVR算法的
预测效果,也同时仿真工业过程的噪声,本文给完整
样本中分割出的训练样本的函数值yt

i加入额外的高斯

噪声,即yt∗
i = yt

i + ei,验证集则无需加噪声. 其中ei
满足均值为0,方差为δ2的正态分布,分别表示为: e ∼
N(0, δ2). 还需指出的是,在加入单调约束时,函数
(16)是在(−10, 10)区间上每隔0.1取一个点,由取出的
201个点组成200个约束不等式;函数(17)是在(0, 5)区
间上每隔0.05取一个点,组成200个不等式约束.

经过3.2.4的PSO算法步骤,待回归函数式(16)的
SVR建模过程中的两个最优参数由原来的C = 8079,
λ = 1.6修正为C = 7432, λ = 1.4. 待回归函数式(17)
的SVR的两个最优参数由原来的C = 4630, λ = 3.57

修正为C = 5637, λ = 3.73. 不同算法的效果比较如
图1(a)和图1(b).

3) 原油蒸馏实沸点.

原油蒸馏过程[17]中,不同组分会对应不同的沸点.
常以馏出组分的质量百分比p(这里直接转为小数)横
坐标,以馏出温度T为纵坐标.本文采用的样本为30
组实测值.随机分出10组训练集和10组缺失样本集,
和10组验证集. 由于这些值里已包含测量误差,无需
重复添加,且在原油沸点数据中,已明确非单调区间
位于0.3至0.5,所以在此区间每隔0.01取21个点组成
20组不等式约束. 最终建模过程最优参数由原来的C

= 44600, λ = 20修正为C = 500000, λ = 28.57. 不同
算法的效果比较如图1(c).

最后实验1, 2得到的模型误差由10折交叉验证后
的MSE形式给出,如式(18),而实验3的值域范围较
大,所以由留一法验证后的平均相对误差的绝对值给
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出,如式(19).

MSE =
1

k ∗mv

k∑
j=1

mv∑
i=1

(yv
i − f(xv

i ))
2, (18)

交叉验证折数k取10, mv为验证集的样本数.

r =
1

n

n∑
j=1

| 1

mv

mv∑
i=1

(yi − fi(x))

yi
|. (19)

由于原油沸点曲线的非单调出现在第22, 23个样本点,
所以不抽取它们作为验证点,模型数n取28.

根据以上描述,结合前一节的算法步骤操作,绘制
比较图如下:

(a) S函数

(b) 高斯函数

(c) 原油实沸点曲线

图 1 改进SVR与标准SVR回归效果对比

Fig. 1 Improved SVR and standard SVR regression effect

图1(a)和图1(b)的噪声方差只取为0.1,已经可以
明显看出未加单调的回归曲线有较大的起伏,不能满
足模型的单调特性,而经过本文改进的MonLPSVR算
法很好地控制住了单调特性,使回归曲线更加精确合
理. 图1(c)中的实测值回归也体现出了良好效果.

由于PSO算法和线性规划算法得出的结果不唯一,
每次都有一定波动,为保严谨,独立重复进行上述实
验50次,将平均误差记于表1.

表 1 改进SVR算法与标准SVR算法精度对比
Table 1 Comparison between improved SVR

algorithm and standard SVR algorithm

噪声方差 LPSVR
MonLPSVR

(w/o PD)
MonLPSVR

(w/ PD)

S函数
0.1 0.0124 0.0012 0.0008
0.2 0.1125 0.0035 0.0023
0.5 1.0865 0.0211 0.0147

高原函数

0.1 0.0037 0.0020 0.0016
0.2 0.0131 0.0052 0.0042
0.5 0.1594 0.0166 0.0082

原油实沸点 — 0.0046 0.0023 0.0019

MonLPSVR(w/o PD)和MonLPSVR(w/ PD)分别
表示未融合样本概率分布和有融合概率分布的单调

线性规划支持向量回归算法,下面简称为方法2和方
法3.

接着,分别选取方差为0.5的两组实验,比较SVR
模型得到的预测值与样本输出值的概率分布偏差,偏
差指标依然选取式(12)的4阶矩形式,记于表2.

表 2 PSO改进前后SVR预测值概率分布对比
Table 2 Comparison of probability distribution before

and after PSO–SVR improvement

噪声方差
MonLPSVR

(w/o PD)
MonLPSVR

(w/ PD)

S函数 0.5 0.0121 0.0091
高原函数 0.5 0.0085 0.0044
原油实沸点 — 0.0016 0.0008

从表2可以看出加入样本概率分布先验知识后得
到的SVR模型,其预测值与真实值之间不仅在“微观
上”的各自偏差较小,而且整体上的概率分布特征依
然保持高度一致.使得预测结果蕴含了更多的信息,
更加可信.

4) 燃烧副反应数据.

接着采用6维的燃烧副反应数据[11]进一步验证本

文改进算法在多变量输入单变量输出情况下的有效

性,数据的输入和输出都归一化到[0, 1]之间,将144
组数据随机取出30, 50, 70作为缺失样本,余下的再随
机平分为训练样本和测试样本. 单调约束的步长取
0.01. 建模过程最优参数由原来的C=460, λ=5.9修

正为C=400, λ=3.3. 每组实验进行50次,取平均
MSE作为误差评价,记于表3.
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表 3 改进SVR算法与标准SVR算法精度对比(多维)
Table 3 Comparison between improved SVR algorithm

and standard SVR algorithm(multidimensional)

缺失

样本数
LPSVR

MonLPSVR
(w/o PD)

MonLPSVR
(w/ PD)

燃烧副反应

30 0.0133 0.0102 0.0098
50 0.0157 0.0147 0.0142
70 0.0185 0.0173 0.0159

从图1和表1–3可以看出本文提出的改进方法不仅
使回归模型很好地满足了原函数所具备的单调性特

征,在加入样本概率分布的修正后,使预测精度也有
了明显提高,方法3较方法2和标准LPSVR都表现出其
优越性. 尤其是当噪声水平较高时,差距更大.

5 结结结语语语(Conclusions)
本文针对传统支持向量回归中,样本先验知识未

被有效利用,而导致训练模型泛化能力较弱的问题,
提出了结合样本概率分布特性和单调性先验知识的

支持向量回归算法. 为了使加入单调不等式约束后的
算法求解简便,本文还将标准支持向量回归采用的二
次规划改为线性规划. 最后在优化模型重要参数(惩
罚系数C和高斯核尺度λ)的PSO算法中,加入完整样
本的输出与缺失样本的预测输出之间的概率分布矩

差异,用来修正粒子适应值,使两个概率分布尽量趋
同.最终的回归模型既满足了单调性的先验知识,又
融合了样本的概率分布特征. 数值仿真实验很好地证
明了该算法的有效性和优越性. 进一步的工作可以考
虑能否将概率分布特征直接融合在标准支持向量机

的优化目标中.
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