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摘要:本文提出一种为混沌控制与反控制配置Lyapunov指数的新算法. 该算法利用秩一摄动理论精确摄动离散
受控系统矩阵的特征值来配置Lyapunov指数,使其完全吻合混沌判据. 该算法既能更准确地配置正的Lyapunov指
数,又能配置传统算法无法获得的负Lyapunov指数. 仿真结果显示了新算法的有效性.
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A new method of placing Lyapunov exponents via rank one perturbation
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Abstract: Lyapunov exponents are important metrics to determine chaos in discrete systems. A new algorithm config-

uring Lyapunov exponents is proposed for chaos control and chaos anti-control. By introducing specific types of feedback
and modulus operations, the algorithm uses eigenvalues of the system matrix via rank one perturbations theory to configure
Lyapunov exponents. The proposed algorithm is inline with the Lyapunov exponent criterion for chaos. The proposed
algorithm is able to accurately configure the positive Lyapunov exponents of chaos control, and the negative Lyapunov ex-
ponents that cannot be obtained in traditional algorithms. The simulation results illustrate the effectiveness of the proposed
algorithm.

Key words: Lyapunov exponent; rank one perturbation; chaos control; chaos anti-control

1 引引引言言言(Introduction)
混沌控制是指可以通过控制的方法来削弱甚至消

除系统中有害的混沌行为.但混沌并非总是有害的,
混沌特别是离散混沌具有广阔的应用前景. 混沌反控
制通常是指通过控制的方法使得原本不是混沌的系

统变为混沌,或增强原系统的混沌行为.一旦能够产
生各种离散混沌,就能够促进离散混沌在多方面的实
际应用,比如流体混合、心脏病治疗、机械系统中的共
振预防、地震震级预测、控制化工反应以及保密通

信[1].

Lyapunov指数是判定离散系统混沌重要特征指
标:如果离散系统的轨道全局有界并且Lyapunov指数
全部有限,其中至少一个为正,系统就是混沌的: 如
果有两个以上为正,系统就是超混沌的; Lyapunov指
数越大,混沌就越强,关键是如何配置所需的正Lya-
punov指数[2–3]. 当需要制造混沌时,只要一个正的
Lyapunov指数;而超混沌只需要两个正的Lyapunov指

数. 在配置Lyapunov指数时,一方面希望数值配置得
相对准确,另一方面希望符号有足够的灵活性.

现有算法主要存在3个问题:不够灵活; Lyapunov
指数的数值配置得太大;条件过于苛刻.较早的有代
表性的Chen-Lai算法[4–5]和Wang-Chen算法[6–7]都是

通过引入某种反馈,配置受控系统的全部Lyapunov指
数为大于某个给定的正数. 因此, Chen-Lai算法和
Wang-Chen算法是超混沌化算法,只能用于产生或者
增强超混沌,并不完全吻合相应Lyapunov指数的混沌
判据. Chen-Lai算法适用于一般的系统,然而或许正
是算法的一般性导致了用于具体情况时不够灵活. 文
献[8]介绍了一种可以任意配置n维离散时间系统

的n− 1个Lyapunov指数的方法,由于该方法的控器
包含系统的导数,因而要求系统是二次可微的. 文
献[9–10]研究了离散混沌及电路实现的实际问题,但
其Lyapunov指数的理论与Chen-Lai算法是一致的. 笔
者也有一些结果:例如可以配置若干个Lyapunov指
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数[11],虽然完全吻合判据,正Lyapunov指数的数目也
比较灵活,然而Lyapunov指数的数值不能令人满意.
在一定条件下,甚至可以精确配置全部Lyapunov指
数[12],但是要对系统现在时刻的状态取模,难以物理
实现,只能在计算机上生成混沌.

本文旨在寻求配置Lyapunov指数的新算法,并且
希望以后能用于数字电路实现. 第一,要满足离散混
沌对Lyapunov指数的内在要求,能准确地配置一个
正Lyapunov指数. 第二,能配置传统算法无法获得的
负Lyapunov指数. 本文的研究表明,新算法确实可以
灵活地用于多种实际问题,不仅可用于产生混沌,还
可以增强甚至抑制混沌.

2 配配配置置置一一一个个个Lyapunov指指指数数数(Configure a Lyap-
unov exponent)
考虑离散时间系统

xk+1 = Axk, (1)

式中列向量xk ∈ Rn为系统的状态. 混沌的反控制问
题为:设计控制器uk使得受控系统是混沌的,即受控
系统的轨道全局有界,且至少有一个Lyapunov指数大
于给定正的常数. 控制器如下:

uk = Bxk, (2)

其中Bk ∈ Rn×n为待定矩阵. 对整个系统取模运算,
则受控系统为

xk+1 = Axk +Bxk(mod1). (3)

受控系统(3)的Jacobi矩阵为

Jj(z) = A+B = J. (4)

记

Tk = Tk(x0, · · · , xj) =

Jk(xk)Jk−1(xk−1), · · · , J1(x1)J0(x0) = Jk, (5)

并记µi[Tj
TTj]为第j个乘积矩阵Tj

TTj的第i个特征

值,亦即矩阵Tj的第i个奇异值的平方.根据Lyapu-
nov指数的定义,系统(3)的第i个Lyapunov指数为

LEi = lim
k→∞

1

2k
ln |µi[Tk

TTk]|, i = 1, 2, · · · , n. (6)

即Tk奇异值序列的一种极限.

现在的问题就是,如何设计反馈增益矩阵B,使得
受控系统的Lyapunov指数全部有限,其中一个为正,
即 {

LEi(x0) < ∞, ∀i ∈ {1, · · · , n},

LEi(x0) > c, ∃i ∈ {1, · · · , n},
(7)

其中c > 0为预先给定常数.

系统矩阵A的全部特征值按绝对值大小排列

为|λ1| > |λ2| > · · · > |λn|,且令Ax = λ1x,其中x ̸=

0是相应于特征值λ1的特征向量. 取

B = zxT, (8)

其中: z ∈ Rn满足xTz = ec + ε− λ1 > 0, ε > 0为

预先给定常数. 式中只有z是未知量,解此方程即得z.
虽然z的解不是唯一的,但是任意一个z的解都能满

足LE1 = lim
k→∞

1

k
lnσ1[J

k] > ln(ec + ε) > c. 本文中

z是利用MATLAB编程得到的. 按式(8)选取B,则系
统的Lyapunov指数满足式(7)(后面将证明这一点). 并
且∥B∥ 6 M < ∞,其中M为一常数, ∥·∥为谱范数,
即矩阵最大奇异值.因此控制增益矩阵B一致有界.
为了证明可以配置一个正的Lyapunov指数,下面引入
线性代数的几个结果.

引引引理理理 1(Brauer定理) 令x, y ∈ Rn为n维列向量;
A ∈ Mn为n阶矩阵,其全部特征值为λ1, λ2, · · · , λn,
而x是A相应于特征值λ1的特征向量. 则A+ xy∗的全

部特征值为λ1 + y∗x, λ2, · · · , λn, ∗表示取共轭转
置[13].

引理1表明,可以精确地改变矩阵的某个特征值为
任意值.

引引引理理理 2 令A ∈ Mn为n阶矩阵,其特征值为λi

(1 6 i 6 n). 则Ak的特征值为λi
k(1 6 i 6 n).

引理2表明矩阵幂的特征值与特征值的幂的关系,
其证明是容易的. 事实上该引理是线性算子谱映射定
理的特例.

引引引理理理 3 令A ∈ Mn为n阶矩阵,其特征值|λ1| >
|λ2| > · · · > |λn|,其奇异值为σ1>σ2> · · ·>σn. 则
|λ1λ2 · · ·λj| 6 σ1σ2 · · ·σj, ∀1 6 j 6 n [14].

在引理3中取k = 1,则|λ1| < σ1.

定定定理理理 1 通过引入变量的反馈,并且严格指定某
个变量反馈的形式(8),则n维离散时间系统(3)有一
个Lyapunov指数满足

LEi = lim
k→∞

1

2k
ln |µi[Tk

TTk]| > c, k = 1, 2 · · · .

证证证 对于受控系统(3),根据式(8)选择反馈矩阵.
根据Lyapunov指数的定义,

LEi = lim
k→∞

1

2k
ln |µi[Tk

TTk]| =

lim
k→∞

1

2k
ln |µi[(J

k)
T
Jk]| =

lim
k→∞

1

2k
lnσ2

i [J
k] =

lim
k→∞

1

k
lnσi[J

k], i = 1, 2, · · · , n,

根据引理1,反馈矩阵B一定使得λ1[J ]= ec + ε.根据
引理2,可得λ1[J

k] = (ec + ε)k. 根据引理3, σ1[J
k] >
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|λ1[J
k]| = (ec + ε)k,所以

LE1 = lim
k→∞

1

k
lnσ1[J

k] > ln(ec + ε) > c.

3 系系系统统统轨轨轨道道道的的的全全全局局局有有有界界界性性性和和和Lyapunov指指指数数数
的的的有有有限限限性性性 (Global boundedness of the syst-
em orbit and the finiteness of Lyapunov ex-
ponent)
因为式(3)使用了模运算,所以系统轨道的全局有

界性是显然的. 考虑到算法的实际应用,还必须证明
Lyapunov指数的有限性. 为此,引入线性代数的一个
结果.

引引引理理理 4 假设A∈Mm,p, B∈Mp,n, q ≡ min{n,
p,m}. 矩阵A,B以及AB的奇异值按大小排列为

σ1(A) > σ2(A) > · · · > σmin{m,p}(A) > 0,

σ1(B) > σ2(B) > · · · > σmin{p,n}(B) > 0,

σ1(AB) > σ2(AB) > · · · > σmin{m,n}(AB) > 0,

则
k∏

i=1

σi(AB) 6
k∏

i=1

σi(A)σi(B), k = 1, · · · , q[14].

在引理4中取k = 1, A = B = J , J是受控系统的
雅可比矩阵,就得到σ1(JJ) 6 σ1(J)σ1(J). 反复运
用上式可得σ1(J

k) 6 σ1
k(J). 所以

LEi 6 LE1 = lim
k→∞

1

k
lnσ1[J

k] 6

lim
k→∞

1

k
lnσk

1 [J ] = lnσ1[J ] < ∞.

定定定理理理 2 通过引入变量的反馈,并且严格指定某
个变量反馈的形式为式(8),则LEi(x0) < ∞, ∀i ∈
{1, · · · , n}.

4 算算算例例例(An example)
猫映射(Cat map)导出的离散系统可以写为[

x1,n+1

x2,n+1

]
= A

[
x1,n

x2,n

]
(mod1). (9)

下面的例子中,当A取不同矩阵时式(9)会展现出
很不同的行为.下面取

A =

[
1 1

1 2

]
.

1) 考虑系统(9),假定需要配置一个正的Lyapu-
nov指数,使其数值大于2, c = 2,即系统混沌化. A的
特征值为

λ1 = 0.3819和 λ2 = 2.6180,

相应的特征向量为

[−0.8507 0.5257]T和 [0.5257 0.8507]T,

谱范数为2.618, Lyapunov指数为0.962和−0.962. 由
于系统已经有一个正的Lyapunov指数,所以这里实际

上是增强混沌的问题.

如果使用Chen-Lai算法,受控系统矩阵应为

A =

[
1 + 2.618 + e2 1

1 2 + 2.618 + e2

]
.

实际获得的Lyapunov指数是2.5359和2.3408,明显超
过了预先给定的数值.由于有两个正的Lyapunov指
数,因此得到了一个超混沌系统.

按照新算法,取ε = 0.0001,即

[0.5257 0.8507]z = e2 + ε− 2.618 = 4.7711,

所以可以取z = [−1.0000 6.2268]T,则算得

B =

[
−1.0000

6.2228

]
[0.5257 0.8507] =[

−0.5257 −0.8506

3.2736 5.2968

]
.

实际获得的Lyapunov指数是2.1359和−1.0983. 很明
显, Lyapunov指数满足混沌判据,并且出现了Chen-
Lai算法不可能获得的负的Lyapunov指数. Chen-Lai

算法仿真结果如图1–3所示(初值取(
1

3
,
1

3
)),新算法仿

真结果如图4–6所示(初值取(
1

3
,
1

3
)) .

图 1 二维混沌吸引子相图

Fig. 1 Plane projection of 2-dimensional chaotic attractor

图 2 混沌轨道x1(k)时域图

Fig. 2 Time domain diagram of chaotic orbit x1(k)
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图 3 混沌轨道x2(k)时域图

Fig. 3 Time domain diagram of chaotic orbit x2(k)

图 4 二维混沌吸引子相图

Fig. 4 Plane projection of 2-dimensional chaotic attractor

图 5 混沌轨道x1(k)时域图

Fig. 5 Time domain diagram of chaotic orbit x1(k)

图 6 混沌轨道x2(k)时域图

Fig. 6 Time domain diagram of chaotic orbit x2(k)

2) 仍然考虑系统(9),现在假定需要获得数值大于
1.1的Lyapunov指数. 当c = 1.1时,如果使用Chen-Lai
算法,受控系统矩阵应为

A =

[
1 + 2.618 + e1.1 1

1 2 + 2.618 + e1.1

]
,

所以实际获得的Lyapunov指数是2.1090和1.7924,明
显超过了预先给定的数值,由于有两个正的Lyapunov
指数,得到的仍然是一个超混沌系统.

按照新算法,取ε = 0.0001,即

[0.5257 0.8507]z = e1.1 + ε− 2.618 = 0.3862,

所以可以取z = [−1.0000 1.0720]T,则

B =

[
−1.0000

1.0720

]
[0.5257 0.8507] =[

−0.5257 −0.8506

0.5636 0.9120

]
.

现在受控系统矩阵为A =

[
0.4743 0.1494

1.5636 2.9120

]
,实际获

得的Lyapunov指数是1.2013和−1.0637.

Chen-Lai算法仿真结果如图7–9所示(初值取(
1

3
,

1

3
)),新算法仿真如图10–12所示(初值取(

1

3
,
1

3
)).

图 7 二维混沌吸引子相图

Fig. 7 Plane projection of 2-dimensional chaotic attractor

图 8 混沌轨道x1(k)时域图

Fig. 8 Time domain diagram of chaotic orbit x1(k)
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图 9 混沌轨道x2(k)时域图

Fig. 9 Time domain diagram of chaotic orbit x2(k)

图 10 二维混沌吸引子相图

Fig. 10 Plane projection of 2-dimensional chaotic attractor

图 11 混沌轨道x1(k)时域图

Fig. 11 Time domain diagram of chaotic orbit x1(k)

图 12 混沌轨道x2(k)时域图

Fig. 12 Time domain diagram of chaotic orbit x2(k)

上例表明,配置的Lyapunov指数越小,新算法的优
势就越大.需要强调的是, Chen-Lai算法所得的Lyapu-
nov指数分别是2.1090和1.7924,而新算法是1.2013

和−1.0637,两种算法最大Lyapunov指数的差别看起
来并不很大,但新算法的受控系统矩阵和反馈矩阵
比Chen-Lai算法小很多.

3) 混沌控制是指当混沌运动有害时,利用控制算
法削弱甚至消除系统的混沌行为.假定希望获得负
的Lyapunov指数, Chen-Lai算法无法获得负的Lyapu-
nov指数,而新算法能获得比较好的负Lyapunov指数.
当期望获得较小的正Lyapunov指数时,新算法完全吻
合判据,配置效果良好.两种算法配置一个李指数
(Lyapunov指数)的效果如表1所示. 总之,在增强混
沌、抑制等多个方面,新算法都有一定的优势.

表 1 两种算法配置一个李指数(Lyapunov指数)
效果的比较

Table 1 Comparison of two different algorithms to
configure a Lyapunov exponent

期望配置的李指数 Chen-Lai算法 新算法

−2 1.1427 1.6811 −2.3315 −0.6302
−0.5 1.2827 1.7652 −0.4898 −0.9725
0.1 1.4122 1.8741 0.1261 −0.9885
0.6 1.5732 1.9452 0.6684 −1.0307

5 结结结论论论(Conclusions)
本文提出一种配置离散系统Lyapunov指数的新算

法. 通过引入指定形式的反馈和取模运算,利用秩一
摄动理论可以精确摄动受控系统的雅可比矩阵特征

值为任意值,然后利用矩阵奇异值与特征值的不等式
关系,可以灵活地配置Lyapunov指数的符号和数值.
新算法可以获得系统正的最大Lyapunov指数,可以有
目的地产生或强化混沌,用于解决混沌反控制的问题.
新算法完全吻合混沌的Lyapunov指数判据. 通过仿真
算例可以看出,新算法配置正的Lyapunov指数更准
确,且期望获得正的Lyapunov指数越小,新算法优势
越大.由于新算法能够将系统的一个Lyapunov指数配
置为负的,可以抑制或消除混沌,用于解决混沌控制
的问题.
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