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摘要: 针对耦合内流动力学的海洋柔性立管系统,为了提高其振动控制品质,结合Lyapunov直接法和高增益观测
器理论设计了输出反馈边界控制和干扰观测器,用以抑制结构振动偏移量和减弱外部环境干扰载荷的影响.其后,
证明了闭环系统解的存在性、唯一性和收敛性及闭环状态的一致有界性. 此外,本文的控制设计和稳定性分析是基
于立管的原始无穷维动力学进行的,因此关于模型截断法产生的控制溢出问题将不会产生. 最后仿真结果验证了
本文所提出的输出反馈边界控制器能有效抑制柔性立管的振动.
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Boundary output feedback control for a flexible marine riser
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Abstract: For improving the vibration control performance of a marine riser including the dynamics of internal fluid,
an output feedback boundary control with disturbance observer is designed to suppress the riser’s vibration displacement
and mitigate the effects of the external environment disturbance by integrating Lyapunov’s direct method and high-gain ob-
servers. With the proposed output feedback boundary control, the existence, uniqueness and convergence of the solution for
the closed-loop riser system and the boundedness of all closed-loop signals are proven. In addition, the control design and
stability analysis are carried out on the basis of the original infinite dimensional model without any discretisation or simpli-
fication of the dynamics in the time and space, thus the control spillover problem associated with the traditional truncated
model-based methods will not arise. In the end, simulation results indicate that the proposed output feedback boundary
control can effectively regulate the flexible riser’s vibration despite the existence of system states obtained inaccurately.

Key words: marine risers; internal fluid dynamics; boundary control; output feedback control; wellposedness

1 引引引言言言(Introduction)
海洋柔性立管被广泛地应用于深海油气田开发工

程,柔性立管在内流(管内流体)、洋流等内外载荷共
同作用下将产生复杂的振动现象,而振动势必将加速
立管疲劳,缩短其使用寿命,甚至可能致使立管破损,
并带来不可逆转的严重环境污染. 因此,为了确保柔
性立管的生产安全和延长其使用寿命,亟需对柔性立
管的振动进行主动控制研究.

从数学角度来讲,海洋柔性立管可认为是一类具
有无穷维特征的分布参数系统,因此直接对其进行控

制设计很难[1–5],传统控制方法大多通过忽略高频模
态将无限维偏微分模型线性化,然后再基于该有限维
常微分模型进行控制设计,而这类方法可能带来控制
溢出稳定性等问题[6–7]. 近年来国内外许多学者直接
基于立管无限维偏微分方程模型,研究了其振动主动
控制的多种边界控制策略[8–17],取得较好控制效果,
并避免了控制溢出和计算无限维增益矩阵等问题.然
而,在目前国内外关于柔性立管的振动主动控制研究
中,除了笔者前期研究成果[8–11]外,其他研究成果均
未考虑立管的内流,即都忽略了内流对立管动力学的
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影响,而实际生产中存在的内流将势必影响所设计边
界控制算法的可靠性、有效性和可实施性;同时,笔者
前期研究成果[8–11]虽然研究了内流动力学和设计了

边界控制算法,但并未给出立管控制系统的适定性证
明,因此解的存在性和唯一性难以明确体现.
此外,在目前国内外现有研究成果[8–17]中,作者均

假定所设计边界控制器中的系统状态量都可由传感

器测得或由差分方法计算获得,然而在实际测量中,
来自传感器的噪声是不可避免的,那么对控制器中那
些不能由传感器直接测得而是通过差分方法获得的

系统状态量(简称不可测系统状态量),其差分计算过
程将进一步放大噪音误差,这也将影响所设计边界控
制算法的可实施性和主动控制性能.
为了解决上述问题,本文将考虑内流动力学,并直

接基于耦合内流动力学的柔性立管系统无限维偏微

分方程模型,综合Lyapunov直接法和高增益观测器理
论,设计输出反馈边界控制算法对柔性立管的振动偏
移量进行抑制,其中所设计的高增益观测器用于对不
可测系统状态量进行估计,避免因差分计算而带来的
噪音放大等问题,从而提高所设计控制系统的控制品
质. 此外,还设计了干扰观测器以实现对外部环境干
扰载荷的处理. 其后,对柔性立管闭环控制系统的适
定性和一致有界稳定性进行了严格数学证明. 最后,
通过与文献[8]研究结果的对比,进一步验证了本文所
提出输出反馈边界控制器的有效性和凸显该控制器

的优势.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
注注注 1 本文作如下定义: (·)(x) = (·), (·)(x, t) = (·),

(·)′ = ∂(·)
∂x

, ˙(·) = ∂(·)
∂t

.

2.1 立立立管管管动动动力力力学学学模模模型型型(Dynamical model of riser)
图1所示为一类典型柔性立管系统,其中: L为立

管长度, U(t)为控制器(方向向右), w(x, t)(即w)为立
管振动偏移量, f(x, t)(即f )为时变洋流载荷, t和x分
别为时间和空间变量.

图 1 一个典型的柔性立管系统
Fig. 1 A typical flexible riser system

在本文研究中,柔性立管系统的动力学模型将直

接引用笔者前期研究成果[8],由文献[8]中式(9)得立
管控制系统状态方程为

f = (mr + 2mf)ẅ + EIw′′′′ − Tw′′ + cẇ +

2mf V̇iw
′ + 4mfViẇ

′ + 2mfV
2
i w

′′, (1)

∀(x, t) ∈ (0, L)× [0,+∞), mf和mr分别为内流和
立管的单位质量, T, c和EI分别为立管的张力、阻尼
系数和弯曲刚度, Vi(即Vi(t))为内流流速.
由文献[8]中式(10)得立管系统的边界条件为
w′′(0, t) = w′′(L, t) = w(0, t) = 0,

U(t)=(T −mfV
2
i )w

′(L, t)+mcẅ(L, t)−
EIw′′′(L, t)−mfViẇ(L, t)− d,

(2)

∀t ∈ [0,+∞), mc为控制器质量, d(即d(t))为外部边
界干扰.
由文献[8]中式(11)得立管系统的初始条件为

w(x, 0) = ẇ(x, 0) = 0. (3)

由文献[8]中式(12)得时变洋流f(x, t)为

f =
1

2
ρsCDV

2
s D +AD cos(4πfvt+ β), (4)

其中: ρs为海水密度, D为立管外径, CD(即CD(x, t))
和Vs(即Vs(x, t))分别为阻力系数和洋流流速, AD为

阻力振荡幅值, fv = StVs/D为涡旋脱落频率,其中:
St为斯特劳哈尔数, β为相位角.

2.2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
引引引理理理 1[18] 设ϖ1(x, t), ϖ2(x, t)∈ R, ϱ>0,其中

(x, t) ∈ [0, L]× [0,+∞),则有下列性质:
ϖ1ϖ26| ϖ1ϖ2 |6 ϖ2

1+ϖ
2
2, ∀ϖ1, ϖ2∈R,

|ϖ1ϖ2|= |( 1
√
ϱ
ϖ1)(

√
ϱϖ2)|6

1

ϱ
ϖ2

1+ϱϖ
2
2.

(5)

引引引理理理 2[18] ϖ(x, t)∈ R为定义在(x, t)∈ [0, L]×
[0,+∞)的函数,并满足边界条件ϖ(0, t) = 0, ∀t ∈
[0,+∞),则有如下性质:

w L

0
ϖ2dx 6 L2

w L

0
(ϖ′)2dx,

ϖ2 6 L
w L

0
(ϖ′)2dx, ∀x ∈ [0, L].

(6)

引引引理理理 3[17] 对任意ϖ=[ϖ1, · · · , ϖi, · · · , ϖn]
T,

ϖi ∈ C1[0, L], i = 1, · · · , n,则有如下性质成立:

w L

0
ϖ ·ϖdx 62Lϖ(0)·ϖ(0)+4L2

w L

0
ϖ′ ·ϖ′dx,w L

0
ϖ ·ϖdx62Lϖ(L)·ϖ(L)+4L2

w L

0
ϖ′ ·ϖ′dx,

max
x∈[0,L]

(ϖ ·ϖ) 6

ϖ(0) ·ϖ(0)+2

√w L

0
ϖ·ϖdx×

√w L

0
ϖ′ ·ϖ′dx,

max
x∈[0,L]

(ϖ ·ϖ) 6

ϖ(L)·ϖ(L)+2

√w L

0
ϖ·ϖdx×

√w L

0
ϖ′ ·ϖ′dx.

(7)
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假假假设设设 1 假定存在常数 b1, b2, d1, d2, fm ∈ R+,
使得

0 < Vi(t) 6 b1, |V̇i(t)| 6 b2, |d(t)| 6 d1,

|ḋ(t)| 6 d2, ∀t ∈ [0,+∞),

|f(x, t)| 6 fm, ∀(x, t) ∈ (0, L)× [0,+∞).

3 控控控制制制设设设计计计(Control design)
在立管系统状态量不可直接测得的情况下,本文

控制目标是设计输出反馈控制用以实现对耦合内流

动力学柔性立管的振动抑制.

3.1 输输输出出出反反反馈馈馈边边边界界界控控控制制制(Output feedback boundary
control)
在国内外关于立管振动边界主动控制成果[8–17]中,

其边界控制器中所涉及的不可测状态量均由差分方

法计算得到,如从文献[8]中注3可知,其边界控制中状
态量 ẇ(L, t), ẇ′(L, t)和 ẇ′′′(L, t)分别由对w(L, t),

w′(L, t)和w′′′(L, t)应用后向差分计算得到. 在实际
工程中,在由测量获得状态量w(L, t), w′(L, t)和

w′′′(L, t)过程中,来自测量传感器的噪声是不可能完
全避免的. 然而,当再由这些已测量状态量采用差分
方法获得不可测状态量时,测量噪音的影响将被极大
放大,从而影响所设计边界控制器在实际工程应用的
有效性和可实施性. 因此,为解决上述问题,本节将设
计高增益状态观测器用以估计不可测量系统状态量

ẇ(L, t), ẇ′(L, t)和ẇ′′′(L, t).

引引引理理理 4[19] 假设一个系统的输出y(t)和它的n阶

微分都是有界的并满足|y(k)| < Yk(Yk > 0),考虑如
下线性系统:

ϵπ̇i = πi+1, i = 1, · · · , n− 1,

ϵπ̇n=−̄λ1πn−λ̄2πn−1− · · · −λ̄n−1π2−
π1 + x1(t),

(8)

其中: ϵ> 0,且参数λ̄1 − λ̄n−1的选取满足多项式

sn + λ̄1s
n−1 + · · ·+ λ̄n−1s+ 1

是Hurwitz的. 则有下列性质成立:

ξm =
πm

ϵm−1
− x

(m−1)
1 = −ϵψ(m),

m = 1, · · · , n− 1, (9)

其中

ψ= πn+ λ̄1πn−1 + · · ·+ λ̄n−1π1,

ψ(m)表示ψ的m阶微分. 另外,存在常数T0和hm,对
于∀t>T0,满足|ξm| 6 ϵhm, m = 1, 2, 3, · · · , n.

从引理4可得,
πm+1

ϵm
收敛于x

(m)
1 (x

(m)
1 是x1的m阶

微分),即当x1和x
(m)
1 有界时,由于高增益

1

ϵ
,使得ξ(m)

收敛于零. 因此,选取
πm+1

ϵm
作为观测器用来估计输出

信号高达n阶微分.

本文中笔者考虑柔性立管系统的观测器阶数n =

3. 定义x1(t) = w(L, t)和x2(t) = ẇ(L, t),并设计不

可测状态量x2(t)的估计为

x̂2 =
π2

ϵ
, (10)

其中定义π2动力学为{
ϵπ̇1 = π2,

ϵπ̇2 = −λ̄1π2 − π1 + x1.
(11)

采用上述同样方法,可定义

g1(t) = w′(L, t), g2(t) = ẇ′(L, t),

g̃2(t) = ĝ2(t)− g2(t),

z1(t) = w′′′(L, t), z2(t) = ẇ′′′(L, t),

z̃2(t) = ẑ2(t)− z2(t), x̃2(t) = x̂2(t)− x2(t).

柔性立管系统模型如式(1)–(3)所述,为使该系统
稳定,本文提出如下输出反馈控制律:

U(t) = −EIz1 −mfVix̂2 −mfV
2
i g1 +

Tg1 − k1mcĝ2 + k2mcẑ2 −
k(x̂2 + k1g1 − k2z1)− d̂, (12)

其中: k, k1, k2 > 0为控制增益, d̂(t)为外部边界扰动
的估计值.

设计边界干扰观测器为

˙̂
d = (x̂2 + k1g1 − k2z1)− σd̂, (13)

其中σ > 0.

边界扰动误差d̃(t)可定义为

d̃ = d− d̂. (14)

对式(14)求导,并代入式(13)可得
˙̃
d = ḋ+ σd̂− (x̂2 + k1g1 − k2z1). (15)

若选取Lyapunov函数为

V (t) = V1(t) + V2(t) + V3(t) + V4(t), (16)

其中:

V1(t) =
γk2mr

2

w L

0
ẇ2dx+

γk2T

2

w L

0
(w′)2dx+

γk2mf

w L

0
(ẇ + Viw

′)2dx+

γk2EI

2

w L

0
(w′′)2dx,

V2(t) =
mc

2
(x2 + k1g1 − k2z1)

2,

V3(t) =
1

2
d̃2,

V4(t) = λ(mr + 2mf)
w L

0
xw′ẇdx+

γk2mr

w L

0
Viw

′ẇdx,

(17)
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其中γ, λ > 0.

引引引理理理 5 由式 (16)给定的Lyapunov函数具有如
下上下界:

0 6
ϑ1[V1(t) + V2(t) + V3(t)] 6 V (t) 6
ϑ2[V1(t) + V2(t) + V3(t)], (18)

其中ϑ1, ϑ2 > 0.

证证证 由式(17)第4项可得

|V4(t)| 6
γk2mrVi + λL(mr + 2mf)

2
·w L

0
[(w′)2 + ẇ2]dx 6 κV1(t), (19)

其中κ =
max[γk2mrVi + λL(mr + 2mf)]

min(γk2mr, γk2T )
.

式(19)可重写为

−κV1(t) 6 V4(t) 6 κV1(t). (20)

选取适当γ和λ,可得{
κ1 = 1− κ > 0,

κ2 = 1 + κ > 1.
(21)

结合式(20)和式(21)可得

0 < κ1V1(t) 6 V1(t) + V4(t) 6 κ2V1(t). (22)

根据式(16)和式(22),进一步有

0 6
ϑ1[V1(t) + V2(t) + V3(t)] 6 V (t) 6
ϑ2[V1(t) + V2(t) + V3(t)], (23)

其中ϑ1 = min(κ1, 1) > 0和ϑ2 = min(κ2, 1) > 0.

证毕.

引引引理理理 6 式 (16)给定的Lyapunov函数对时间导
数具有如下上界:

V̇ (t) 6 −ϑV (t) + ε, (24)

其中ϑ, ε > 0.

证证证 对V (t)求导,可得

V̇ (t) = V̇1(t) + V̇2(t) + V̇3(t) + V̇4(t). (25)

对式(17)的第1项两边求导,将式(1)代入,并应用
不等式(5),可得

V̇1(t) 6
γEI

2
(x2 + k1g1 − k2z1)

2 − γEIk22
2

z21 −

γEIk21
2

g21 − (
γEI

2
+ γk2mfVi)x

2
2 +

γ[k2(T + 2mfV
2
i )− EIk1]g1x2 +

γEIk1k2g1z1 +
γk2
2δ1

w L

0
f2dx−

2γk2mfVi

w L

0
[2Viẇw

′′ − V̇i(w
′)2 −

ẅw′]dx− γk2(c−
δ1
2
)
w L

0
ẇ2dx, (26)

其中δ1 > 0.

对式 (17)的第 2项两边求导,并代入控制律式 (12)
得

V̇2(t) =

−k(x2 + k1g1 − k2z1)
2 +

(x2 + k1g1 − k2z1)×
(d̃− kx̃2 − k1mcg̃2 + k2mcz̃2). (27)

对式 (17)的第 3项两边求导,然后将式 (15)代入并
运用不等式(5),有

V̇3(t)6−(x2 + k1g1 − k2z1)d̃+ δ2ḋ
2 −

(
σ

2
− 1

δ2
)d̃2 − x̃2d̃+

σ

2
d2, (28)

其中δ2 > 0.

对式(17)的第4项两边求导,将式(1)代入,并应用
不等式(5),可得

V̇4(t)6
γk2mrVi + λL(mr + 2mf)

2
x2
2 −

(γk2Vi + λL)(2mfV
2
i − T )

2
g21 −

EI(γk2Vi + λL)g1z1 −
4mfVi(γk2Vi + λL)g1x2 −

[
λT − λL(cδ5 + δ4)− γk2δ3Vi

2
−

2λmf(L|V̇i|+ V 2
i )]

w L

0
(w′)2dx+

(
γk2Vi

2δ3
+
λL

2δ4
)
w L

0
f2dx−

λmf

w L

0
(ẇ + Viw

′)2dx−

λ(
mr

2
− 2mfLVi

δ6
− cL

2δ5
)
w L

0
ẇ2dx−

λ(
3EI

2
− 2mfViδ6L)

w L

0
(w′′)2dx+

2γk2mfVi

w L

0
[2Viẇw

′′ − V̇i(w
′)2 −

ẅw′]dx− (γk2cVi − γk2mrV̇i −

6λmfVi)
w L

0
w′ẇdx, (29)

其中δ3, δ4, δ5, δ6 > 0.

将式(26)–(29)代入式(25),并结合不等式(5)有
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V̇ (t)6−[
γEI − γk2Vi(mr − 2mf)− λL(mr + 2mf)

2
−

|γk2(T + 2mfV
2
i )− γk1EI − 4mfVi(γk2Vi + λL)|

2δ8
]x22 −

[
γk21EI

2
− (γk2Vi + λL)(T − 2mfV

2
i )

2
− δ7EI|γk1k2 − γk2Vi − λL|

2
−

δ8|γk2(T + 2mfV
2
i )− γEIk1 − 4mfVi(γk2Vi + λL)|

2
]g21 −

(
EIk22
2

− EI|λL+ γk2Vi − γk1k2|
2δ7

)z21 − (k − γEI

2
− k

δ10
− k1mc

δ11
− k2mc

δ12
)×

(x2 + k1g1 − k2z1)
2 − [

γk2(2c− δ1) + λmr

2
− λL(

c

2δ5
+

2mfVi
δ6

)−

δ9|γk2(cVi −mrV̇i)− 6λmfVi|
2

]
w L

0
ẇ2dx− λmf

w L

0
(ẇ + Viw

′)2dx−

[
λT − λL(cδ5 + δ4)− γk2δ3Vi

2
− 2λmf(V

2
i + L|V̇i|)−

|γk2(cVi −mrV̇i)− 6λmfVi|
2δ9

]×
w L

0
(w′)2dx− λ(

3EI

2
− 2mfViδ6L)

w L

0
(w′′)2dx+ δ2ḋ

2 − (
σ

2
− 1

δ2
− 1

δ13
)d̃2 + (kδ10 + δ13)x̃

2
2 +

k1mcδ11g̃
2
2 + k2mcδ12z̃

2
2 +

σ

2
d2 + (

γk2
2δ1

+
γk2Vi
2δ3

+
λL

2δ4
)
w L

0
f2dx, (30)

其中δ7 ∼ δ13 > 0.

选择适当参数值k, k1, k2, γ, λ, σ, δ1 ∼ δ13满足

如下条件:

ϑ3 = min(
2τ4
mr

,
τ5
T
,
2τ6
mf

,
2τ7
EI

,
2τ8
mc

, 2τ9),

τ1 =

γEI − γk2mrVi − λL(mr + 2mf)

2
+

γk2mfVi −
1

2δ8
|γk2(T + 2mfV

2
i )−

γk1EI − 4mfVi(γk2Vi + λL)| > 0,

τ2 =

γEIk21
2

− γk2(
TVi
2

−mfV
3
i )−λL(

T

2
−mfV

2
i )−

δ7
2
EI|γk1k2 − γk2Vi − λL| − δ8

2
|γk2(T +

2mfV
2
i )− γEIk1 − 4mfVi(γk2Vi + λL)| > 0,

τ3 =
1

2
EI(k22 −

1

δ7
|γk1k2 − γk2Vi − λL|) > 0,

τ4 =

γk2(c−
δ1
2
) +

λmr

2
− λL(

c

2δ5
+

2mfVi
δ6

)−

δ9|γk2(cVi −mrV̇i)− 6λmfVi|
2

> 0,

τ5 =

λ(
T

2
− Lδ4 + Lcδ5

2
− 2mfL|V̇i| − 2mfV

2
i )−

γk2δ3Vi
2

− |γk2(cVi −mrV̇i)− 6λmfVi|
2δ9

> 0,

τ6 = λmf > 0,

τ7 = λ(
3

2
EI − 2mfViδ6L) > 0,

τ8 = k − γEI

2
− k

δ10
− k1mc

δ11
− k2mc

δ12
> 0,

τ9 =
σ

2
− 1

δ2
− 1

δ13
> 0,

ε =

(
γk2
2δ1

+
γk2b1
2δ3

+
λL

2δ4
)Lf2m + (kδ10 + δ13)x̃

2
2 +

σ

2
d21 + δ2d

2
2 + k1mcδ11g̃

2
2 + k2mcδ12z̃

2
2 < +∞.

由不等式(23)和(30)可得

V̇ (t) 6
−ϑ3[V1(t) + V2(t) + V3(t)] + ε 6
−ϑV (t) + ε, (31)

其中ϑ = ϑ3/ϑ2.

证毕.

3.2 适适适定定定问问问题题题(Well-posed problem)
在本小节,将首先证明闭环柔性立管系统解的

存在性和唯一性,其后再分析其解的收敛性.

3.2.1 解解解的的的存存存在在在性性性(The existence of the solution)
定义H2(0, L)为Hilbert空间,将基于Sobolev空

间对闭环解的存在性和唯一性进行证明:

VS = {w|w ∈ H2(0, L), w(0, t) = 0}, (32)

且范数∥w∥VS
= ∥w′′∥2,则有
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WS = {w|w ∈ VS ∩H4(0, L),

w′′(0, t) = 0, w′′(L, t) = 0}, (33)

且范数 ∥w∥WS
= ∥w′′∥2 + ∥w′′′′∥2,其中∥ · ∥p为Lp

范数.

对式(1)两边关于ϕ ∈ VS求内积,并求积分得

(mr + 2mf)
w L

0
ẅϕdx+EI

w L

0
w′′′′ϕdx−

T
w L

0
w′′ϕdx+ 2mf V̇i

w L

0
w′ϕdx+

4mfViV̇i
w L

0
ẇ′ϕdx+ c

w L

0
ẇϕdx+

2mfV
2
i

w L

0
w′′ϕdx−

w L

0
fϕdx = 0. (34)

应用Galerkin近似法,则存在w ∈WS , ∀ϕ ∈ VS

使得式(34)成立. 定义ϕj为WS一个完备正交系的元

素,其中 {w(x, t0), ẇ(x, t0)} ∈ span{ϕ1, ϕ2}. 对每
一个n ∈ N, WSn = span{ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn},可构造

一个函数wn(x, t) =
n∑

j=1
lj(t)ϕj使得对任一ϕ∈WSn

都满足如下闭环系统:

(mr + 2mf)
w L

0
ẅnϕndx+ EI

w L

0
w′′′′
n ϕndx−

T
w L

0
w′′
nϕndx+ 2mf V̇i

w L

0
w′
nϕndx+

4mfViV̇i
w L

0
ẇ′
nϕndx+ c

w L

0
ẇnϕndx+

2mfV
2
i

w L

0
w′′
nϕndx−

w L

0
fnϕndx = 0. (35)

引引引理理理 7
w L

0
ẇ2
ndx和

w L

0
(w′′

n)
2dx具有上界.

证证证 考虑如下Lyapunov候选函数:

Vn(t) = V1n(t) + V2n(t) + V3n(t) + V4n(t),

(36)

其中

V1n(t) =
γk2mr

2

w L

0
ẇ2
ndx+

γk2T

2

w L

0
(w′

n)
2dx+

γk2mf

w L

0
(ẇn + Viw

′
n)

2dx+

γk2EI

2

w L

0
(w′′

n)
2dx,

V2n(t) =
mc

2
[x2n(t) + k1g1n(t)− k2z1n(t)]

2,

V3n(t) =
1

2
d̃2n,

V4n(t) = λ(mr + 2mf)
w L

0
xw′

nẇndx+

γk2mrVi
w L

0
w′
nẇndx.

(37)

根据第2.1小节的分析,直接可得

V̇n(t) 6 −ϑVn(t) + ε. (38)

式(38)乘以eϑt并积分可得

Vn(t) 6 [Vn(t0)−
ε

ϑ
]e−ϑ(t−t0) +

ε

ϑ
. (39)

上式表明存在一正常数M1,满足如下条件:w L

0
ẇ2
ndx+

w L

0
(w′′

n)
2dx 6M1,

∀t ∈ [0, T0], n ∈ N. (40)

引引引理理理 8
w L

0
ẅ2
n(x, t0)dx在L

2范数下具有上界.

证证证 将t = t0和ϕn = ẅn(x, t0)代入式(35)可得

(mr + 2mf)
w L

0
ẅ2
n(x, t0)dx+

EI
w L

0
w′′′′
n (x, t0)ẅn(x, t0)dx−

T
w L

0
w′′
n(x, t0)ẅn(x, t0)dx+

2mf V̇i(t0)
w L

0
w′
n(x, t0)ẅn(x, t0)dx+

4mfVi(t0)V̇i(t0)
w L

0
ẇ′
n(x, t0)ẅn(x, t0)dx+

2mfV
2
i (t0)

w L

0
w′′
n(x, t0)ẅn(x, t0)dx+

c
w L

0
ẇn(x, t0)ẅn(x, t0)dx−w L

0
fn(x, t0)ẅn(x, t0)dx = 0. (41)

由式(41)计算可得

(mr + 2mf − 7µ0)
w L

0
ẅ2
n(x, t0)dx 6

EI2

µ0

w L

0
[w′′′′

n (x, t0)]
2dx+

T 2

µ0

w L

0
[w′′

n(x, t0)]
2dx+

4m2
f V̇

2
i (t0)

µ0

w L

0
[w′

n(x, t0)]
2dx+

16m2
f V

2
i (t0)V̇

2
i (t0)

µ0

w L

0
[ẇ′

n(x, t0)]
2dx+

4m2
f V

2
i (t0)

µ0

w L

0
[w′′

n(x, t0)]
2dx+

c2

µ0

w L

0
[ẇn(x, t0)]

2dx+
1

µ0

w L

0
f2n(x, t0), (42)

其中µ0 > 0.

由于
w L

0
ẇ2
ndx和

w L

0
(w′′

n)
2dx是有界的,若选取

足够光滑的初值w(x, t0)和ẇ(x, t0),从式(42)可得w L

0
ẅ2
n(x, t0)dx 6M2, ∀t0 ∈ [0, T0], n ∈ N,

(43)

其中M2 > 0且0 < µ0 < (mr + 2mf)/7.

证毕.

引引引理理理 9
w L

0
ẅ2
ndx和

w L

0
(ẇ′′

n)
2dx在L2范数下具

有上界.
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证证证 定义ξ< T0 − t,对任意 t, ξ >0. 分别把 t=

t+ ξ和 t = t代入式(35)并对其作差,再把

ϕn = ẇn(x, t+ ξ)− ẇn(x, t)

代入,应用引理1–3有
EI

2

d

dt

w L

0
{[w′′

n(x, t+ ξ)− w′′
n(x, t)]

2}dx+

mr + 2mf

2

d

dt

w L

0
[ẇn(x, t+ ξ)− ẇn(x, t)]

2dx 6

M31

w L

0
{[w′′

n(x, t+ ξ)− w′′
n(x, t)]

2}dx+

M32

w L

0
[ẇn(x, t+ ξ)− ẇn(x, t)]

2dx, (44)

其中M31,M32 > 0.

由上式可得

Φ̇n(t, ξ) 6M33Φn(t, ξ) ⇒
Φn(t, ξ) 6 Φn(t0, ξ)e

M33(t−t0), (45)

其中M33和Φn分别为

M33 = max(
M31

EI
,

M32

mr + 2mf
),

Φn(t, ξ) =

EI
w L

0
{[w′′

n(x, t+ ξ)− w′′
n(x, t)]

2}dx+

(mr + 2mf)
w L

0
[ẇn(x, t+ ξ)− ẇn(x, t)]

2dx.

(46)

式(45)两边除以ξ2并取极限ξ → 0有

(mr + 2mf)
w L

0
ẅ2
n(x, t)dx+

EI
w L

0
(ẇ′′

n)
2(x, t)dx 6

{(mr + 2mf)
w L

0
ẅ2
n(x, t0)dx+

EI
w L

0
(ẇ′′

n)
2(x, t0)dx}eM33(t−t0). (47)

选取足够光滑的初值w(x, t0)和 ẇ(x, t0)可得w L

0
(ẇ′′

n)
2(x, t0)dx是有界的. 结合引理8和上面的分

析,可得

(mr + 2mf)
w L

0
ẅ2
n(x, t)dx+

EI
w L

0
(ẇ′′

n)
2(x, t)dx 6M3, (48)

其中M3 > 0.

结合引理7–9并应用Lions-Aubin理论可得系统
(35)是有限的,因此系统(35)存在全局解.

证毕.

3.2.2 解解解的的的唯唯唯一一一性性性(The uniqueness of the solution)
定义w和w̄为闭环柔性立管系统的两个不同解.

令z = w − w̄,则有

z(x, 0) = ż(x, 0) = 0.

由式(34)得

(mr + 2mf)
w L

0
z̈ϕdx+ EI

w L

0
z′′′′ϕdx−

T
w L

0
z′′ϕdx+ 2mf V̇i

w L

0
z′ϕdx+

4mfViV̇i
w L

0
ż′ϕdx+ c

w L

0
żϕdx−w L

0
[f(·)|w − f(·)|w̄]ϕdx+

2mfV
2
i

w L

0
z′′ϕdx = 0. (49)

把ϕ= ż代入式(49),应用与引理9同样的方法得:
d

dt
[(mr + 2mf)

w L

0
ż2dx+ EI

w L

0
(z′′)2dx] 6

M4[(mr + 2mf)
w L

0
ż2dx+EI

w L

0
(z′′)2dx],

(50)

其中M4 > 0.
由于

z(x, 0) = ż(x, 0) = 0,

应用Gronwall引理,可得z = 0,即

w = w̄, ∀(x, t) ∈ [0, L]× [0,+∞).

由上面分析可得系统(35)的解存在唯一性.

3.2.3 解解解的的的收收收敛敛敛性性性 (The convergence of the solu-
tion)

定定定理理理 1 由式 (1)–(3)所描述的柔性立管系统,
基于所设计输出反馈控制器式(12)和假设1,若系统
初始条件是有界的,则闭环立管系统状态量w(x, t)

是一致有界的.

证证证 式(24)乘以eϑt可得

V̇ (t)eϑt 6 −ϑV (t)eϑt + εeϑt ⇒
∂[V (t)eϑt]

∂t
6 εeϑt. (51)

对上式积分得

V (t)6 [V (0)− ε

ϑ
]e−ϑt+

ε

ϑ
6 V (0)e−ϑt +

ε

ϑ
,

(52)

则由上式表明V (t)是有界的.
由不等式(6)、等式(17)和不等式(18)可得

γk2T

2L
w2 6

γk2T

2

w L

0
(w′)2dx 6 V1(t) 6

V1(t) + V2(t) + V3(t) 6
1

ϑ1
V (t). (53)

由不等式(53)得
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|w(x, t)|6
√

2L

γk2Tϑ1
[V (0)e−ϑt +

ε

ϑ
] 6√

2L

γk2Tϑ1
[V (0) +

ε

ϑ
], (54)

∀(x, t) ∈ [0, L]× [0,+∞).

当t→ ∞时,则进一步可得

lim
t→∞

|w(x, t)| 6

lim
t→∞

√
2L

γk2Tϑ1
[V (0)e−ϑt +

ε

ϑ
] =√

2Lε

γk2Tϑ1ϑ
, (55)

∀x ∈ [0, L]. 证毕.

4 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulations)
对由式 (1)–(3)所描述的柔性立管系统,为验证

所设计控制器 (12)的性能,本节将采用有限差分
法[20–24]在MATLAB中进行数值仿真. 表1为柔性立
管系统的详细参数.

表 1 柔性立管系统参数

Table 1 Parameters of the flexible riser system

参数 参数值 参数 参数值 参数 参数值

D 0.45m fv 2.625 EI 1.5× 107 Nm2

mc 960 kg St 0.2 T 8.11× 107 N

mf 100 kg/m CD 1.361 A 9.279× 103

L 1000m c 5Ns/m2 ρs 1024 kg/m3

mr 350 kg/m β 0

内流流速Vi(t)和边界干扰d(t)分别为
Vi(t) = 0.5 + 0.2 cos(0.867t),

d(t) = [3 + 0.8 sin(0.7t) + 0.8 sin(0.5t)+

0.8 sin(0.9t)]× 105.

(56)

选择控制器(12)控制增益

k = 1× 107, k1 = 5.407,

k2 = 1, σ = 0.1,

对耦合内流动力学的柔性立管在海流和外部环境干

扰共同作用下的振动进行数值仿真,仿真结果如图2
–6所示. 图2给出了立管三维振动偏移量图,立管顶
端(x = 1000m)和中部(x = 500m)振动偏移的二

维响应则显示在图3中,图4描绘了控制作用下立管
顶端(x = 1000m)和中部(x = 500m)的振动偏移

量放大图,图5描绘了外部环境干扰观测器的跟踪
图,图6为输出反馈边界控制输入.

(a) 无控制

(b) 有控制

图 2 立管三维偏移量

Fig. 2 3D displacement of the riser

(a) x = 1000m

(b) x = 500m

图 3 立管二维偏移量

Fig. 3 2D displacement of the riser

图 4 控制作用下立管的偏移量

Fig. 4 Displacement of the riser with control
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图 5 外部环境干扰跟踪

Fig. 5 Tracking of external environment disturbance

图 6 输出反馈边界控制输入

Fig. 6 Output feedback boundary control input

由仿真结果图2–4可知,当所设计输出反馈边界
控制(12)作用于立管系统后,立管振动都得到显著
地抑制,其中最大振动偏移量减少了近133倍,表明
本文所设计控制器(12)能十分有效抑制立管的振动;
仿真结果图5表明,设计的干扰观测器对外部环境
干扰具有很好的跟踪能力;由仿真结果图6可得,输
出反馈控制器的输出在−4× 105N ∼ −2× 105N

范围内变化,而负值表明控制力尤其是用于抵消外
部环境干扰的作用. 本文输出反馈边界控制作用下
立管偏移量(即图2)变化范围为−0.03m ∼ 0.09m,
而文献[8]中控制作用下立管偏移量(即图3)变化范
围为−0.25m∼0.75m. 相比之下,本文的控制效果
要优于文献[8]中的控制效果.总之,本文所提的输
出反馈边界控制器能在系统状态获取不精确的情况

下较好地抑制立管的振动.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文报道了耦合内流动力学的海洋柔性立管的

边界控制问题.首先,结合Lyapunov综合法、边界控
制技术和高增益观测器,在立管顶端设计了输出反

馈控制和干扰观测器用以抑制立管的振动并跟踪外

部环境干扰. 其后,对闭环控制系统的适定性和一
致有界稳定性进行了证明. 本文的控制设计及稳定
性分析都是基于立管无穷维模型进行的,因此控制
溢出将不会产生. 最后对本文设计的输出反馈边界
控制器进行了数值模拟,验证了其有效性.
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