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摘要:不动点理论已被成功地应用于随机动力系统零解稳定性的研究,但Krasnoselskii不动点方法使用的较少.
本文在采用Banach和Schauder不动点方法研究的基础上进一步采用Krasnoselskii不动点方法研究了一类随机动力
系统零解的指数均方稳定性,得出了使得该系统零解指数均方稳定的充分条件.通过实例与现有文献结论的比较表
明,相比于Banach和Schauder等不动点方法, Krasnoselskii不动点方法的应用更加灵活和简便.本文的结论在一定程
度上改进和拓展了相关文献的结果,完善了不动点理论在研究随机动力系统零解稳定性上的应用.
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Three kinds of fixed points and stability of a class of
stochastic dynamic systems
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(1. Department of Management, South China Institute of Software Engineering, Guangzhou University,
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Abstract: The fixed point theory has been successfully applied onto the study of zero solution stability for stochastic
dynamic systems; however, the Krasnoselskii fixed point is relatively less used. In this paper, on the basis of the study
for Banach and Schauder fixed point methods, we furtherly use the Krasnoselskii fixed point method to study the mean
square exponential stability of zero solution in a class of stochastic dynamic systems. At the same time, we have achieved
sufficient condition to make the zero solution exponential mean square of this system stable. Through the comparison of the
detailed example and the conclusion in the existing articles, and comparing with Banach and Schauder fixed point methods,
the Krasnoselskii fixed point is more flexible and more convenient. The conclusion in this paper has improved and extended
the result of relative articles to some extent, as well as has perfected the application of fixed point methods on studying
stability of zero solution in stochastic dynamical system.
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1 引引引言言言(Introduction)
目前,学术界研究确定型和随机型动力系统解的

存在性、有界性和零解的稳定性所采用的方法主要是

Lyapunov直接法和不动点方法. 鉴于Lyapunov直接法
在研究确定型和随机型动力系统时遇到的困难,很多
专家和学者都采用不动点方法和其他方法进行研究,
得到了很优异的结果.如T A Burton在文献[1–4]中利
用不动点方法讨论研究了动力系统的解的存在性、周

期性、有界性和稳定性;罗交晚在文献[5]中第1次将
不动点方法引进到研究随机动力系统的稳定性上去;
毛学荣还在文献[6]中采用其他方法研究了一类随机
积分动力系统的指数均方稳定性. 作为此方法的推广,
作者在文献[7–11]中也已经研究多种类型的随机动力
系统的稳定性. 据查阅资料得知,很多不动点方法如
Banach不动点方法、Schauder不动点方法和Krasno-
selskii不动点方法等都被应用于研究动力系统零解的
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稳定性. 其中,鉴于Banach不动点方法应用的简便性,
在研究动力系统零解的稳定性时, Banach不动点方法
应用得最为广泛.如前面提到的文献[1–11]. 再者,据
作者所知, Krasnoselskii不动点方法被应用于常微分
方程和泛函微分方程周期解的存在性、有界性和稳定

性方法的研究比较多,如文献[12–14],但是被应用于
随机动力系统零解稳定性的研究则较少. 为了弥补这
方面的研究,本文尝试采用Krasnoselskii不动点方法
研究一类随机动力系统零解的稳定性. 旨在对不动点
方法的应用做进一步完善和推广.

2 主主主要要要结结结果果果(Main result)
假设(Ω,F , {Ft}t>0, P )是一个完备的概率空间,

{Ft}t>0右连续且包含所有的零测集, {ω(t), t > 0}
是一个定义在(Ω,F , P )上的一维标准布朗运动,函
数a(t) ∈ C(R+,R). 考虑一类随机动力系统

dx(t) = a(t)x(t)dt+w t

0
G(t− s)x(s)dsdw(t), t > 0, (1)

其中: G : R+ → R,初值x(0)=ξ可测且E|ξ|2<∞.

2.1 预预预备备备知知知识识识(Preliminary knowledge)
引引引理理理 A[15] 每一个一致均方有界和均方等度连

续的函数集(x1(t), x2(t), · · · , xn(t))对t ∈ T至少存

在一T上均方收敛的子序列.

引引引理理理 B[16] 设X是度量空间, A是X中的子集,
如果A中的任何点列必有在X中收敛的子点列,就
称A是X中的致密集.

引引引理理理 C[17–18] 设T是B映射到B的一个连续算

子,如果它把B中的任何有界集映成致密集,则称T是
全连续算子.

Banach不不不动动动点点点定定定理理理[18] 设T是完备的距离空间

(X, ρ)到自身的压缩映射,则存在唯一的x ∈ X ,使得
Tx = x,即T在X上有唯一的不动点.

Schauder不不不动动动点点点定定定理理理[18] 若K是Banach空间B
的一凸闭子集,而τ : K → K是全连续的,则存在x∗

∈ K使得τx∗ = x∗.

Krasnoselskii不不不动动动点点点定定定理理理[17] 设K是Banac空间
B的有界凸闭子集,而τ, s : K → B,满足

1) 对任何x, y ∈ K,有τx+ sy ∈ K;

2) τ是压缩映射;

3) s在K上全连续,则τ + s在K内至少存在一个

不动点.

比较上述3个不动点定理可以得出:

1) 3个不动点方法都要求算子是自映射的;

2) Bananch不动点方法要求算子是压缩映射算子,
schauder不动点方法则要求算子是全连续的. 相比之
下, Krasnoselskii不动点方法则可以根据需要将算子

拆分为2个算子的和,并保证其中一个算子满足压缩
映射,而另一个算子则满足全连续映射.

综上,不难看出Bananch不动点方法和Schauder不
动点方法是Krasnoselskii不动点方法的特殊情形. 并
且, Krasnoselskii不动点方法在使用时更加灵活.

引引引理理理 D[10] 每一个一致均方有界和均方等度连

续的函数集{x1(t), x2(t), · · · , xn(t)}对t ∈ T至少存

在一T上均方收敛的子序列.

2.2 已已已有有有的的的结结结论论论(Existing conclusion)
毛学荣在文献[6]中研究了系统(1)的指数均方稳

定性得出引理1.

引引引理理理 1 假设存在一个d× d对称矩阵Q和正常数

λ, α, β, γ使得,当t > 0时,

i) |x|2 6 (x,Qx), x ∈ Rd;

ii) 2(f(x, t), Qx) 6 −λ(x,Qx), x ∈ Rd;

iii) tr(g(y, t)TQg(y, t)) 6 α|y|2, y ∈ Rn;

iv) ∥G(t)∥ 6 βe−γt, t > 0;

v) αβ2 < λγ2.

则存在一对正数ρ和C使得,当t > 0时,

E|x(t)|2 6 CE|ξ|2e−ρt.

换句话说就是系统(1)的零解指数均方稳定.

基于不动点方法的优越性,作者已在文献[7, 10]
中分别采用Banach不动点方法和schauder不动点方法
研究过系统(1)的指数均方稳定性,得出引理2–3的结
论.

引引引理理理 2[7] 假设存在正数β,M0, γ, κ,M和 η ∈
(0, 1), κ>M>0以及连续函数h(t) : [0,∞)→R+,
当t > 0时,

i) e−
r t
s
h(u)du|a(s) + h(s)| 6 Me−κ(t−s), 0 6

s < t;

ii) sup
t>0

w t

0
e−γ(r−t)e−2

r t
r
h(u)dudr 6M0;

iii)
w t

0
e−

r t
s
h(u)du|a(s) + h(s)|ds+

β

γ
[
w t

0
e−2

r t
s
h(u)duds]

1
2 6 η < 1;

iv) |G(t)| 6 βe−γt.

则系统(1)的零解x(t)指数均方稳定.

引引引理理理 3[10] 假设存在正数κ, β,M,M0, γ和连续

有界函数h(t) : [0,∞) → R+,当t > 0时,

i) e−
r t
s
h(u)du|a(s) + h(s)| 6 Me−κ(t−s), 0 6

s 6 t;

ii) sup
t>0

w t

0
e−γ(r−t)e−2

r t
r
h(u)dµdr 6M0;

iii) |G(t)| 6 βe−γt.

则系统(1)的零解x(t)指数均方稳定.

鉴于Krasnoselskii不动点方法的灵活性,接下来,



第 5期 王春生等: 三类不动点与一类随机动力系统的稳定性 679

这里将利用Krasnoselskii不动点方法来研究系统(1)零
解的指数均方稳定性.

2.3 结结结论论论(Conclusions)
定义S为所有F−适应过程ϕ(t, ω) : [0,∞)×Ω →

R所构成的Banach空间,且对固定的ω ∈ Ω, ϕ(t, ω)
关于t几乎处处连续,其初值ϕ(0) = ξ. 当t→ ∞时,
存在常数α满足 0 < α < γ,使得当t→ ∞时, eαt×
E|ϕ(t, ω)|2 → 0.

定义算子Ψ = ζ+τ ,其中ζ, τ : S → S. 对任意的
φ(t) ∈ S ,令

ζ(φ(t)) = ξe−
r t
0
h(u)du+w t

0
[a(s) + h(s)]φ(s)e−

r t
s
h(u)duds,

τ(φ(t)) =
w t

0
(
w s

0
G(s− r)φ(r)dr)×

e−
r t
s
h(u)dudω(s).

由于Krasnoselskii不动点方法将构造的算子拆分
成全连续算子和压缩算子之和.所以,对于上述构造
的算子,文章就有两种选择方向,这将得出下列两种
不同的稳定性条件.

第1种情况: 如果给出条件保证ζ(φ(t))是全连续
算子,且τ(φ(t))是压缩算子,这样就可以得出如下结
论:

定定定理理理 1 假设存在正数β,M, γ,M0和连续函数

h(t) : [0,∞) → R,满足M0>h(t)>M>γ/2. 且当t
>0时, |a(t)+h(t)|有界, |G(t)|6βe−γt和β2/(2Mγ2)

< 1,则系统(1)的零解x(t)指数均方稳定.

证证证 1) S是一个凸闭集.

对任意的x1, x2, · · · , xn ∈ S, λi ∈ R,
n∑

i=1

λi = 1,

对任意 ε > 0,存在Ti > 0,当 t > Ti时, eαtE|xi(t)|2

< ε.

令T = max{Ti, i=1, 2, · · · , n},则当t > T时,

eαtE|
n∑

i=1

λixi(t)|2 < ε
n∑

i=1

λi = ε,

即
n∑

i=1

λixi(t) ∈ S.

由凸闭集的定义知, S是一个凸闭集.

2) 由文献[7]中定理1的证明过程易知,对任意φ,
ψ ∈ S ,都有ζφ+ τψ ∈ S .

3) ζ是S上的全连续算子.

任取S的有界子集H . 根据引理C只须证明P (H)

为紧致集即可.

先证ζ(H)均方等度连续.如果φ∈H , 06 t1<t2,

则

|(ζφ)(t2)− (ζφ)(t1)|2 6

2{E|ξe−
r t2
0 h(u)du − ξe−

r t1
0 h(u)du|2+

E|
w t2

0
[a(s) + h(s)]φ(s)e−

r t2
s

h(u)duds−w t1

0
[a(s) + h(s)]φ(s)e−

r t1
s

h(u)duds|2} 6

2E|ξ|2|e−
r t2
0 h(u)du − e−

r t1
0 h(u)du|2+

2E( sup
06t6t2

|φ(t)|2)|
w t2

0
[a(s) + h(s)]×

e−
r t2
s

h(u)duds−w t1

0
[a(s) + h(s)]e−

r t1
s

h(u)duds|2. (2)

因为当x1, x2 < 0时,有|ex1−ex2 | < |x1− x2|.所
以由定理1的条件得

2E|ξ|2|e−
r t2
0 h(u)du − e−

r t1
0 h(u)du|2 6

2E|ξ|2|
w t2

0
h(u)du−

w t1

0
h(u)du|2 =

2E|ξ|2|
w t2

t1
h(u)du|2 62E|ξ|2M2

0 |t2 − t1|2. (3)

同时,由定理1的条件知, |a(s) + h(s)|有界,不妨
设|a(s) + h(s)| 6M1, M1 > 0.

|
w t2

0
[a(s) + h(s)]e−

r t2
s

h(u)duds−w t1

0
[a(s) + h(s)]e−

r t1
s

h(u)duds|2 6

M 2
1 |

w t2

0
e−

r t2
s

h(u)duds−w t1

0
e−

r t1
s

h(u)duds|2=

M 2
1 |

w t1

0
(e−

r t2
s

h(u)du − e−
r t1
s

h(u)du)ds+w t2

t1
e−

r t2
s

h(u)duds|2 6

M2
1 |

w t1

0
(
w t2

t1
h(u)du)ds+

w t2

t1
e−

r t2
s

h(u)duds|26

M2
1 |

w t1

0
M0(t2 − t1)ds+

1

M
− 1

M
e−M(t2−t1)|2 6

M 2
1 |M0t1(t2 − t1) + (t2 − t1)|2 =

M 2
1 (M0t1 + 1)2|t2 − t1|2, (4)

所以,对任意0 6 t1 < t2 <∞和φ ∈ H(S),

E|(ζφ)(t2)− (ζφ)(t1)|2 6

{2E|ξ|2M2
0 + 2M2

1 (M0t1 + 1)
2×

(E sup
t>0

|φ(t)|2)}|t2 − t1|2,

即P (H)等度均方连续.

同时, ζ(H)一致均方有界. 对任意t > 0, φ(t) ∈



680 控 制 理 论 与 应 用 第 34卷

S,有

E|(ζφ)(t)|2 =

E|ξe−
r t
0
h(u)du +

w t

0
[a(s) + h(s)]×

φ(s)e−
r t
s
h(u)duds|2 6

2E|ξ|2e−2
r t
0
h(u)du+

2E|
w t

0
[a(s) + h(s)]φ(s)e−

r t
s
h(u)duds|2, (5)

其中:

2E|ξ|2e−2
r t
0
h(u)du 6 2E|ξ|2e−2Mt < 2E|ξ|2,

2E|
w t

0
[a(s) + h(s)]φ(s)e−

r t
s
h(u)duds|2 6

2 sup
t>0

E|φ(t)|2|
w t

0
[a(s) + h(s)]e−

r t
s
h(u)duds|2 6

2M2
1
E sup

t>0

|φ(t)|2|
w t

0
e−M(t−s)ds|2 6

2M2
1

M2
E sup

t>0

|φ(t)|2. (6)

综上所述,

E|(ζφ)(t)|2 6
2E|ξ|2e−2

r t
0
h(u)du+

2E|
w t

0
[a(s) + h(s)]φ(s)e−

r t
s
h(u)duds|2 <

2E|ξ|2+
2M2

1

M2
E sup

t>0

|φ(t)|2, (7)

故ζ(H)一致均方有界.

所以ζ(H)为紧致集. 由引理C知, ζ是S上的全连
续算子.

4) τ是压缩算子.

对任意的φ,ψ ∈ S ,由定理1的条件知

E sup
s∈[0,t]

|(τφ)(s)− (τψ)(s)|2 =

E sup
s∈[0,t]

|
w s

0
(
w v

0
G(v − r)φ(r)dr)×

e−
r s
v
h(u)dudω(v)−w s

0
(
w v

0
G(v − r)ψ(r)dr)e−

r s
v
h(u)dudω(v)|2 =

E sup
s∈[0,t]

|
w s

0
(
w v

0
G(v − r)[φ(r)− ψ(r)]dr)×

e−
r s
v
h(u)dudω(v)|2 6

E sup
s∈[0,t]

w s

0
(
w v

0
G(v − r)[φ(r)− ψ(r)]dr)2

e−2
r s
v
h(u)dudv 6

E sup
s∈[0,t]

|φ(s)− ψ(s)|2
w s

0
(
w v

0
G(v − r)dr)2

e−2
r s
v
h(u)dudv 6

β2

γ2
E sup

s∈[0,t]

|φ(s)− ψ(s)|2
w s

0
e−2

r s
v
h(u)dudv 6

β2

2Mγ2
E sup

s∈[0,t]

|φ(s)− ψ(s)|2,

(8)

所以, τ为S上的压缩算子.

根据前面的证明,再由Krasnoselskii不动点定理
知, Ψ = ζ+τ在S上至少存在一个不动点x(t) ,即为
系统(1)的解. 由S集合的定义知,系统(1)的零解指数
均方稳定.

注注注 1 不难看出,定理1的结论和引理3的结论近乎相

同.

第2种情况: 如果给出条件保证ζ(φ(t))是全连续
算子且τ(φ(t))是压缩算子,这样就得出如下结论:

定定定理理理 2 假设存在正数β,M, γ, η,M0和连续函

数h(t) : [0,∞) → R,当t > 0时,

i) e−
r t
s
h(u)du|a(s)+h(s)| 6Me−κ(t−s), 0 6 s <

t;

ii) |G(t)| 6 βe−γt;

iii) sup
t>0

w t

0
e−γ(r−t)e−2

r t
r
h(u)dudr 6M0;

iv)
β

γ
[
w t

0
e−2

r t
s
h(u)duds]

1
2 6 η < 1.

则系统(1)的零解x(t)指数均方稳定.

证证证 由定理1的证明过程知, S是一个凸闭集且
ζφ+ τψ ∈ S . 由引理3的证明过程知, τ是S上的全连
续算子.

同时,由引理2的证明过程和定理2的条件知, ζ是
压缩算子.

由Krasnoselskii不动点定理知, Ψ=ζ+τ在S上至
少存在一个不动点x(t),即为系统(1)的解. 由S集合
的定义,系统(1)的零解指数均方稳定.

注注注 2 不难看出,在研究系统(1)的稳定性时,定理2没

有要求h(s)有界,相对于引理3具有明显的优越性.

注注注 3 定理2的条件中,除条件iv)外,其他条件与引

理2的条件完全相同.但是,定理2的条件iv)要比引理2的对应

条件iii)宽松的多.

小小小结结结 从定理1和定理2的结论以及注1–3可以看
出,在研究系统(1)零解的指数均方稳定性时, Kras-
noselskii不动点方法所得的结论灵活又宽松.

下面通过几个具体实例加以佐证说明.

3 实实实例例例(Examples)
下面通过几个实例来对上述3种不动点方法研究

得出的结果进行分析比较.
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例例例 1 考虑如下随机动力系统:

dx(t) =− (cos t+ 2)x(t)dt+w t

0

1

4e
e−

1
2 (t−s)x(s)dsdω(t), t > 0. (9)

① 令h(t) ≡ cos t+ 2,因为

sup
t>0

w t

0
e−

1
2 (s−t)e−2

r t
s
(cosµ+2)dµds =

sup
t>0

w t

0
e−

7
2 (t−s)e2 sin s−2 sin tds 6 2

7
e4,

1/16e2

1/4

w t

0
e−2

r t
s
(cosµ+2)duds =

1

4e2

w t

0
e−2(sin t−sin s)e−4(t−s)ds 6

e4

4e2

w t

0
e−4(t−s)ds 6 e2

16
< 1.

所以,由引理2易知、引理3和定理2知,系统(9)的
零解指数均方稳定.

② 令h(t) ≡ cos t+ 2,取M0 = 3, M = 1, β =

1/(2e), γ = 1/2,则定理1的条件都能满足. 所以,由
定理1易知,系统(9)的零解指数均方稳定.

注注注 4 但是,不存在λ > 0,使得对任意的t > 0,都有

a(t) = cos t+ 1 > λ. 即由文献[6]不能得到该系统的指数均

方稳定性.

注注注 5 从例1不难看出：某些情况下,采用不动点方法

得出的结论较其他方法优越.

例例例 2 考虑下面随机动力系统:

dx(t) =− (t2 + 1)x(t)dt+

(
w t

0
e−(t−s)x(s)ds)dω(t). (10)

① 如果取h(t) = t2 +1, M0 = β = γ = 1,因为

sup
t>0

w t

0
e−(s−t)e−2

r t
s
(u2+1)dµds 6

sup
t>0

w t

0
e(t−s)e−2(t−s)ds = sup

t>0

w t

0
e−(t−s)ds 6 1,

再者 w t

0
e−2

r t
s
(u2+1)dµds 6

w t

0
e−2(t−s)ds 6 1

2
,

满足定理2的所有条件,所以由定理2易知,系统(10)
的零解指数均方稳定.

注注注 6 但是,找不到有界的h(t)满足引理3的条件,所以

由引理3得不出系统(10)零解的指数均方稳定性.

注注注 7 从例2可看出:由于引理3要求引入的h(t)有界,

所以利用Krasnoselskii不动点方法所得结论较Shauder的好.

例例例 3 考虑下面随机动力系统：

dx(t) = x(t)dt+ (
w t

0
e−(t−s)x(s)ds)dω(t). (11)

令h(t) ≡ 1,

① 如果取M =M0 = β = γ = 1 ,显然系统(11)
满足定理1的条件,所以由定理1可以得出系统(11)的
零解指数均方稳定.

② 如果取M = 2,M0 = κ = β = γ = 1,因为

sup
t>0

w t

0
e−(r−t)e−2

r t
r
1dudr = 1− e−t 6 1,

[
w t

0
e−2

r t
s
1duds]1/2 = [

1

2
(1− e−2t)]1/2 6

√
2

2
< 1,

所以,由定理2易知,系统(11)的零解指数均方稳定.

注注注 8 在引理2中,由于h(t) : [0,∞) → R+, a(t) = 1,
所以有w t

0
e−

r t
s
h(u)du|a(s) + h(s)|ds+

[
w t

0
e−2

r t
s
h(u)duds]

1/2

=

w t

0
e−

r t
s
h(u)duds+

w t

0
e−

r t
s
h(u)duh(s)ds+

[
w t

0
e−2

r t
s
h(u)duds]1/2 =

w t

0
e−

r t
s
h(u)duds+

w t

0
d(e−

r t
s
h(u)du)+[

w t

0
e−2

r t
s
h(u)duds]1/2 =

1− e−
r t
0
h(u)du +

w t

0
e−

r t
s
h(u)duds+

[
w t

0
e−2

r t
s
h(u)duds]1/2=

1− e−
r t
0
h(u)du + e−

r t
0
h(u)du

w t

0
e
r s
0
h(u)duds+

[e−2
r t
0
h(u)du

w t

0
e2

r s
0
h(u)duds]1/2 =

1 + e−
r t
0
h(u)du(

w t

0
e
r s
0
h(u)duds− 1)+

[e−2
r t
0
h(u)du

w t

0
e2

r s
0
h(u)duds]1/2 >

1 + e−
r t
0
h(u)du(

w t

0
e
r s
0
h(u)duds− 1)+

e−
r t
0
h(u)du[

w t

0
e0ds]1/2 =

1 + e−
r t
0
h(u)du(

w t

0
e
r s
0
h(u)duds+

√
t− 1) >

1 + e−
r t
0
h(u)du(t+

√
t− 1). (12)

由式(12)可知,引理2的条件iii)不满足. 所以由引理2得

不出系统(11)零解的指数均方稳定性.

注注注 9 从例3可以看出,有些情况下,在研究随机动力

系统稳定性时, Krasnoselskii不动点方法较Banach不动点优

越. 这是由于Banach不动点方法要求全部算子满足压缩映射

的缘故,这也正是Krasnoselskii不动点方法优越性所在.

4 结结结语语语(Summary)
文章分别采用Krasnoselskii不动点方法研究了一

类随机动力系统零解的指数均方稳定性,得出了两个
稳定性定理(定理1和定理2). 从文中对两个定理的理
论分析以及文后给出的实例可见:
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1) 不动点方法通过引入合适的h(s)函数构造算
子,再用不动点方法判断模型的稳定性,一定程度上
改进了其他方法的结论;

2) 在研究系统(1)的稳定性时,文章将Krasnose-
lskii不动点方法得出的结论(定理1和定理2)与Banach
不动点方法和 schauder不动点方法给出的结果(引
理2–3)进行了分析和比较. 通过分析比较得出:

在采用Krasnoselskii不动点方法研究随机动力系
统零解的稳定性时, Krasnoselskii不动点方法可以根
据需要灵活的构造算子,这样就使得所得的结论相比
其他两种不动点方法灵活和宽松. 这也使得Krasno-
selskii不动点方法的运用更加简便易行.

总之,在研究随机动力系统零解的稳定性时, Kra-
snoselskii不动点方法不失为是一种简便、优越、易操
作的方法. Krasnoselskii不动点方法相比经典的Lya-
punov直接法、Banach不动点方法以及schauder不动
点方法具有显著的优越性.
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