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摘要: 非最小相位系统是指包含不稳定零动态的系统. 经典的跟踪控制理论, 特别是非线性系统跟踪控制理论,
是以最小相位系统为基础建立的, 不能直接用于非最小相位系统. 研究非最小相位系统跟踪控制理论, 是对经典控

制理论的扩展和补充, 具有重要的意义. 本文对目前非最小相位系统跟踪控制领域取得的成果进行综述. 首先梳理

各种非最小相位系统跟踪控制方法的基本思想, 并按照近似跟踪和精确跟踪进行归类, 建立非最小相位系统跟踪控

制的基本框架. 然后围绕该框架对各种方法进行详细介绍. 接着讨论非最小相位系统的跟踪性能限制. 最后总结现

有研究存在的一些问题及对今后的发展方向进行展望. 本文的目的在于使控制工作者对非最小相位系统的跟踪控

制有一个较为清晰的认识.
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Tracking control of nonminimum phase systems: an overview

YE Lin-qi1, ZONG Qun1, TIAN Bai-ling1†, WANG Fang2

(1. School of Electrical Engineering and Automation, Tianjin University, Tianjin 300072, China;
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Abstract: Nonminimum phase systems refer to the systems with unstable zero dynamics. Classical tracking control
theory, especially nonlinear systems tracking control theory, is developed on the hypothesis of minimum phase systems,
which prevents its direct application to nonminimum phase systems. As an extension and implementation of classical
control theory, it is of great significance to investigate the tracking control theory of nonminimum phase systems. This
paper makes an overview on the current achievements in tracking control of nonminimum phase systems. First, the basic
idea of each method for tracking control of nonminimum phase systems is summarized, and a basic framework is presented
by sorting these methods into approximate tracking and exact tracking. Then, the methods are introduced one by one
according to the preceding framework. Next, the tracking performance limitations of nonminimum phase systems are
discussed. Finally, some issues of the current research are summarized and an outlook on future directions is provided. The
purpose of this paper is to help control engineers acquire a comparatively comprehensive understanding in tracking control
of nonminimum phase systems.
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1 引引引言言言(Introduction)
非最小相位系统是指包含不稳定零动态的系统[1].

1988年Byrnes和Isidori提出零动态[2]的概念, 将非最

小相位系统的定义扩展到非线性系统, 并将微分几何

理论引入到非线性控制, 为非最小相位系统的跟踪控

制提供了有力的研究工具.
根据文献[1], 系统状态可划分为两部分: 外部状

态和内部状态. 以n阶单输入单输出(single input sin-
gle output, SISO)系统为例, 对输出求导直到出现控制

输入, 求导的最高次数r称为系统的相对阶, 输出及其

各阶导数(一直到r − 1阶导数)称为外部状态, 其余不

能用输出及其导数表示的状态称为内部状态, 内部状

态的导数中不出现控制输入. 这是系统的一种标准型

表示, 称为Byrnes-Isidori标准型(B–I标准型). 一般的

系统模型可以通过微分同胚映射得到B–I标准型, 具
体步骤请参考文献[1]. 一般地, n阶SISO仿射非线性

系统的B–I标准型可表示为

ξ
(r)
1 = b(ξ, η) + a(ξ, η)u,

η̇ = q(ξ, η),
(1)
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其中: ξ=[ξ1 ξ2 · · · ξr]
T=[y ẏ · · · y(r−1)]T∈Rr

为系统的外部状态, η ∈ Rn−r为系统的内部状态, 内
部状态构成的动力系统η̇ = q(ξ, η)称为内动态. 采用

反馈控制律

u = [−b(ξ, η) + v]/a(ξ, η), (2)

将外部状态线性化, 得到

ξ
(r)
1 = v,

η̇ = q(ξ, η),
(3)

这个过程称为反馈线性化, 其中v为新输入. 可见, 系
统被分解成了一个r维的线性积分链子系统和一个

n− r维的非线性内动态子系统, 如图1所示.

图 1 B–I标准型

Fig. 1 B–I normal form

零动态是指所有外部状态为零时的内动态, 即η̇ =

q(0, η), 这是对线性系统零点的推广. 非最小相位系

统是指包含不稳定零动态的系统, 在线性系统中相当

于包含右半平面零点的系统.

跟踪控制要求系统输出跟随给定的参考轨迹运动,
非最小相位系统的跟踪控制比最小相位系统困难很

多, 是控制领域公认的难点问题. 非最小相位问题是

对跟踪控制理论以及其他许多经典控制理论的主要

限制因素. 可以说, 非最小相位问题在影响系统控制

性能、增大控制难度方面带来的挑战不亚于干扰和不

确定. 非最小相位系统与最小相位系统的根本区别在

于零动态的稳定性, 而零动态的稳定性反映了内动态

本身的结构是否稳定. 对于最小相位系统, 内动态具

备自稳定性, 因此只需要针对外部状态设计跟踪控制

器. 而对于非最小相位系统, 内动态不具备自稳定性,
因此必须同时考虑输出的跟踪和内动态的稳定. 经典

的非线性跟踪控制理论, 如反馈线性化、动态逆、反

步、滑模, 基本上都是在最小相位系统的基础上发展

起来的. 这些方法通常只考虑输出的跟踪, 没有考虑

内动态的稳定, 因此将它们直接用于非最小相位系统

会导致内动态发散, 无法保证系统稳定性[3]. 因而研

究非最小相位系统跟踪控制理论, 是对经典控制理论

的扩展和补充, 具有重要的意义.

非最小相位系统在实际中广泛存在, 如化学反应

器[4–5]、磁盘驱动器[6–7]、电力电子变换器[8–10]、倒立

摆[11–12]、柔性机械臂[13–15]、汽车[16]、轮船[17–18]、自

主水下航行器[19]、飞机[20]、垂直起降飞行器 (vertical
take off and landing aircraft, VTOL)[21–24]、导弹[25]、

可重复使用运载器[26]及高超声速飞行器[27–28]等. 导
致非最小相位特性的原因主要有3种: 有的是由耦合

引起的, 例如高超声速飞行器俯仰通道的非最小相位

特性是由于升降舵–升力耦合导致的[27]; 有的是由于

欠驱动导致的, 例如轮船的横向位置控制缺乏直接的

横向推力机构[18]; 甚至有的连续系统本身是最小相位

的, 离散化时采样间隔不当也会造成离散化后的系统

变为非最小相位的[29]. 由于设计上的原因, 或者出于

成本的考虑, 这些系统的非最小相位特性一般是无法

避免的. 这些系统涉及工业、国防和日常生活等方方

面面, 并且很多都要求达到高精度性能, 如何保证它

们的稳定精确跟踪控制是一个关键问题. 正因为如此,
人们对这些系统进行了大量研究, 这也大大促进了非

最小相位系统跟踪控制理论的发展.

本文的目的在于总结前人在非最小相位系统跟踪

控制领域取得的成果, 着重阐述其基本思想, 详细的

公式推导及理论证明请查阅参考文献. 需要说明的是,
文献[30–31]也总结了非最小相位系统控制方法, 本文

与前两文的区别在于: 1) 前两文的研究面较宽, 既有

镇定问题又有跟踪问题, 对于跟踪控制的阐述稍有不

足, 有些跟踪控制方法没有介绍. 而非最小相位系统

的跟踪控制尤其是精确跟踪是最大的难点问题, 本文

将进行重点阐述, 作为对前两文的有益补充. 2) 前两

文对于各种控制方法之间关系的阐述不是很明确. 为
此, 本文首先在第2节介绍非最小相位系统跟踪控制

的发展脉络, 阐明各种方法的基本思想, 并按照近似

跟踪和精确跟踪进行归类, 力图建立一个清晰统一的

框架, 以便使控制工作者对非最小相位系统的跟踪控

制有一个更加全面清晰的了解. 3) 本文增加了非最小

相位系统跟踪性能限制方面的内容, 这是非最小相位

系统所固有的性能极限, 有助于加深读者对非最小相

位系统跟踪控制的认识.

本文剩余部分安排如下: 第2节介绍非最小相位系

统跟踪控制的基本框架, 接着在第3节、第4节分别对

非最小相位系统近似跟踪控制方法和精确跟踪控制

方法进行具体介绍, 第5节介绍非最小相位系统跟踪

性能限制, 最后在第6节进行总结和展望.

2 非非非最最最小小小相相相位位位系系系统统统跟跟跟踪踪踪控控控制制制的的的基基基本本本框框框架架架

(Basic framework for tracking control of
nonminimum phase systems)

非最小相位系统跟踪控制的研究从20世纪90年代

开始变得异常活跃, 经过30多年的发展, 人们对非最

小相位系统跟踪控制问题的了解不断深入, 提出了一

系列新方法新思路. 根据国内外相关文献报道, 非最
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小相位系统跟踪控制方法主要包括零相位误差跟踪

控制 (zero phase error tracking control)[9, 32–36]、广义

Smith预估器(generalized Smith predictor)[5]、输出重

定 义(output redefinition)[24, 37–39]、输 出 调 节(output
regulation)[40–42]、近似反馈线性化(approximate feed-
back linearization)[43]、因子分解(factorization)[44–46]、

稳定逆(stable inversion)[47–50]、动态滑模[51–55]、稳定

系统中心(stable system center)[3, 56–59]等. 主要研究学

者包括意大利罗马大学的Alberto Isidori, 意大利马尔

凯理工大学的Leopoldo Jetto, 美国爱荷华州立大学的

Degang Chen, 美 国 华 盛 顿 大 学 的 Christopher I
Byrnes, 美国阿拉巴马汉茨维尔大学的Yuri Shtessel,
美国罗格斯大学的Qingze Zou, 美国德州农工大学的

Costas Kravaris, 美国南加州大学的John Hauser, 美国

华盛顿大学的Santosh Devasia, 中国科学院数学与系

统科学研究院的程代展教授, 香港中文大学的黄捷教

授等. 根据各种方法提出及持续的时间, 将发展脉络

整理如图2所示. 总体来说, 非最小相位系统跟踪控制

的研究经历了从线性到非线性、从近似跟踪到精确跟

踪的发展过程.

图 2 非最小相位系统跟踪控制方法发展脉络

Fig. 2 Development route for tracking control of nonminimum phase systems

这些处理非最小相位系统跟踪控制问题的方法

虽然各不相同, 但是究其本质可以归结为两种思路:
第1种思路是将原问题转化为镇定问题; 第2种思路

是将原问题转化为最小相位系统跟踪控制问题. 由
于非最小相位系统的跟踪控制难以直接处理, 而非

最小相位系统的镇定控制以及最小相位系统的跟踪

控制则相对容易处理, 因此可以设法将非最小相位

系统的跟踪控制转化为后两类问题.

首先分析第1种思路: 将跟踪问题转化为镇定问

题. 镇定控制一般是指将系统状态镇定到零或者某

个平衡点. 与此不同, 跟踪控制需要使输出沿参考

轨迹运动. 不过, 可以将实际输出与期望输出做差,
建立误差系统, 从而将跟踪问题转换为误差系统的

镇定问题. 镇定控制的基本思想是极点配置, 考虑

的是闭环系统整体稳定性, 不局限于外部状态或者

内部状态, 因而并不受限于非最小相位特性. 对于

线性系统, 只要系统能控, 就可以找到反馈控制律

使闭环系统稳定, 不管系统是否为非最小相位系统.
对于非线性系统, 可以线性化以后设计全状态反馈

进行闭环极点配置, 虽然做不到全局稳定, 但可以

保证局部稳定. 因此, 采用镇定思路来处理非最小

相位系统跟踪控制问题是非常合适的, 因为避开了

经典非线性方法造成的控制器不稳定.

按镇定思路处理跟踪问题可以细分为两种做法:
第1种做法是只采用反馈, 可实现近似跟踪; 第2种
做法是采用反馈加前馈, 可实现精确跟踪. 对于

第1种做法, 即使采用高增益反馈, 闭环增益也只能

接近于1, 不能等于1. 而且增益增大时, 闭环极点朝

开环零点靠拢, 使得增益不能太大. 即使控制器包

含积分环节, 也只能保证对阶跃信号无稳态误差,
而对于一般的时变信号只能实现近似跟踪. 对于某

些非线性系统, 可以采用稳定/不稳定因子分解法

(stable/anti-stable factorization)[44–45] 和动态滑模方

法[51–54], 它们的基本思想也是极点配置.

只采用反馈之所以无法实现精确跟踪, 是因为

跟踪控制问题和输出误差系统镇定问题并不完全等

价. 镇定时考虑的是将输出跟踪误差和其余状态全

部镇定到零, 然而事实上输出沿参考轨迹运动时其

余状态并不能保持为零. 换言之, 零不是输出误差

系统的平衡点, 因而输出跟踪误差无法镇定到零.
可见, 实现精确跟踪的关键是寻找一个与跟踪问题

完全等价的误差系统镇定问题, 而这可以通过前馈

来实现, 形成一种反馈加前馈的控制架构[48]. 其中

前馈起到预测的作用, 通过事先计算好保证输出沿
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参考轨迹运动所需的控制量和所有状态参考轨迹,
则在全状态和输入误差坐标系中, 跟踪问题完全等

价于误差系统的镇定问题, 然后采用反馈镇定就可

以实现稳定精确跟踪. 该做法的难点在于前馈控制

量和状态参考轨迹的计算, 这其实是求系统逆的过

程, 即: 给定输出参考轨迹, 反求所需的控制输入和

状态量.
接下来分析第2种思路: 将原问题转化为最小相

位系统跟踪控制问题. 由定义可知, 输出决定外部

状态, 从而内部状态和零动态也相应确定. 因此, 输
出与零动态具有一一对应关系, 改变输出就可以改

变对应的零动态. 对于一个非最小相位系统, 如果

其零动态是关于输出可控的, 则可以构造一个包含

原来外部状态和内部状态的新状态变量作为输出,
使其转化为最小相位系统[38], 这种方法一般称为输

出重定义. 这种转化有利有弊: 好处是方便了设计

稳定控制器, 因为新输出是最小相位的, 可以直接

针对新输出采用传统非线性控制方法如反馈线性

化[1]、反步[60–61]等方法设计控制器; 缺陷在于跟踪

问题不如原来直观, 要实现原来的跟踪目标变的很

困难, 因为新输出同时包含原来的外部状态和内部

状态, 使得新坐标系下的控制目标和原来控制目标

之间的等价关系很难构建. 为了实现原来的控制目

标, 文献中通常采用两种做法: 第1种做法是只改变

输出, 不改变输出参考轨迹, 只能实现近似跟踪;
第2种做法是改变输出, 并改变输出参考轨迹, 可以

实现精确跟踪. 第1种做法需要寻找一个与原输出

特性相近的最小相位新输出, 新输出还是跟踪

原来的参考轨迹. 这类方法包括广义Smith预估

器[5]、零直流误差跟踪控制(zero DC error tracking
control)[9, 32]、零相位误差跟踪控制[9, 32–33]、零幅值

误差跟踪控制(zero magnitude error tracking con-
trol)[9, 32]、静态等价输出(statically equivalent out-
put)[4–5, 37, 62–64]等. 第2种做法除了寻找最小相位新

输出, 还需要为新输出设计新的参考轨迹以保证原

输出能沿给定参考轨迹运动. 通过原输出参考轨迹

求新输出参考轨迹的过程仍需借助于系统逆的计

算, 后面将会详细介绍. 新的参考轨迹补偿了改变

输出带来的差异, 因而可以实现精确跟踪. 而且新

输出和原输出之间不要求特性相近, 只需要保证新

输出对应的零动态是稳定的即可. 这时通常可以通

过B–I标准型寻找新输出[38–39], 其他方法还包括平

坦输出(flat output)[8, 24]、零动态配置(assignment of
zero dynamics)[63]等.

此外, 对于一些特殊的非最小相位系统, 还可以

通过模型变换将系统变为最小相位系统. 比如针对

弱非最小相位系统的近似反馈线性化方法[43], 以及

针对最大相位系统的内外因子分解法(inner-outer
factorization)[44, 46]. 这两种方法其实也是将原问题

转化为最小相位系统跟踪问题, 不过是通过模型变

换得到近似模型, 在输出不变的情况下使系统成为

最小相位系统, 只能实现近似跟踪.

综上所述, 处理非最小相位系统跟踪控制问题

的方法归结为两种思路, 并且衍生出5种做法, 它们

分别能实现近似跟踪或精确跟踪, 如图3所示.

图 3 非最小相位系统跟踪控制思路

Fig. 3 Ideas for tracking control of nonminimum phase systems

由图3可知, 实现近似跟踪有3种做法: 第1种做

法是通过建立输出误差系统, 将跟踪问题转化为镇

定问题, 并采用反馈镇定, 这类方法包括稳定/不稳

定因子分解法[44–45]和动态滑模方法[51–54], 它们的

基本思想是极点配置; 第2种做法是寻找一个与输

出特性相近的最小相位新输出, 将原问题转化为最

小相位系统跟踪问题, 并在不改变参考轨迹的情况

下针对新输出设计跟踪控制器, 这类方法包括广

义Smith预估器[5]、零直流误差跟踪控制[9, 32]、零相

位误差跟踪控制[9, 32–36]、零幅值误差跟踪控

制[9, 32]、静态等价输出[5, 37, 62–64], 它们的基本思想

是输出重定义; 第3种做法是针对两类特殊非最小

相位系统, 通过模型变换将系统变为最小相位系统,
然后针对最小相位系统设计跟踪控制器, 这类方法
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包括近似反馈线性化方法[43]和内外因子分解

法[44, 46].
由图3可知, 精确跟踪可以通过反馈加前馈, 或

者同时改变输出和参考轨迹实现, 而这两种做法都

需要计算系统逆. 然而对于非最小相位系统, 直接

求系统逆是不稳定的, 需要寻找它的一个有界特解,
即稳定逆[48]. 因而精确跟踪的实现可以分为两个步

骤: 控制器设计和稳定逆计算. 其中控制器设计可

以采用反馈加前馈结构的极点配置方法, 包括状态

跟踪器[48]和轨迹线性化方法(trajectory lineariza-
tion)[65], 也可以先利用标准型方法[38–39]、平坦输出

方法[24]或零动态配置方法[63]进行输出重定义, 再
设计非线性控制器. 第2步是计算稳定逆, 文献中提

出了多种稳定逆计算方法. 第1种方法是通过调节

器方程[40–42]. 该方法需要假设参考信号由已知外

系统产生, 通过建立调节器方程得到稳定逆. 该方

法的局限性很明显, 因为很多一般的信号无法只由

一个外系统得到. 另一种方法是稳定系统中心

(stable system center)[3, 56–58]. 该方法假设参考信号

由一个特征多项式已知的线性外系统产生, 设计估

计器来逼近稳定逆. 该方法提供了另一种思路, 但
是并没有打破无法通用的局限性. 1996年, Devasia
提出了非因果稳定逆方法 (noncausal stable inver-
sion)[48], 稳定逆才有了通用的解法. 该方法将内动

态分解为稳定和不稳定部分, 稳定部分的逆通过正

向时间积分, 不稳定部分的逆通过反向时间积分得

到, 适用于任何参考轨迹, 该方法的缺点是需要知

道参考轨迹的所有未来信息. 1999年, Zou Qingze
提出预览稳定逆方法(preview-based stable inver-
sion)[66–67], 可以通过有限时间内的参考轨迹信息求

解稳定逆, 至此稳定逆的计算问题基本上得到了解

决.

上面介绍了非最小相位系统近似跟踪和精确跟

踪的各种实现方法, 它们构成了非最小相位系统跟

踪控制的基本框架, 如图4所示. 后面两节将按照这

个框架, 从近似跟踪和精确跟踪两个方面展开详细

介绍.

图 4 非最小相位系统跟踪控制基本框架

Fig. 4 Basic framework for tracking control of nonminimum phase systems

3 非非非最最最小小小相相相位位位系系系统统统近近近似似似跟跟跟踪踪踪控控控制制制(Approxi-
mate tracking control of nonminimum phase
systems)
本节综述非最小相位系统的近似跟踪控制方法,

这类方法对常值信号能实现渐近跟踪, 对一般时变

信号能保证系统稳定且跟踪误差有界. 下面按照

第2节总结的三类近似跟踪控制方法展开叙述.
3.1 基基基于于于极极极点点点配配配置置置的的的非非非最最最小小小相相相位位位系系系统统统近近近似似似跟跟跟踪踪踪控控控

制制制方方方法法法(Approximate tracking control methods
for nonminimum phase systems based on pole
assignment)

这类方法利用输出误差将跟踪问题转化为镇定

问题, 并通过极点配置实现误差系统的镇定. 对于

线性系统, 只需将状态反馈中的输出替换为输出误

差, 即可在保证系统稳定的基础上实现对输出的近

似跟踪. 对于非线性系统, 需要先将模型转化为某

种特殊形式, 再利用极点配置设计控制器, 这类方

法包括稳定/不稳定因子分解方法和动态滑模方法,
下面分别进行介绍.

3.1.1 稳稳稳定定定/不不不稳稳稳定定定因因因子子子分分分解解解法法法(Stable/anti-stable
factorization)

稳定/不稳定因子分解法适用于某些非线性系

统. 文献[44]介绍了该方法的基本思路, 首先通过合

适的坐标变换将系统转化为一种特殊的B–I标准型:
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ξ
(r)
1 = v,

η̇u = Mξ +Nηu,

η̇s = γ(ξ, ηu, ηs).

(4)

和标准型(3)相比, 这里的内动态分解成了不稳定部

分ηu和稳定部分ηs, 不稳定部分是线性的且与稳定

部分是解耦的, 即不稳定部分不受稳定部分的影响.
然后不稳定内动态和外部状态(误差系统)一起通过

极点配置镇定保证系统整体稳定性, 稳定内动态则

留在闭环系统中. 在适当条件下, 该方法可实现非

线性非最小相位系统的精确输入输出线性化, 不过

大部分时候只能实现近似线性化. 对于一般的非线

性系统, 将内动态的不稳定部分精确变为解耦线性

的可能做不到或者太复杂. 文献[45]介绍了一种内

动态的近似分解方法，通过对不稳定内动态中的高

阶项进行连续变换可以实现期望的近似阶数.

3.1.2 动动动态态态滑滑滑模模模方方方法法法(Dynamic sliding mode con-
trol)

文献[51–52]针对SISO非最小相位非线性系统,
提出动态滑模方法, 文献[53–54]将该方法扩展到多

输入多输出(multiple input multiple output, MIMO)
非最小相位非线性系统. 文献[55]结合动态滑模和

在线参数自适应方法, 改善动态滑模控制器的性能.
动态滑模方法适用于具有线性内动态且相对阶

为1的系统, 并要求输出参考轨迹的有限阶导数恒

为零. 该方法需要将系统转化为一种特殊的标准型,
然后根据极点配置和终值定理设计动态滑模面, 能
够保证系统稳定且跟踪误差收敛. 该方法原理介绍

如下:
首先通过坐标变换将系统转化为一种特殊的标

准型[68]
η̇ = Qη + Pξ,

ξ̇ = Mη +Nξ +∆A(η, ξ) + bu,

y = Gη + cξ,

(5)

其中: η ∈ Rn−1, ξ ∈ R, ∆A(η, ξ)是非线性项, y是
系统输出. 设计动态滑模面

s = ξ + σ, (6)

其中σ是跟踪误差的的动态映射, 即

σ = W (s)e, e = yd − y, (7)

其中: yd是参考轨迹, e是跟踪误差, W (s)是待设计

的传递函数. 这样选取滑模面提供了更大的设计自

由度, 为保证系统稳定并同时跟踪误差收敛提供了

可能. 当滑模面到达零后, 闭环系统等效为

η̇ = Qη − Pσ,

y = Gη − cσ,
(8)

从而可得跟踪误差的传递函数为

E(s) =
Yd(s)

1− cW (s)−G(sI −Q)−1PW (s)
. (9)

滑模面的选取必须满足两个条件: 首先, 为了保证

系统稳定性, 闭环系统应具有稳定极点, 即特征方

程

1− cW (s)−G(sI −Q)−1PW (s) = 0 (10)

的根都应在左半平面; 其次, 滑模面必须保证在参

考轨迹作用下稳态误差ess为零. 根据终值定理, 有

ess = lim
t→∞

e(t) = lim
s→0

sE(s) = 0. (11)

通过假设

y
(i)
d (t) ≡ 0, i > k, (12)

即可将式(11)转化为对滑模面的约束, 再结合第1种
条件, 利用极点配置方法即可设计出合适的动态滑

模面. 容易发现, 该方法具有很大的局限性，输出

相对阶只能是1, 而且要求参考轨迹的导数恒为零,
只能对很有限的几类轨迹实现无稳态误差跟踪, 对
于一般信号只能实现近似跟踪.

3.2 基基基于于于输输输出出出重重重定定定义义义的的的非非非最最最小小小相相相位位位系系系统统统近近近似似似跟跟跟踪踪踪

控控控制制制方方方法法法 (Approximate tracking control me-
thods for nonminimum phase systems based on
output redefinition)

输出重定义方法通过改变输出将非最小相位系

统转化为最小相位系统, 然后针对最小相位系统设

计跟踪控制器. 对于近似跟踪, 只需改变输出, 不改

变参考轨迹. 选取的新输出要求与输出具有相近的

响应特性, 以保证输出对参考轨迹的近似跟踪. 这
类方法包括广义Smith预估器[5]、零误差跟踪控制

方法[9, 32–33]、静态等价输出方法[4–5, 37, 62–64], 其中

前两种适用于线性系统, 最后一种适用于非线性系

统, 下面分别进行介绍.

3.2.1 广广广义义义Smith预预预估估估器器器(Generalized Smith pre-
dictor)

广义Smith预估器方法借鉴了处理纯滞后的思

路, 是Smith预估器的推广. 纯滞后系统大多采用

Smith预估器[69]及其改进型来控制. Smith预估器在

系统的反馈回路中引入补偿装置, 将控制通道传递

函数中的纯滞后部分与其他部分分离, 从而等价于

控制一个没有纯滞后的系统. Smith 控制系统最大

的优点是将时滞环节移到了闭环之外, 使控制品质

大大提高. 借鉴Smith预估器的思想, 文献[5]提出了

广义Smith预估器(generalized Smith predictor, GSP)
的概念, 适用于线性非最小相位系统. GSP的原理介

绍如下:

对于线性系统G(s), 对系统传函进行分解:
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G(s) = Gp+(s)Gp−(s), (13)

其中: Gp−(s)为最小相位部分, Gp+(s)为非最小相

位部分, 且满足Gp+(0) = 1. GSP方法以最小相位

部分作为新输出设计反馈控制器, 如图5所示.

图 5 广义Smith预估器

Fig. 5 Generalized Smith predictor

易知闭环系统传函
Y (s)

Yd(s)
=

Gc(s)Gp−(s)

1 +Gc(s)Gp−(s)
Gp+(s). (14)

可见GSP等价于控制一个最小相位系统, 闭环

系统中从输出到参考指令之间仍保留不稳定零点.
需要指出的是, 这种方法和只针对外部状态设计控

制器的思想有根本区别.
3.2.2 零零零误误误差差差跟跟跟踪踪踪控控控制制制方方方法法法(Zero error tracking

control method)
这是针对线性系统提出的一类输出重定义方法,

文献中大多针对离散系统[32], 但该方法也可以应用

于连续系统[9]. 零误差跟踪控制方法是对GSP的改

进, GSP直接分离不稳定零点, 以最小相位部分作为

新输出, 是一种最简单的输出重定义方法. 但是GSP
中新输出与输出之间的关系完全取决于系统不稳定

零点, 并不是一种很好的近似. 作为改进, 零误差跟

踪控制方法致力于寻找一个对输出更好的近似, 使
新输出与输出具有某种相同特性. 这类方法主要包

括零直流误差跟踪(zero DC error tracking control,
ZDCETC)、零相位误差跟踪(zero phase error track-
ing control, ZPETC)、零幅值误差跟踪(zero magni-
tude error tracking control, ZMETC). 它们只改变输

出, 不改变参考轨迹, 只能实现对输出的近似跟踪,
其原理如图6所示.

图 6 非最小相位系统近似跟踪的输出重定义架构
Fig. 6 Architecture of output redefinition for approximate

tracking control of nonminimum phase systems

图中Gm(s)是新输出与输入之间的传递函数, 它
的所有零点都是稳定的. 对于控制对象Gp(s), 将系

统传函分解为

Gp(s) =
Na(s)Nu(s)

D(s)
, (15)

其中: D(s)为系统极点, Na(s)为稳定零点, Nu(s)

为不稳定零点. 3种方法所选择的Gm(s)分别为



ZDCETC : Gm(s) =
Na(s)Nu(0)

D(s)
,

ZPETC : Gm(s) =
Na(s)N

2
u(0)

D(s)Nu(−s)
,

ZMETC : Gm(s) =
Na(s)Nu(−s)

D(s)
.

(16)

可见, ZDCETC实际上与GSP的原理是一致的, 将不

稳定零点隔离, 只保留其直流增益, 从而可保证新

输出与输出在系统稳态时具有相同的取值. 除了保

证新输出与输出具有相同稳态值, ZPETC还保证两

个输出具有相同的相频特性, ZMETC则保证两个输

出具有相同的幅频特性. 通过最小相位系统跟踪控

制器可以实现新输出对参考轨迹的精确跟踪, 即
ym = yd, 从而3种方法的输出与参考轨迹之间的关

系可以分别表示为

ZDCETC :
Y (s)

Yd(s)
=

Nu(s)

Nu(0)
,

ZPETC :
Y (s)

Yd(s)
=

Nu(s)Nu(−s)

N2
u(0)

,

ZMETC :
Y (s)

Yd(s)
=

Nu(s)

Nu(−s)
.

(17)

根据上式, 结合频域的相关知识, 可以很容易理解

这3种方法的名字和它们所实现的跟踪效果之间的

关系. 上面3个传函的稳态增益均为1, 因而这3种方

法都可以实现对常值信号的无差跟踪. 另外,
ZDCETC对零以外任何频率正弦信号的跟踪都会有

幅值误差和相位误差; ZPETC则对任何频率正弦信

号的跟踪都没有相位误差; ZMETC则对任何频率

正弦信号的跟踪都没有幅值误差.
在该类方法中, ZPETC的研究最多, 后续文献相

继对其进行了一系列改进. ZPETC最早由文献[33]
提出. 文献[34]提出扩展带宽零相位误差跟踪控制

算法(extended bandwidth ZPETC, EBZPETC), 在保

证零相位误差基础上, 减小了幅值误差, 从而增大

了在相同幅值误差时参考信号的频率范围. 文
献[35]则在保证零相位误差基础上, 使得幅值误差

最小, 并且可以在一个任意给定的界限内. 文献

[9]提出依赖频率的零相位误差跟踪控制算法

(frequency dependent ZPETC, FDZPETC), 可 对 某

一特定频率的正弦信号实现完美跟踪. 文献[36]结
合了文献[9]和文献[35]的优点, 在保证零相位误差

和幅值误差最小的基础上, 可以保证在某个给定频

率上没有幅值误差, 这个频率原先只能是零, 而现

在成为可调的.

3.2.3 静静静态态态等等等价价价输输输出出出方方方法法法(Statically equivalent out-
puts method)

静态等价输出是指两个输出在在平衡点处取值
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相同[63], 该方法可以看成是零误差跟踪控制方法在

非线性系统上的扩展, 有的文献也将该方法称为合

成输出(synthetic output)[64]. 该方法通过建立合成

输出映射, 使系统零动态具有期望的稳定性, 并保

证合成输出与原输出的静态等价性.
文献[4]针对二阶非最小相位非线性系统, 研究

了基于静态等价输出的非线性状态反馈控制器设

计. 文中首先介绍了一阶非线性全通的概念, 然后

提出一类静态状态反馈控制律, 使得闭环系统在合

适的坐标变换下, 等价于一个非线性一阶全通系统

串联一个线性一阶滞后环节. 文献[37]提出一种单

输入单输出非线性非最小相位系统控制方法, 基于

静态等价非最小相位合成输出. 合成输出在线计算,
并通过逆控制器将其控制到某个设定值. 在这种非

线性非最小相位系统控制结构基础上, 文献[62]进
一步提出降阶输出反馈控制器. 文献[5]则将这一方

法扩展到多变量非最小相位非线性系统, 提出一种

建立静态等价输出, 实现规定零动态的通用系统化

方法. 文献[63]着眼于静态等价于原输出的最小相

位合成输出的计算问题, 将该问题表达为一个一阶

非线性奇异偏微分方程问题, 同时推导了关于可解

性的充分必要条件. 文献[64]的目的也是使用合成

输出, 并通过初始条件重置弥补合成输出与原始输

出之间的差异.

3.3 其其其他他他非非非最最最小小小相相相位位位系系系统统统近近近似似似跟跟跟踪踪踪控控控制制制方方方法法法

(Other methods for approximate tracking con-
trol of nonminimum phase systems)

下面介绍针对两类特殊非最小相位系统的近似

跟踪控制方法, 包括内外因子分解法和近似反馈线

性化方法.

3.3.1 内内内外外外因因因子子子分分分解解解法法法(Inner-outer factorization)
内外因子分解法[44, 46]是针对最大相位系统

(maximum phase system)的, 适用于线性和非线性

系统. 通过因子分解, 将原系统分解为一个全通部

分(内因子)和一个最小相位部分(外因子). 然后, 基
于最小相位部分设计控制器, 全通部分则留在闭环

系统作为一个限制元素. 最大相位系统是指系统零

动态没有稳定流形和中心流形的系统[46], 对于线性

系统来说即零点全部在右半平面. 该方法使用Fliess
标准型[70], 与B–I标准型(3)不同, Fliess标准型需要

对输出求n阶导, 同时输入也跟着求导, 即{
z
(n)
1 = F (z, u, u̇, · · ·, u(n−r)),

y = z1,
(18)

其中: z = [z1 z2 · · · zn] = [y ẏ · · · y(n−1)], r为
系统的相对阶. 然后将输入的奇数阶导数项符号反

转得到近似系统

{
z
(n)
1 = F (z, u,−u̇, · · ·, (−1)n−ru(n−r)),

y = z1.
(19)

这相当于将所有零点符号进行反转, 因而近似系统

成为最小相位系统, 然后基于近似系统设计跟踪控

制器. 这种方法用于线性系统可满足最优平方误差

积分准则(integral square error, ISE)[46]. 不过, 由于

反转输入奇数阶导数项符号会改变所有零点符号,
因而该方法只能适用于最大相位系统.

3.3.2 近近近 似似似 反反反 馈馈馈 线线线 性性性 化化化 方方方 法法法 (Approximate
feedback linearization)

近似反馈线性化方法[43]适用于弱非最小相位系

统(slightly nonminimum phase), 通过忽略系统中引

起非最小相位特性的弱耦合项, 将系统近似为最小

相位系统去设计控制器. 弱非最小相位是指由于弱

耦合导致的非最小相位特性[43], 弱耦合的存在导致

输入提前出现在输出的较低阶导数中, 降低了系统

的相对阶, 带来零动态. 实际系统的非最小相位特

性有许多是由于弱耦合引起的, 例如垂直起降飞行

器的横向控制模型, 该模型的非最小相位特性是因

为机翼产生旋转力矩的同时也产生一个微小的横向

力导致的[43]; 又如高超声速飞行器纵向模型, 该模

型的非最小相位特性是由于升降舵–升力耦合引起

的, 升降舵在产生俯仰力矩的同时也影响了升

力[27]. 这类非最小相位系统的特点是右半平面零点

远离虚轴, 当弱耦合系数趋于零时, 右半平面零点

趋于无穷大而消失. 例如以下系统:

ẋ1 = x2 − εu,

ẋ2 = u,
(20)

其中: x1为输出, 弱耦合项ε > 0, 忽略ε得到的近似

系统如下:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u.
(21)

容易验证, 原系统包含一个不稳定零点1/ε, 而近似

系统不含零动态因而是最小相位的. 文献[43]针对

近似系统采用反馈线性化设计跟踪控制器, 称为对

原系统的近似反馈线性化, 并且证明: 如果近似系

统零动态稳定, 则对于充分小的弱耦合系数ε, 针对

近似系统设计的跟踪控制律用于原系统时能保证系

统稳定且跟踪误差有界. 文献[71]将近似反馈线性

化方法成功运用于高超声速飞行器. 文献[28]则针

对高超声速飞行器, 研究了反步法与非最小相位之

间的关系, 表明对近似系统采用反步控制也能实现

系统稳定和近似跟踪.
近似反馈线性化方法的原理在于提高了系统相

对阶, 将内部状态也纳入控制器设计过程, 从而保
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证了内动态的稳定. 该方法的出发点与输出重定义

方法是一致的, 都是将非最小相位系统控制问题转

化为最小相位系统控制问题去做, 不过该方法不是

通过改变系统输出, 而是通过模型变换来实现的.
该方法的好处是不需要写出系统的B–I标准型, 并
且同时适用于线性与非线性系统, 缺点是只对弱非

最小相位系统有效.

4 非非非最最最小小小相相相位位位系系系统统统精精精确确确跟跟跟踪踪踪控控控制制制 (Exact
tracking control of nonminimum phase sys-
tems)
本节介绍非最小相位系统精确跟踪控制方法,

这类方法可以实现对一般参考信号的渐近跟踪. 如
第2节所述, 精确跟踪的实现分为两步: 稳定逆计算

和控制器设计. 需要说明的是, 文献中对这两个步

骤中方法的使用往往有较为固定的搭配, 例如调节

器方法[40–42]和非因果稳定逆方法[47–50] 一般搭配

状态跟踪器使用, 稳定系统中心方法[3, 56–58]一般搭

配标准型方法使用. 本文将这两者分开描述是因为

这两者实际上是独立的, 两类方法是可以混合搭配

使用的.下面将依次介绍各种稳定逆计算方法和控

制器设计方法.

4.1 稳稳稳定定定逆逆逆计计计算算算方方方法法法 (Computation methods of
stable inversion)

稳定逆的定义即: 给定输出参考轨迹, 维持输出

在该轨迹上运动的状态量、控制量的一组有界解

(xd, ud)
[48]. 稳定逆的计算是一个独立的开环过程,

它是根据系统模型和给定的参考轨迹得出的. 对于

线性系统

ẋ = Ax+Bu,

y = Cx,
(22)

其中: x ∈ Rn, u, y ∈ Rm. 稳定逆满足以下方程:

ẋd = Axd +Bud,

yd = Cxd.
(23)

对于非线性系统
ẋ = f(x) + g(x)u,

y = h(x),
(24)

x ∈ Rn, u, y ∈ Rm. 稳定逆满足以下方程:

ẋd = f(xd) + g(xd)ud,

yd = h(xd),
(25)

因而求稳定逆等价于求解稳定逆方程(23)或(25)的
有界解. 另外, 稳定逆也可以在B–I标准型中求解.
在B–I标准型中, 外部状态参考轨迹就是输出及其

各阶导数, 即
ξd = [yd ẏd · · · y

(r−1)
d ], (26)

从而稳定逆的计算简化为求解内部状态参考轨迹,
即内部状态的有界解, 文献中一般称为理想内动态

(ideal internal dynamics, IID)[38]. 根据非线性系统

的内动态η̇ = q(ξ, η), 从而其IID方程为

η̇d = q(ξd, ηd). (27)

相应地, 对于线性系统, 将其内动态记为

η̇ = Qη + Pξ, (28)

其中: Q ∈ R(n−r)×(n−r), P ∈ R(n−r)×r. 相应的IID
方程可写为

η̇d = Qηd + Pξd. (29)

下面介绍3种稳定逆计算方法, 其流程图如图7
所示. 其中调节器方法基于稳定逆方程, 稳定系统

中心方法和非因果稳定逆方法则基于IID方程; 调节

器方法和稳定系统中心方法需要假设参考轨迹由某

个外系统(exosystem)产生, 非因果稳定逆方法则不

需要.

图 7 3种稳定逆算法流程图

Fig. 7 Flow chart of three stable inversion algorithms
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4.1.1 调调调节节节器器器方方方法法法(Regulator equation method)

调节器方法利用了输出调节理论(output regula-
tion)[40–42]. 该方法假设输出参考轨迹由一个已知的

外系统产生, 并假设稳定逆是外系统状态量的函数,
通过建立调节器方程求解得到稳定逆.

假设参考信号yd由以下线性系统产生:
ẇ = Sw,

yd = Rw,
(30)

其中w ∈ Rq为外系统状态. 其中对于线性系统(22),
跟踪问题转化为以下调节问题:

ẋ = Ax+Bu,

e = Cx−Rw,
(31)

调节的目标是使e渐近收敛到零. 假设稳定逆与外

部系统状态之间满足以下线性关系:
xd = Xw, ud = Uw, (32)

其中: X∈Rn×q, U∈Rm×q是未知矩阵. 联立式(30)
–(32)可得矩阵X,U 满足以下方程:

XS = AX +BU,

0 = CX −R,
(33)

这是线性调节器方程, 它是一个矩阵方程, 解出X,

U就得到了稳定逆.

对于非线性系统(24), 仍假设参考信号由外系统

(30)产生, 则跟踪问题转化为以下调节问题:

ẋ = f(x) + g(x)u,

e = h(x)−Rw.
(34)

假设稳定逆与外部系统状态之间满足以下关系:
xd = X(w), ud = U(w), (35)

其中X(·), U(·)是未知非线性函数. 联立式(30)(34)–
(35)可得以下方程:

∂X(w)

∂w
Sw = f [X(w)] + g[X(w)]U(w),

0 = h[X(w)]−Rw.

(36)

这是非线性调节器方程, 它是一个非线性偏微分方

程, 通常无法求得精确解. 文献[72]提出了一种近似

解求法, 将非线性项做k阶泰勒展开, 求得的解称

为k 阶近似解.

4.1.2 稳稳稳定定定系系系统统统中中中心心心方方方法法法 (Stable system center
method)

稳 定 系 统 中 心 方 法 (stable system center,
SSC)[3, 56]假设输出参考轨迹由一个特征多项式已

知的外系统产生, 设计估计器来逼近IID, 通过选取

合适的参数可保证估计误差渐近收敛到零. 该方法

适用于线性和非线性系统, 以线性系统IID方程(29)
为例, 可构造如下估计器来逼近IID:

η̂
(k)
d + ck−1η̂

(k−1)
d + · · ·+ c1 ˙̂ηd + c0η̂d =

−(Pk−1θ
(k−1) + · · ·+ P1θ̇ + P0θ), (37)

其中: θ = Pξd根据外部状态参考轨迹得出, 为已知

信号; η̂d为理想内动态ηd的估计值, 参数ci(i = 0,

· · · , k − 1)的选取使得特征多项式

λk + ck−1λ
k−1 + · · ·+ c1λ+ c0 = 0 (38)

的根都在左半平面; Pi(i = 0, · · · , k − 1)通过计算

得到, 详见文献[56]. 定义估计误差

eη = ˙̂ηd −Qη̂d − θ, (39)

可以证明估计误差满足如下方程:

e(k)η + ck−1e
(k−1)
η + · · ·+ c0eη = 0, (40)

因此估计误差渐近收敛到零.

SSC方法可以在线计算稳定逆, 相比调节器方法

提高了计算的因果性, 但是假设外系统的特征多项

式已知使其应用受到局限. 文献[57–58]对SSC进行

了扩展, 只需要知道产生输出参考轨迹的外系统的

阶数, 它的特征多项式通过一个高阶滑模观测器进

行辨识. 文献[59]在[57–58]的基础上, 进一步考虑

内部状态不可测的情形, 设计基于扩展系统中心的

多阶段观测器重建内部状态, 然后基于输出反馈设

计了非最小相位系统跟踪控制器.

4.1.3 非非非 因因因 果果果 稳稳稳 定定定 逆逆逆 方方方 法法法 ( Noncausal stable
inversion method)

非因果稳定逆方法基于IID方程求解稳定逆, 适
用于线性和非线性系统, 且对参考轨迹没有要求,
是一种求解稳定逆的通用方法. 该方法将内动态分

解为稳定部分和不稳定部分, 稳定部分通过正向时

间积分得到IID, 不稳定部分通过反向时间积分得

到IID. 该方法的的提出可追溯到文献[73], 文中分

析了稳定流形和不稳定流形的性质, 即在零边值条

件下, 稳定流形随正向时间收敛, 不稳定流形随反

向时间收敛, 这是非因果稳定逆方法的基础. 此后,
文献[47–48]正式提出了计算稳定逆的线性算子和

非线性算子, 非线性IID可通过Picard迭代得到. 文
献[49]揭示了稳定逆方法和调节器之间的关系, 并
说明了Picard迭代过程可以用傅里叶变换进行计算.
根据文献[48], 非因果稳定逆方法的主要内容介绍

如下:

针对线性系统IID方程(29), 先通过坐标变换将

其分解为稳定部分和不稳定部分. 为了方便起见,
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假设矩阵Q中稳定部分和不稳定部分已经分开, 即

Q =

[
Qs 0

0 Qu

]
, (41)

其中: Qs 所有特征根在左半平面, 对应稳定部分;
Qu所有特征根在右半平面, 对应不稳定部分. 为了

求出ηd(t), 需要建立状态转移矩阵. 普通的状态转

移矩阵不能用于求解IID, 因为它对不稳定部分求得

的解是无界的. 为此, 定义如下的有界状态转移矩

阵:

ϕ(t) =

[
1(t)etQs 0

0 − 1(−t)etQu

]
, (42)

其中1(t)是单位阶跃函数. 则线性系统IID(29)可计

算如下:

ηd(t) =
w ∞

−∞
ϕ(t− τ)Pξd(τ)dτ. (43)

对于非线性系统IID方程(27), 可将其写为

η̇d = Qηd + [q(ξd, ηd)−Qηd], (44)

其中

Q =
∂

∂η
q(0, 0). (45)

同样假设Q满足式(41), 并定义同样的有界状态转

移矩阵(42), 则IID方程等价于以下积分方程:

ηd(t) =w ∞

−∞
ϕ(t− τ)[q(ξd(τ), ηd(τ))−Qηd(τ)]dτ.

(46)

通过Picard迭代方法可以得到该方程的解
η0(t) = 0,

ηm(t) =
w ∞

−∞
ϕ(t− τ)[q(ξd(τ), ηm−1(τ))

−Qηm−1(τ)]dτ, m > 1,

(47)

当m → ∞时, ηm(t) → ηd(t).

由上面的过程可以看出, 非因果稳定逆方法为

了求出t时刻的稳定逆, 需要知道输出参考轨迹在未

来时间[t,∞] 的所有信息, 这即是非因果性的体现.
这意味着输出只能沿着事先确定的轨迹运动, 不能

实时改变, 这对于实际应用是不现实的. 为了减弱

这种约束, 文献[66–67]对线性系统, 文献[23, 74]对
非线性系统, 提出了预览稳定逆方法, 只需要知道

未来一段时间[t, t+ tp]内的输出轨迹信息. 离当前

时刻越远的轨迹信息, 对计算当前时刻逆输入的影

响越小. 因此, 可以基于输出轨迹在有限时间区间

上的预览信息, 近似计算当前时刻的稳定逆, 即

ηd(t) =w t+tp

t
ϕ(t− τ)[q(ξd(τ), ηd(τ))−Qηd(τ)]dτ.

(48)

计算误差取决于预览时间和系统零点, 预览时间越

长, 零点离虚轴越远, 计算误差越小. 文献[75]对预

览稳定逆方法进行改进, 提出最优预览稳定逆方法.
通过寻找未来边界条件的最优估计值, 使预览时间

窗口内的预测跟踪误差和输入能量最小化. 由于预

览稳定逆方法所需计算量大, 文献[76]利用迭代学

习控制(stable system center , ILC)来计算稳定逆, 文
献[77]则结合样条方法和ILC技术来处理这些挑战,
利用B样条建立输入输出轨迹库, 再通过ILC技术得

到精确跟踪所需的输入.

预览稳定逆方法仍然存在不足, 由于内动态的

不稳定部分是通过反向时间积分得出的, 这可能导

致求得的状态轨迹在零时刻的值与实际初值不符,
即初值失配问题[49]. 为了避免初值失配, 需要在零

时刻以前就采取控制, 即预作用(pre-actuation)[48].
如果不能采取预作用, 跟踪控制的初始阶段就会存

在瞬态误差, 这是预览稳定逆方法存在的固有限制.
为了处理这种固有限制, 文献[78]针对线性系统提

出一种新方法. 新方法允许任意的初始条件, 并且

不需要预作用. 期望输出和对应的输入分解为瞬态

部分和稳态部分. 期望输出的稳态部分假设由多项

式、指数和正弦函数构成, 瞬态部分则可以自由设

置, 不要求在初始时间段内为零. 控制输入的瞬态

部分假设为分段多项式函数, 通过对应输出瞬态部

分的Fredholm积分方程的近似最小二乘解计算得

出. 控制输入的稳态部分则通过假定和稳态输出属

于同类型, 根据稳态输出表达式进行解析计算. 文
献[79]在文献[78]的基础上, 假设输入的瞬态部分

由样条函数给出, 提高了控制输入的光滑性. 文献

[80]则将文献[79]的方法推广到线性MIMO系统.

4.2 控控控制制制器器器设设设计计计方方方法法法(Controller design methods)
第1步求得稳定逆以后, 第2步是设计稳定的控

制器, 控制器中会用到稳定逆. 下面依次介绍基于

极点配置的控制器设计方法和基于输出重定义的控

制器设计方法.

4.2.1 基基基于于于极极极点点点配配配置置置的的的控控控制制制器器器设设设计计计方方方法法法 (State
regulator based controller design)

为了实现精确跟踪, 可以采用反馈加前馈的控

制架构[48], 如图8所示. 首先利用稳定逆得到的前馈

控制量和状态参考轨迹, 分别与输入和状态做差得

到误差系统, 然后对误差系统采用极点配置设计线
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性反馈控制律. 由前馈和反馈综合所得的控制器构

成状态跟踪器, 可以实现精确跟踪.

图 8 反馈加前馈控制架构

Fig. 8 Architecture of feedback control with feedforward

control

根据求出的稳定逆(xd, ud), 建立误差坐标系
ỹ = y − yd,

x̃ = x− xd,

v = u− ud,

(49)

其中: ỹ是输出跟踪误差, x̃是状态跟踪误差, v是新

输入. 对于线性系统(22), 根据稳定逆方程(23), 两
式相减得

˙̃x = Ax̃+Bv,

ỹ = Cx̃.
(50)

可见, 跟踪控制问题等价于误差系统(50)的镇定. 采
用最常用的镇定控制律

v = Kx̃, (51)

完整的控制器可以写为

u = ud︸︷︷︸
前馈

+K(x− xd)︸ ︷︷ ︸
反馈

, (52)

这即是状态跟踪器[48]. 其中, 前馈控制量用以提供

精确跟踪所需的控制量; 反馈部分用于增强稳定性,
并且在状态偏离期望轨迹时进行校正. 反馈增益矩

阵可根据极点配置得到. 它可以实现线性非最小相

位系统的全局渐近稳定跟踪. 相比线性系统, 非线

性系统得不到这么好的结论. 对于非线性系统(24),
结合稳定逆方程(25), 两式相减得

˙̃x = f(x)− f(xd) + g(x)u− g(xd)ud =

f(x)− f(xd) + [g(x)− g(xd)]ud + g(x)v.

(53)

仍然采用线性镇定控制律(38), 将其代入上式可得

闭环系统

˙̃x = f(x)− f(xd) + g(x)u− g(xd)ud =

f(x)− f(xd) + [g(x)− g(xd)]ud + g(x)Kx̃,

(54)

这是一个时变非线性系统, x̃ = 0是它的一个平衡

点. 通过选择合适的K值可以保证原点局部渐近稳

定, 但不是全局的, 当初始状态偏离期望值较大时

系统可能无法保持稳定. 为了更好地保证稳定性,
可以利用轨迹线性化方法[65]设计反馈增益, 该方法

利用 PD谱理论(parallel D-spectrum theory)设计线

性时变状态反馈控制律保证系统状态沿着参考轨迹

达到指数稳定.

4.2.2 基基基于于于输输输出出出重重重定定定义义义的的的控控控制制制器器器设设设计计计方方方法法法(Output
redefinition based controller design)

与之前近似跟踪不同, 通过输出重定义方法实

现精确跟踪, 除了改变输出, 还要为新输出设计新

的参考轨迹, 这种控制架构如图9所示. 文献[38]概
括了该方法的主要思路: 1) 进行输出重定义使得关

于新输出的零动态是可以接受的; 2) 为新输出定义

一个新的期望轨迹, 保证原输出能渐近跟踪原期望

轨迹. 第2)步可以通过计算稳定逆实现, 问题变为如

何寻找到最小相位的新输出.

图 9 非最小相位系统精确跟踪的输出重定义架构

Fig. 9 Architecture of output redefinition for exact tracking

control of nonminimum phase systems

寻找最小相位新输出的一种常用方法是标准型

方法[38–39]. 首先将模型转化为B–I标准型, 在标准

型中, 输出可视为内动态的虚拟控制. 设计一个保

证内动态稳定的流形, 将此流形作为新输出, 系统

就转化为最小相位的. 该方法的具体操作为: 对于

非线性系统的内动态η̇ = q(ξ, η), 将输出视为内动

态的虚拟控制, 寻找使内动态稳定的虚拟控制ξ =

ϕ(η), 则s = ξ − ϕ(η)就是最小相位新输出. 根据求

得的稳定逆, 新输出的参考轨迹应该设计为sd =

ξd − ϕ(ηd). 文献[81]针对一类非最小相位系统, 利
用标准型方法进行输出重定义, 设计了一种输出反

馈控制器.

此外也可以利用微分平坦理论寻找最小相位输

出[8, 24], 该方法试图寻找一个没有零动态的新输出.
平坦输出是指控制输入和所有状态都可以用该输出

及其各阶导数表示出来[8], 可见平坦输出完全囊括

了系统的微分行为, 因而没有零动态. 利用平坦输

出来设计稳定的跟踪控制器, 输出参考轨迹和平坦

输出的轨迹之间一一对应, 可以保证对输出的精确

跟踪. 文献[82]利用平坦输出方法研究了一类非最
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小相位系统对未知频率正弦信号的跟踪问题.

另一种方法是零动态配置方法[63]. 该方法通过

求解一个奇异偏微分方程, 可以对非线性系统的零

动态进行配置, 使零动态具有预期的特性.

5 非非非最最最小小小相相相位位位系系系统统统跟跟跟踪踪踪性性性能能能限限限制制制(Tracking
performance limitations of nonminimum
phase system)
非最小相位特性作为系统的一种本质特性, 不

仅给设计稳定控制器带来困难, 还对系统的跟踪性

能造成了多方面的基本限制. 长久以来, 人们在研

究控制系统的性能限制时就发现非最小相位特性是

一个主要限制因素. 这种限制的根源在于非最小相

位系统的跟踪控制既要保证输出的跟踪, 又要兼顾

内部状态的稳定性. 如果只考虑输出跟踪, 非最小

相位系统的跟踪性能可以和最小相位系统一样, 但
是将导致内动态发散. 因而为了保证稳定性, 非最

小相位系统的跟踪性能受到限制. 这种性能限制与

采用什么控制方法无关, 是非最小相位系统不可突

破的性能极限. 目前非最小相位系统的性能限制得

到了广泛研究, 并取得了不少成果. 非最小相位系

统跟踪性能限制主要体现在跟踪误差、轨迹约束、

带宽和鲁棒性上.

首先, 非最小相位系统的跟踪误差存在限制.文
献[83]指出, 最小相位是实现对N阶连续可微空间

上任意轨迹渐近跟踪的必要条件. 文献[84]也指出,
当没有不稳定零动态时, 对任何参考轨迹的完美跟

踪都是可能的, 也就是说, 跟踪误差的L2范数可以

任意小, 而带有不稳定零动态时, 就不可能了, 因为

一些“输出能量”必须被用来稳定内动态. 需要说明

的是, 之前介绍的非最小相位系统精确跟踪方法虽

然能实现渐近跟踪, 但是跟踪误差的L2范数存在下

界, 这是非最小相位系统与最小相位系统的不同之

处. 文献[85–88]对线性系统跟踪阶跃信号的性能限

制进行了研究. 在跟踪阶跃信号时, 非最小相位系

统的输出响应表现出反向(undershoot)和超调(over-
shoot)现象[87–88]. 当系统有奇数个不稳定零点时,
输出响应会出现反向, 并且随着调节时间趋于零反

调量趋于无穷大; 当系统有两个以上的不稳定实零

点时, 会导致输出响应的超调, 并且随着调节时间

趋于零, 超调量也趋于无穷大. 反向和超调正是跟

踪误差性能限制的体现, 这种限制通常用跟踪误差

的L2范数来衡量, 其下界代表了最佳跟踪性能. 非
最小相位系统的最佳跟踪性能是关于不稳定零点的

函数, 其值大于零[85–86]. 对于SISO非最小相位系

统, 最佳跟踪性能取决于不稳定零点的数量和分布.
一般而言, 不稳定零点越靠近虚轴, 误差越大, 性能

限制越明显. 对于MIMO非最小相位系统, 最佳跟

踪性能不仅取决于不稳定零点的数量和位置, 还与

零点的方向有关. 文献[89–90]对线性系统跟踪正弦

信号的性能限制进行了研究. 研究结果表明, 最佳

跟踪性能与不稳定零点和正弦信号频率之差有关.
当跟踪信号频率接近不稳定零点频率时, 跟踪误差

增大[89–90]. 在输出调节中也有一个类似结论, 文献

[41]指出, 输出调节问题的解决要求控制对象没有

和外系统特征根一致的零点, 即零动态与外系统

“不共振”.

从另一个角度看, 非最小相位系统跟踪误差的

限制其实是对跟踪轨迹的约束. 内动态是受输出驱

动的, 由于非最小相位系统的内动态不具备自稳定

性, 说明当内动态面临发散的时候, 不能依靠自身

的力量回去, 这时输出必须提供一个额外的力量将

其拉回稳定范围. 从而, 输出的运动受到内动态的

牵制, 不能自由独立的运动, 这即是非最小相位对

输出轨迹的限制. 换句话说, 最小相位系统的输出

可按任意轨迹运动, 而非最小相位系统输出不能随

意运动, 其运动应能维持内动态的稳定. 从某种意

义上说, 非最小相位系统是“欠驱动”的, 控制自由

度的不足导致输出跟踪和内动态稳定之间的矛盾.
而对于实际系统来说, 稳定是第一位的, 只能牺牲

跟踪精度以确保稳定性, 因而必然对轨迹跟踪造成

约束. 此外, 当参考轨迹无法提前预知时也会给非

最小相位系统跟踪控制造成负面影响. 对于非最小

相位系统, 精确跟踪的最大特点就是它的非因果

性[48–49], 它表明实现精确跟踪的前提是预先知道参

考轨迹的所有未来信息. 参考轨迹在未来的可用预

览信息对跟踪误差影响很大, 不稳定零点离虚轴越

近, 预览时间越短, 则跟踪精度越低[23]. 另外, 跟踪

期间参考轨迹的改变将会带来瞬态误差, 这限制了

参考轨迹的实时调整. 目前已有人关注到非最小相

位特性对轨迹的影响, 例如文献[16, 91]提出一种两

自由度控制方案, 整个控制系统由一个轨迹发生器

和一个跟踪控制器构成. 该方案的好处在于从设计

轨迹时就将非最小相位的影响考虑进去, 设计更加

合理的轨迹, 从而可以减轻跟踪控制器的负担, 更
好的完成控制目标.

非最小相位特性还会限制闭环系统的带宽和鲁

棒性[88, 92]. 众所周知, 对于线性系统, 当控制器增

益增大时, 闭环极点将朝着开环零点的方向移动,
因此不稳定零点决定了闭环带宽的上限. 为了保证
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闭环系统的稳定性, 控制器增益不能太大, 这限制

了高增益反馈的使用, 从而使得系统鲁棒性受限.
这种鲁棒性的受限一方面体现在非最小相位系统对

测量噪音的敏感性上升[93], 另一方面体现在非最小

相位系统对外界干扰和模型不确定的抵抗能力下

降[94]. 文献[85]指出, 无论是最小相位系统还是非

最小相位系统都能实现对输入端干扰的完美抑制,
但是非最小相位系统对输出端干扰的抑制则存在基

本限制. 而且对输入端干扰尽管可以通过设计干扰

观测器进行抑制, 但是干扰观测器的带宽也是受限

的[95]. 由于带宽的限制, 非最小相位系统的跟踪控

制必须在控制性能和鲁棒性之间进行折衷. 如前所

述, 非最小相位系统的控制性能本来已经受限, 为
了兼顾鲁棒性, 甚至连理论上的最佳控制性能也无

法实现.

通过放宽某些要求, 可以在一定程度上减轻非

最小相位带来的性能限制. 一种方法是用几何路径

来代替时间轨迹. 传统跟踪问题给出的参考轨迹是

一条时间轨迹, 规定了输出在每时每刻的取值, 这
种要求实际是很苛刻的. 跟踪问题的另一种描述形

式是路径跟踪[84](又称机动调节[96]), 它将跟踪问题

分成两个任务: 几何路径和沿路径的速度调节. 这
种形式不如传统跟踪控制严格, 它只要求输出跟踪

一条几何路径, 而没有对输出何时应该位于何处的

要求. 几何路径一般用一个路径变量进行参数化,
然后为路径变量设计时间律. 这种形式为控制器设

计提供了更大的弹性, 路径变量可以作为额外的控

制量用于镇定不稳定零动态, 从而减轻非最小相位

系统的某些性能限制, 如瞬态误差、抗扰性能等. 另
一种方法是将精确跟踪限制在某一个时间段内. 文
献[97]研究了非最小相位系统的输出转移(output
transition)问题, 该问题要求输出由初值转移到终值,
对中间的过渡过程不作要求. 对于非最小相位系统,
过渡过程虽然存在限制, 但是通过预作用(pre-
actuation)和后作用(post-actuation), 不仅能保证转

移后的精确跟踪, 还能最大程度减小转移时间. 文
献[98]则研究了非最小相位系统的输出非周期跟

踪–转移切换(output tracking–transition switching)
问题, 该问题将时间划分为跟踪阶段和转移阶段,
只要求在跟踪阶段精确跟踪参考轨迹, 并在转移阶

段迅速完成过渡. 由于转移阶段没有轨迹约束, 可
以通过该过程完成两段轨迹之间的平滑切换. 这样

的问题实际存在于纳米材料绘图、机器人操纵、探

针纳米制造等问题中, 为我们处理非最小相位系统

的跟踪控制带来了新的思路.

总之, 非最小相位系统相比最小相位系统总体

上表现出性能上的劣势. 本文介绍的控制方法虽然

能实现非最小相位系统的稳定跟踪, 但是无法从根

本上避免非最小相位系统带来的性能限制. 为了避

免这些性能限制, 唯一的办法是改变系统结构. 因
而在设计新系统时如果可能应尽量避免设计成非最

小相位系统, 对于已经设计好的系统则可以通过增

加执行机构使其成为最小相位系统, 以改善控制性

能.

6 总总总结结结和和和展展展望望望(Summary and outlook)
综上所述, 非最小相位系统跟踪控制理论经历

了30多年的发展, 已经在理论与应用方面取得了很

多进展. 目前, 无论对线性系统还是非线性系统、近

似跟踪还是精确跟踪都取得了大量研究成果, 对跟

踪性能的限制也有了基本的认识. 但是目前对于非

最小相位系统跟踪控制的研究比较分散, 缺乏连续

性和统一性, 相关的专著很少, 没有建立起统一的

框架. 本文既是对目前成果的总结, 也是对建立统

一框架的一种尝试. 就目前的研究状况来看, 非最

小相位系统跟踪控制理论仍然处于发展和完善阶

段, 还存在一些关键问题有待研究解决. 结合本文

之前的总结和讨论, 笔者对非最小相位系统跟踪控

制领域在未来的研究方向展望如下:

1) 具有大吸引域的非线性非最小相位系统精确

跟踪控制. 非最小相位系统精确跟踪可分为稳定逆

计算和控制器设计两个步骤, 目前对于非线性系统

的研究侧重于稳定逆的求解, 较少关注跟踪控制器

的设计. 大多数文献只是简单地采用状态调节器,
只能实现对轨迹的局部镇定, 当初始状态偏离期望

值较大时系统可能无法保持稳定. 采用输出重定义

方法设计非线性跟踪控制器可以有效的扩大吸引

域, 然而该想法目前还处在设想阶段, 鲜有文章讨

论其具体实施. 作为未来很有前景的一个工作, 可
以通过结合本文介绍的非最小相位新输出设计方法

和基于稳定逆的新轨迹设计方法进行实现.

2) 带有不确定的非最小相位系统鲁棒跟踪控

制. 目前的非最小相位系统跟踪控制研究停留在系

统模型精确已知的基础上, 当模型中存在不确定时,
尤其是内动态存在不确定时, 将给跟踪控制带来巨

大挑战. 文献[99]讨论了不确定存在时是否还应该

使用前馈控制, 不确定导致无法精确求得稳定逆,
阻碍了精确跟踪的实现. 对于不确定非最小相位系

统跟踪控制的稳定性如何保证, 以及不确定对跟踪

性能上限的影响, 目前尚无很好的结论. 不过近年

来发展起的鲁棒输出调节理论[100]进行了一些有意
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义的研究, 可以给本问题的解决带来一定启发.

3) 参考轨迹无法提前预知时的精确跟踪控制.
非最小相位特性对精确跟踪带来的一大问题就是非

因果性, 即需要知道参考轨迹的未来信息, 以便在

控制输入上提前采取预作用, 而且轨迹信息知道得

越多越好. 非因果性给精确跟踪方法的实际应用造

成了困难, 实际中需要跟踪的参考轨迹往往是提前

未知的, 例如空中目标的跟踪拦截. 这时跟踪系统

只能获取当前时刻目标的位置, 对于轨迹的未来信

息几乎一无所知, 这种情况下精确跟踪是否可能实

现以及如何尽最大可能减小跟踪误差还有待研究.

4) 结合轨迹设计的非最小相位系统跟踪控制.
目前对于非最小相位系统跟踪控制的研究集中于跟

踪给定轨迹, 较少关注轨迹设计. 有些实际应用需

要事先对轨迹进行规划, 例如柔性机械臂的运动规

划, 以及可重复使用运载器再入段轨迹规划, 这些

被控对象也可能是非最小相位的. 目前文献一般只

考虑非最小相位特性对控制器设计的影响, 如果能

在轨迹优化过程中加入非最小相位特性对轨迹的约

束条件, 就可以设计出更加合理可行的轨迹, 从而

更好地完成控制目标. 例如文献[101]就针对非最小

相位线性系统的非周期跟踪–转移切换问题, 提出

了一种多目标轨迹优化与跟踪控制方法.

此外, 近年来关于非最小相位系统跟踪控制方

法与其他控制问题相结合的研究也逐渐兴起，如抗

扰控制[102–104]、分数阶控制[105]、编队控制[106]等,
为非最小相位系统跟踪控制理论提供了新的发展方

向.
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