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摘要: 在线学习时长是强化学习算法的一个重要指标.传统在线强化学习算法如Q学习、状态–动作–奖励–状
态–动作(state-action-reward-state-action, SARSA)等算法不能从理论分析角度给出定量的在线学习时长上界. 本文
引入概率近似正确(probably approximately correct, PAC)原理,为连续时间确定性系统设计基于数据的在线强化学
习算法. 这类算法有效记录在线数据,同时考虑强化学习算法对状态空间探索的需求,能够在有限在线学习时间内
输出近似最优的控制.我们提出算法的两种实现方式,分别使用状态离散化和kd树(k-dimensional树)技术,存储数据
和计算在线策略.最后我们将提出的两个算法应用在双连杆机械臂运动控制上,观察算法的效果并进行比较.
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Probably approximately correct reinforcement learning solving
continuous-state control problem

ZHU Yuan-heng, ZHAO Dong-bin†

(State Key Laboratory of Management and Control for Complex Systems, Institution of Automation,
Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China)

Abstract: One important factor of reinforcement learning (RL) algorithms is the online learning time. Conventional
algorithms such Q-learning and state-action-reward-state-action (SARSA) can not give the quantitative analysis on the
upper bound of the online learning time. In this paper, we employ the idea of probably approximately correct (PAC) and
design the data-driven online RL algorithm for continuous-time deterministic systems. This class of algorithms efficiently
record online observations and keep in mind the exploration required by online RL. They are capable to learn the near-
optimal policy within a finite time length. Two algorithms are developed, separately based on state discretization and
kd-tree technique, which are used to store data and compute online policies. Both algorithms are applied to the two-link
manipulator to observe the performance.
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1 引引引言言言(Introduction)
强化学习(reinforcement learning, RL)[1–4]通过在

线学习的方式,与被控系统或环境进行交互,调整策
略使系统获得尽可能高的累加奖励. 这类方法在解决
模型未知系统的控制问题时有着显著的意义.但是传
统RL[5–6]具有数据利用率低、探索效率差的缺点,算
法没有明确的结束运行的标准,在任意一个时刻都无
法保证学到的结果已经是最优或近似最优. 此外算法
的学习是随机的,每次实验结果都不一致.近年来研
究者提出了深度强化学习[7–9],目的是直接学习从像
素到动作的策略,学习难度被大大增加,因此更需要

考虑在线学习时长的问题.从本质上讲,传统RL没有
从理论角度分析算法运行时间上限,以及最终输出策
略的近似最优性.

近年来提出的近似最优在线强化学习能够克服传

统RL存在的问题.这一类算法的特点是将在线观测量
有效地存储起来作为模型信息,然后利用这些信息求
解性能函数和控制策略.同时兼顾对模型未知状态区
域的探索. 对未知区域增加一定的奖励或设计转移动
作,使求得的策略能够将系统转移到这些状态区域,
获取新的模型信息(如图1). 经过完整的理论分析,证
明这类算法从开始到无穷时刻,系统在线执行非近似
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最优动作或策略的时刻是有限的,即满足概率近似正
确(probably approximately correct, PAC)原理. 如果系
统初始状态可重复,那么这些算法只需要有限的在线
运行时间即可学到近似最优控制策略.

图 1 传统在线强化学习和近似最优强化学习在算法
结构上的比较

Fig. 1 The differences between conventional RL and
near-optimal RL in structures

针对有限状态的马尔可夫决策问题(Markov deci-
sion problems, MDPs)目前已经提出很多近似最优在
线RL算法,如文献[10–11]. 但是这些算法只能适用于
有限状态–动作的系统.为了解决连续状态系统问题,
Bernstein和Shimkin[12]提出了自适应分辨率强化学习

(adaptive-resolution reinforcement learning, ARL) 算
法,将在线观测量存储起来,同时添加置信度表示邻
域区域的模型信息,由此计算得到的性能函数是最优
性能函数的上界. 他们证明了ARL算法满足PAC原理,
并且执行非近似最优控制策略的时刻是有限的. 但是
算法在计算置信度时需要系统模型的相关参数. 当模
型完全未知时,该算法将无法正常运行. 除了ARL算
法外,连续概率近似正确最优探索 (continuous PAC
optimal exploration, C–PACE)算法也面临同样的问
题[13].
在本文中笔者考虑连续状态离散动作系统的控制

问题,提出近似最优在线强化学习算法,给出两种算
法实现的方式. 分别使用状态离散化和kd树技术,将
在线观测量有选择地存储在数据集中,然后定义迭代
算子利用存储的数据计算性能函数和在线执行的控

制策略.经过分析,证明两个算法都满足PAC原理. 读
者可以在文献[14]和文献[15]中找到引用的引理和定
理的完整表述和证明. 与其他近似最优在线RL算法
相比,两个新算法完全不依赖系统模型信息,有着更
广泛的应用范围.最后,笔者在双连杆机械臂上比较
两个算法的学习效果.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
本文要研究的对象是连续状态离散动作系统,用

(S,A, r, f)表示. 其中: S是连续状态空间, A是离散
动作集, r(s, a)是在状态s ∈ S和动作a ∈ A下的奖励

函数, f(s, a)是状态转移函数,代表(s, a)的下一时刻

状态. 假设S不是无限延伸的,而是有界的. 奖励函数
同样有界,满足rmin 6 r(s, a) 6 rmax. 需要强调的是
在算法运行过程中f是完全未知的.
假定当前时刻是t,将系统过去时刻的状态和动作

表示成

ht = {s0, a0, s1, a1, · · · , st−1, at−1, st}.

对于在线算法,策略在运行过程中会被实时调整. 因
而系统执行的策略是非静态的,控制动作是由一系列
不同时刻的策略所决定, π = {πt}∞t=0,即at = πt(st).
选择衰减收益作为评判一个策略π好坏的准则

Jπ(s) =
∞∑
t=0

γtr(st, at)|s0 = s, at = πt(st),

其中γ是衰减因子,满足0 < γ < 1. 对于有些系统,
系统运行过程中会遇到终止状态. 在这些终止状态系
统将不再进行状态转移,意味着当前运行的结束. 这
种情况的衰减收益定义为

Jπ(s) =
T−1∑
t=0

γtrt + V (sT)|s0 = s, at = πt(st),

其中: sT代表终止状态, V (sT)是一个预定义的值,代
表在状态sT下的奖惩. 带终止状态的性能函数定义可
以看作是无终止状态的一种特例,因而在下文中只考
虑无终止状态的情况.
最优控制的目标是使收益最大,也就是找到最优

性能函数:
V ∗(s) = max

π
Jπ(s).

对应的策略称为最优控制策略:
π∗ = argmax

π
Jπ.

但是最优的标准有时太过苛刻,反而求解近似最优也
能得到相近的控制效果.对于策略π,如果在∀s ∈ S下

都有Jπ(s) > V ∗(s)− ε,那么本文称之为ε近似最优.
为了方便算法的运行选择Q函数作为性能函数.

那么最优控制便是求解下列等式关于最优Q函数的

解:

Q∗(s, a) = r(s, a) + γmax
a′

Q∗(s′, a′),

其中s′ = f(s, a). 而最优控制策略则由下式计算得
到:

π∗(s) = argmax
a

Q∗(s, a).

由于假设奖励函数限定在[rmin, rmax]范围内,所
以任意策略的衰减收益都有相同的下界和上界,分别

是Vmin=
rmin

1− γ
和Vmax=

rmax

1− γ
. 此外任意两个策略

的收益差的绝对值不会超过Vb=
1

1−γ
(rmax−rmin).

如果一个算法在线学习过程中,最多只需要有限
的运行时间即可学到近似最优的策略,那么这个算法
就称为近似最优在线RL算法. 一个算法要称为近似
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最优在线RL算法需要满足PAC原理. 目前已有多种
PAC标准,这里选择较为严格的非最优控制策略时刻
总和(policy-mistake count, PMC)准则.

定定定义义义 1 (PMC) 在一个算法在线学习过程中, st
代表系统t时刻的状态, At = {πk}∞k=t代表算法在t时

刻执行的策略, At在t时刻的衰减收益等于JAt(st) =
∞∑
k=t

γ(k−t)r(sk, ak)|ak = πk(sk). 那么算法非最优控

制策略时刻总和定义为

PMC(ε) =
∞∑
t=0

I{JAt(st) < V (st)− ε},

其中I{·}是一个激活函数. 当括号内的事件发生时输
出1,否则输出0.

3 均均均匀匀匀子子子集集集多多多样样样本本本算算算法法法(Multisample in each
cell (MEC) alglorithm)

3.1 状状状态态态离离离散散散化化化(State discretization)
由于状态变量是连续的,需要有效的手段近似连

续性能函数和控制策略.为此首先引入状态离散化方
法将连续状态空间划分成相邻的子集[16]. 不同子集相
互之间是非重叠的. 假设一共划分成Ngrid个子集,每
个子集用Ci(1 6 i 6 Ngrid)表示. Ω(Ci)代表Ci包含

的状态区域.
在给出本文的算法之前,首先定义关于系统连续

性的假设. 用d : S × S → R表示任意两个状态之间
的距离.

假假假设设设 1 (连续性[12]) 对∀s1, s2 ∈ S和∀a ∈ A,存
在两个常数α和β满足

|r(s1, a)− r(s2, a)| 6 αd(s1, s2),

d(f(s1, a), f(s2, a)) 6 βd(s1, s2),

α和β分别称为奖励函数和状态转移函数的连续常数.

与文献[12]类似,在假设1的基础上可以推导出关
于最优Q函数连续性的引理.

引引引理理理 1[14] 对∀s1, s2 ∈ S和∀a ∈ A都有

|Q∗(s1, a)−Q∗(s2, a)| 6 ω̄(d(s1, s2)).

ω̄定义为

1) 如果γβ < 1, ω̄(z) =
α

1− γβ
z.

2) 如果γβ > 1, ω̄(z) = czlogβ(1/γ),其中

c = 2β(
α

γβ − 1
)logβ(1/γ)Vb

logβ(γβ).

与文献[12]不同的是上面的引理是关于Q∗(s, a)

的连续性,而文献给出的是关于V ∗(s)的连续性引理.
根据假设1和引理1,在同一个动作下相邻的两个

状态会有相似的奖励、状态转移、和最优性能函数.
为了定量描述同一个子集中状态的相近性,本文给出
下面关于分辨率的定义.

定定定义义义 2 (分辨率) 分辨率 δ定义为在整个状态空

间,同一个子集中任意两个状态之间的最大距离,表
示为

δ = max
i=1,··· ,Ngrid

max
s1,s2∈Ω(Ci)

d(s1, s2).

根据 δ的定义和假设 1,对∀s1, s2∈ Ω(Ci), 1 6 i

6 Ngrid,都有
|r(s1, a)− r(s2, a)| 6 αδ, (1)

d(f(s1, a), f(s2, a)) 6 βδ, (2)

α, β和ω̄是关于系统模型的参数和函数,通常情况下
都是未知的. 下面会详细介绍提出的均匀子集多样本
算法 (multisample in each cell, MEC)算法. 需要注意
的是在算法运行过程中,这些参数和函数是不需要的.

3.2 数数数据据据集集集(Data set)
在当前时刻t下,假设已有数据集Dt = {(ŝk, ak,

r̂k, ŝ
′
k)}06k6t−1,包含过去时刻的部分观测量. 其中:

r̂k=r(ŝk, ak), ŝ′k=f(ŝk, ak). 对任意(ŝk, ak, r̂k, ŝ
′
k)

∈ Dt
1, ŝk一定是属于状态离散化中的一个子集. 假

设Ci是包含ŝk的子集,并且Ci有可能会存储多个数据

(multisamples). 为了表示方便,使用符号Dt(Ci, a)代

表Dt中在动作a下属于Ci的数据集. 如果Ci没有存

储 a对应的数据,那么称Dt(Ci, a)为空集,表示成
Dt(Ci, a) = ∅.
给定一个子集Ci,如果Dt(Ci, a) ̸= ∅,意味着至

少存在一个数据(ŝ, a) ∈ Dt(Ci, a),满足ŝ ∈ Ω(Ci).
在Ci范围内的任意s ∈ Ω(Ci),根据分辨率定义都有
d(s, ŝ) 6 δ. 但是, Dt(Ci, a)中的数据即使相互近邻

只有δ的最大距离,它们在同一动作的下一时刻状态
很有可能会互相远离,转移到不同子集中. 图2给出了
一个示例. 3个数据ŝ1, ŝ2, ŝ3是在一个子集,但是它们
在相同动作下的转移状态被分布到不同子集中. 然而
根据式(2),这些转移状态之间的最大距离不会超
过βδ. 本文定义直径为βδ的区域最多可以覆盖Nβδ个

子集. 因而对同一子集的所有数据,在相同动作下它
们的转移状态最多分散到Nβδ个子集中.

图 2 示例: 同一子集中不同数据的转移状态分布
在不同的子集中

Fig. 2 Example of samples in a same cell falling into different

cells for their next states

1(ŝk, ak, r̂k, ŝ
′
k)也可简写成(ŝk, ak),在下文笔者会混合使用这两种表述方式.
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3.3 近近近似似似上上上界界界Q迭迭迭代代代(Near-upper Q iteration)
现在,利用存储的数据集定义一个从函数到函数

的映射关系,称为近似上界Q迭代(near-upper Q itera-
tion, NUQI)算子.

定定定义义义 3 (NUQI) 给定一个函数g : S×A→ R,对
任意s假定s ∈ Ω(Ci). NUQI算子T̄定义为

T̄ (g)(s, a)=


min

(ŝ,a,r̂,ŝ′)∈Dt(Ci,a)
[r̂+γmax

a′
g(ŝ′, a′)],

若Dt(Ci, a) ̸= ∅,

Vmax, 否则.

(3)

NUQI算子含义是对一组(s, a),如果它所在的Ci

中没有存储任何数据,就将收益的上界Vmax作为这组

状态动作的性能函数值.那么最大收益会鼓励系统向
未遍历过的状态区域探索. 反之如果Ci是非空的,使
用Dt(Ci, a)中的数据计算性能函数. 更具体地等于公
式(3)等号右边的最小结果.选取最小值的目的是为了
得到更为紧致的上界.
可以证明 T̄ 是一个收缩算子,所以存在唯一的固

定解,称为近似上界Q函数 (near-upper Q function,
NUQF).由于T̄是基于当前t时刻的Dt定义而来的,用
Q̄t表示T̄在Dt下的固定解,即Q̄t = T̄ (Q̄t).

引引引理理理 2 [14] 算子T̄在无穷范数上是关于γ的收缩

算子.

引引引理理理 3 [14] 在任意时刻t,对∀s∈S和∀a∈A, Q̄t

与最优性能函数Q∗都满足

Q̄t(s, a) > Q∗(s, a)− αδ + γω̄(βδ)

1− γ
.

由于T̄是收缩的,所以值迭代(value iteration, VI)
和策略迭代(policy iteration, PI)都可以用来求解Q̄t.
此外同一个子集Ci内的所有状态都具有相同的Q̄t值.
这是因为它们在根据式(3)计算时都共用相同的数据
子集Dt(Ci, a). 为了简化,令 Q̄t(Ci, a)表示所有 s ∈
Ω(Ci)在a下的结果.因而在迭代计算过程中无需对
所有状态求解Q̄t值,而是以子集作为单位进行计算.
由于VI方法具有实现简便的特点,在此以VI为例,假
定已经得到第j次迭代的结果Q̄j

t(Ci, a). 那么下一次
迭代则根据

Q̄j+1
t (Ci, a) =

min
(ŝ,a,r̂,ŝ′)∈Dt(Ci,a)

[r̂ + γmax
a′

Q̄j
t(ŝ

′, a′)],

如果Dt(Ci, a) ̸= ∅,

Vmax, 否则

进行计算.当相邻两次迭代结果之间的误差足够小时,
笔者认为已经收敛并输出Q̄t.
紧接着从Q̄t提取出贪心策略

πt(s) = argmax
a

Q̄t(s, a),

并施加到系统上继续在线运行,获得新的观测量.

3.4 逃逃逃脱脱脱事事事件件件(Escape event)
接下来给出一个强化学习中常见的时域时间定义.

它的含义是Tε/3时长之后的奖励对当前收益的影响最

多只有ε/3.

定定定义义义 4 ε/3–时域时间Tε/3定义为

Tε/3 = log1/γ
3Vb

ε
.

在 t时刻将贪心策略πt施加到系统上得到新的观

测量(st, at, rt, s
′
t). 根据下面这条关于已知的定义,判

断是否将新观测量加入到Dt中.

定定定义义义 5 (已知) 给定一个观测量(s, a, r, s′),假定
s ∈ Ω(Ci). 如果Dt(Ci, a) ̸= ∅并且存在某个数据(ŝ,

a, r̂, ŝ′) ∈ Dt(Ci, a),满足s′和ŝ′是在同一个子集中,
就称(s, a)为已知. 否则(s, a)称为未知.

如果一个观测量是已知的,不仅它的状态和数据
集中某些数据的状态是近邻的,而且它的转移状态也
和某一个数据的转移状态相近邻. 图3出了关于已知
和未知的示例. 继续以图 2为例并假设已画出子集中
全部数据,即ŝ1, ŝ2, ŝ3. 根据定义,新观测量(s2, a)是

已知的. 这是由于s′2和ŝ′2位于同一个子集中. 另一个
观测量(s1, a)是未知的. 因为不存在这样的数据,它
的转移状态位于s′1所在的子集中.

图 3 已知、未知观测量示例

Fig. 3 Examples of known and unknown observations

如果(st, at, rt, s
′
t)在Dt中是已知的,笔者就断定

新的观测量并没有包含关于系统任何新的模型信息.
因此算法会忽略该观测量然后继续执行之前的策略.
否则的话(st, at, rt, s

′
t)被加入到Dt中, Dt变成Dt+1.

并且根据Dt+1重新计算Q̄t+1,然后得到新的πt+1. 为
了更清晰的表述上述过程,全文用逃脱事件进行定义.

定定定义义义 6 (逃脱事件) 在时刻t从状态s开始,如果
出现下面括号内的情况,本文称在 t时刻出现逃脱事

件,用Et(s)表示:

Et(s) = {系统在t时刻从s出发,执行策略At. 在Tε/3

时间内会遇到一个观测量(sτ , aτ ),它对Dt

是未知的,其中t 6 τ 6 t+ Tε/3 − 1}.
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在t时刻如果出现逃脱事件,就意味着在接下来的
Tε/3时间里会观测到一个未知的观测量,算法会更新
数据集,学习新的模型信息并调整控制策略.下面这
条引理阐述了执行策略At的收益和近似上界Q函数

Q̄t的差值,与逃脱事件的关系.

引引引理理理 4 [14] 给定一个误差ε并假设如下不等式成

立:
αδ

1− γ
6 ε

3
,

那么在任意时刻都有

max
a

Q̄t(st, a)− JAt(st) 6
2

3
ε+ I{Et(st)}Vb.

3.5 主主主要要要定定定理理理(Main theorem)
最后给出主要定理:

定定定理理理 1[14] 定义一个误差ε并假设如下条件成立:
αδ + γω(βδ)

1− γ
6 ε

3
,

那么MEC算法在线学习过程中的非近似最优控制策
略时刻是有限的,满足

PMC(ε) 6 NgridNβδ |A| log1/γ
3Vb

ε
.

根据上述定理可知MEC算法是满足PAC原理的.
针对常用的在线学习方式,近一步推出下面这条更为
直观的新定理.

定定定理理理 2 对于一个被控系统,期望找到从s0出发

的近似最优控制策略.在线学习过程中每次都以s0作

为初始状态,运行一段固定的时长Tepisode后,将状态
重置为s0然后继续下一个时段的学习.如果使用MEC
算法最多只需要NgridNβδ|A|个时段的在线学习就可
以找到近似最优的策略.也就是说系统最多运行Ngrid

Nβδ|A|Tepisode步后算法会自动停止,然后输出一个近
似最优控制策略.

从定理1可以看出,算法最终输出策略的最优误差
与子集分辨率有关. δ值越小,状态离散化越精细,那
么输出策略越接近最优. 但是 δ的减小会使子集数量

Ngrid增加,增加数据集存储量,延长算法运行时间.
因此分辨率的选择需要根据系统实际控制需求,综合
考虑运行效率和控制效果两方面因素.
另一个需要注意的是最终策略的近似最优性. 从

定理2的结果可以看出策略只是对从初始点s0出发运

行Tepisode步的轨迹来讲是近似最优的,并没有考虑其
他状态区域的近似最优性. 不过对在线问题而言,主
要的学习目标就是从初始点对系统进行最优控制.因
此这里简化称最终策略是近似最优的.
算法1给出了整个MEC算法的流程. MEC的含义

是多个不同的数据被存储在同一个子集中. 在这些数
据基础上计算近似上界Q函数并提取控制策略.需要
注意的是算法在运行过程中并不需要任何模型参数.

算算算法法法 1 MEC算法.
Input: 收益上界Vmax;状态离散化子集{Ci};
Output: 近似最优控制策略πt;
初始化 t = 0, D0 ← ∅, Q̄0 ← Vmax和 π0(s) =

argmaxa Q̄0(s, a);
repeat
在系统上执行πt得到 t时刻观测量 (st, at, rt,

st+1);
if (st, at)在Dt中是未知的 then

(st, at, rt, st+1)被加入到Dt中变成Dt+1;
根据式(3)计算Q̄t+1;
根据式(4)计算πt+1;

else
πt+1 = πt;

end if
t = t+ 1;

until在一个时段内Dt不再变化.

4 Kd–CPAC算算算法法法(Kd–CPAC algorithm)
在上一节提出的MEC算法使用简单直观的状态离

散化方法,存在数据利用率低的问题.具体来讲,算法
只对同一子集中的状态认为具有相似的模型信息,用
子集中的数据近似该区域.但是对相邻子集中的一些
数据,即使它们很靠近某些状态,但是由于不在同一
子集内,该子集便不会利用这些数据的信息(如图4(a)
所示). 这就造成了数据利用率低,模型信息重复存储,
增加算法运行时间.
回归树方法将数据存储在树型结构,然后用叶子

结点中的数据近似目标函数[17]. 在RL中直接利用数
据的好处是可以提高数据的利用率.如图4(b)所示,一
个状态的所有邻域数据都可以用来近似该状态的模

型信息.其中: 黑色代表存储的数据,灰色代表近似的
状态. 因此对上一节提出的MEC算法进行改进. 直接
使用数据构建近似最优在线强化学习算法,解决连续
状态离散动作系统的控制问题.对任意状态使用邻域
中的数据近似模型信息,定义新的迭代算子计算性能
函数和控制策略.经过完整的理论分析证明新算法依
然满足PAC原理,因而是一个近似最优在线RL算法.
同时,为了提高数据的存储和查找速率,引入kd树技
术存储在线观测量. 由于使用kd树并且考虑连续状态
系统的PAC(continuous PAC)算法,新算法称为 kd--
CPAC.

图 4 数据利用示例
Fig. 4 Examples of data utilization
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4.1 Kd树树树(Kd--tree)
kd树作为有效划分状态空间和存储数据的方法,

已经广泛应用在RL领域.如Ernst等[17]研究基于kd树
的回归算法,与值迭代相结合. Munos和Moore[18]使

用kd-tree(kd树的一种变形),实现可变分辨率状态空
间的离散化,成功应用在动态规划上. 更多关于kd树
的介绍可以参见文献[19].

假定将要存储的数据是(ŝ, â, r̂, ŝ′),使用ŝ作为该

数据的关键字. 为了方便存储,对每个动作都设计一
个kd树,因此共有|A|个kd树(|A|代表动作个数). 在算
法初始阶段,每个树都只有一个空的根结点,包含整
个状态空间. 当有数据到达时,根据数据的动作存储
在不同的根结点中. 随着算法的运行,结点中的数据
会逐渐增加. 当一个结点中的数据到达一定上限时,
使用一个超平面在某一维度上将结点空间分割成两

个子空间,形成两个子结点. 用Nsplit代表结点分裂时

数据的上限.经过分裂后,原结点中的Nsplit个数据被

分配到两个子结点中. 当有更多数据到达时这个过程
会不断持续,树的深度也不断增加.

结点分裂时选择的维度和超平面根据如下方式决

定: 计算该结点所有数据在每个维度上的方差. 为了
获得均匀的存储效果,在计算方差之前可以用状态变
量的取值范围归一化每个数据. 沿方差最大的维度分
裂结点. 然后选择分裂维度上数据的中值作为分割结
点的超平面.

当有新的数据(ŝ, â, r̂, ŝ′)需要加入到kd树时,查
找动作â对应树中ŝ所在的叶子结点,然后将数据加入
到该叶子结点中.

使用kd树还可以方便查找任意状态的邻域数据.
给定状态s,它的邻域数据指的是一组满足d(s, ŝ) 6
δ的数据集{(ŝ, â, r̂, ŝ′)}. d代表状态的距离函数,定
义为d : S × S → R. δ称为邻域距离. 从根结点开始
判断是否当前结点包含的区域与s距离小于δ. 如果不
是,那么它的子结点以及包含的数据和s的距离也会

超过δ,因此不需要进一步的判断. 如果结点和s之间

的距离小于δ,并且结点有子结点,就继续用同样的方
式判断子结点,直到到达叶子结点. 从叶子结点中选
择和s距离小于δ的数据作为邻域数据.

在kd--CPAC算法中,同样使用上一节关于连续性
的假设1和引理1.

4.2 数数数据据据集集集(Data set)
假设当前时刻是t,将过去时刻的观测量有选择地

存 储 在 kd树 中,构 成 数 据 集Dt = {(ŝk, ak, r̂k,

ŝ′k}06k6t−1. 使用Dt(a)代表动作a对应的数据子集.

对任意状态 s构建动作 a下的邻域集Nt(s, a),包含
Dt(a)中的邻域数据(ŝ, a, r̂, ŝ′),满足d(s, ŝ) 6 δ. 因
此Nt(s, a)包含的是和s距离不超过δ的数据,可以用

于近似(s, a)的模型信息.如果邻域集中不包括任何
数据,那么就称Nt(s, a) = ∅. 同时对任意(s, a)和它

的邻域数据(ŝ, a, r̂, ŝ′),根据假设1有下列不等式关
系:

|r(s1, a)− r(s2, a)| 6 αδ, (4)

d(f(s1, a), f(s2, a)) 6 βδ. (5)

4.3 基基基于于于数数数据据据的的的Q迭迭迭代代代(Data-based Q iteration)
利用存储的数据集定义基于数据的Q迭代 (data-

based Q iteration, DBQI)算子.

定定定义义义 7 (DBQI) 给定一个函数g : S ×A→ R和
任意(s, a), DBQI算子T̃定义为

T̃ (g)(s, a) =
min

(ŝ,a,r̂,ŝ′)∈Nt(s,a)
[r̂ + γmax

a′
g(ŝ′, a′)],

如果Nt(s, a) ̸= ∅,

Vmax, 否则.

(6)

DBQI算子的含意是对一组(s, a),如果它的Nt是

空的,就用性能函数的上界Vmax对(s, a)赋值.否则使
用Nt中的邻域数据计算它的性能函数值.更具体地是
取式(6)等式右边中括号内的最小结果.整个DBQI算
子的计算过程完全只依赖数据集存储的数据.

可以证明T̃是一个收缩算子,因而存在一个固定
解 Q̃t,满足 Q̃t = T̃ (Q̃t). 本文称 Q̃t为基于数据的Q

函数(data-based Q function, DBQF).

引引引理理理 5 [15] 算子T̃在无穷范数上是关于γ的收缩

算子.

引引引理理理 6 [15] 在任意时刻,对任意s ∈ S和a ∈ A,
Q̃t与最优性能函数Q∗都满足

Q̃t(s, a) > Q∗(s, a)− αδ + γω̄(βδ)

1− γ
.

为了计算得到Q̃t,可以使用值迭代和策略迭代方
法解上面的等式. 如果使用VI,只需要迭代计算数据
集中数据的Q值,即可得到关于整个状态空间的精确
Q̃t. 具体来讲,首先初始化函数Q̃

(0)
t . 可以设定成任意

一个常数,通常选择0或Vmax. 然后对数据集每个数
据(ŝ, a, r̂, ŝ′)计算Q值,根据

q̃
(0)
t (ŝ, a) = r̂ + γmax

a′
Q̃

(0)
t (ŝ′, a′).

接着,利用如下公式计算新的Q̃
(1)
t :

Q̃
(1)
t (s, a) =


min

(ŝ,a,r̂,ŝ′)∈Nt(s,a)
q̃
(0)
t (ŝ, a),

如果Nt(s, a) ̸= ∅,

Vmax, 否则.

上述过程的计算结果与根据式 (6)由 Q̃
(0)
t 计算得到的

Q̃
(1)
t 是完全一致的.
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重复上面的计算过程. 假设已经得到第j次迭代结

果Q̃
(j)
t ,计算数据集中数据的Q值

q̃
(j)
t (ŝ, a) = r̂ + γmax

a′
Q̃

(j)
t (ŝ′, a′),

那么第(j+1)次迭代计算的结果Q̃
(j+1)
t 就可以根据下

面公式得到:

Q̃
(j+1)
t (s, a) =


min

(ŝ,a,r̂,ŝ′)∈Nt(s,a)
q̃
(j)
t (ŝ, a),

如果Nt(s, a) ̸= ∅,

Vmax, 否则.

由于上述过程是使用VI求解式(6)的一种变型,因而是
收敛的并且结果是精确的. 更重要的是,计算过程中
只需要保存数据的Q值.之后整个状态空间的Q̃t函数

可根据数据的Q值计算得到.

接下来由Q̃t提取出贪心策略

πt(s) = argmax
a

Q̃t(s, a). (7)

将这个策略施加到系统上继续在线运行,得到下一时
刻新的观测量. 而每一时刻的πt构成了算法实时的执

行策略At = {πk}∞k=t.

4.4 逃逃逃脱脱脱事事事件件件(Escape event)
下一个需要考虑的问题:是否将新的观测量加入

到数据集Dt中. 判断的准则是数据集只存储包含新鲜
模型信息的数据. 下面给出相关的定义.

定定定义义义 8 (已知) 给定一个观测量 (s, a, r, s′),如果
Nt(s, a) ̸=∅并且存在某个数据(ŝ, a, r̂, ŝ′)∈Nt(s, a),
满足

|max
a′
1

Q̃t(s
′, a′

1)−max
a′
2

Q̃t(ŝ
′, a′

2)| 6 εK ,

就称这个观测量是已知的. 否则称之为未知. 参数εK

代表已知误差.

在定义8的基础上推出下面这条引理.

引引引理理理 7 [15] 对任意s和a,Nt(s, a)最多可以包含

⌊Vb/εK⌋个数据,用符号Nc表示.

笔者认定未知的观测量包含新的模型信息,并将
它们加入到数据集中. 下面给出kd--CPAC算法关于逃
脱事件的定义.

定定定义义义 9 (εH--时域时间) εH--时域时间TεH定义为

TεH = log1/γ
Vb

εH
.

定定定义义义 10 (逃脱事件) 在t时刻从状态s开始,如果
出现下面括号内的情况,本文称在t时刻出现逃脱事

件,用Et(s)表示:

Et(s) = {系统在t时刻从s出发,执行策略At. 在TεH

时间内会遇到一个观测量(sτ , aτ ),它对Dt

是未知的,其中t 6 τ 6 t+ TεH − 1}.

每当出现逃脱事件,数据集就会增长,基于数据的
Q函数也会被更新. 下面这条引理阐明了执行策略At

和Q̃t之间的关系.

引引引理理理 8 [15] 在每一个时刻t都有

max
a

Q̃t(st, a)− JAt(st) 6

I{Et(st)}Vb +
αδ

1− γ
+

γ

1− γ
εK + εH.

4.5 主主主要要要定定定理理理(Main theorem)
在给出主要定理之前,先引入另一个对定理有用

的定义.

定定定义义义 11 (最大最小覆盖20) 对一个完整的状态空

间, δ覆盖指的是一组数据集,使得对任意状态s

都存在一个数据点 ŝ满足 d(s, ŝ)6 δ. 如果一个 δ覆

盖具有这样的属性: 去掉集合中任意一个数据点都会
导致该集合不再是δ覆盖.那么具有这样属性的最
大δ覆盖就称为最大最小δ覆盖.它的数据点个数
用Nδ表示.

定定定理理理 3 [15] 在kd--CPAC算法运行过程中,它的非
近似最优控制策略时刻总和满足

PMC(ε) 6 NδNC |A| log1/γ
Vb

εH
,

其中

ε =
2αδ + γω̄(βδ)

1− γ
+

γ

1− γ
εK + εH.

根据上面这条定理可知,算法在线学习过程中策
略是非近似最优的时刻是有限的. 因此kd--CPAC算法
满足PAC原理. 进一步可以推出下面这条新的结论,
约束算法学到近似最优控制策略需要的运行时间上

界.

定定定理理理 4 对于一个被控系统,要求找到从s0出发

的近似最优控制策略.在线学习过程中每次都以s0作

为初始状态,运行固定的时长Tepisode之后,将状态重
置为s0然后继续下一个时段的学习.使用kd--CPAC算
法最多运行NδNC|A|个时段即可学到近似最优的策
略,即最多需要NδNC|A|Tepisode步的在线学习.

因此算法学到近似最优控制策略的运行时间上界

与系统模型和kd树的参数有关. 同时,最终策略的最
优误差ε受邻域距离δ,已知误差εK ,以及时域时间误
差εH的影响.如果这些参数设定的值越小,那么最终
策略越接近最优. 但是这样会导致Nδ和NC的增大,
增加算法的运行时间. 不过在上面的定理中NδNC是

在最坏情况下数据集能够存储的数据个数. 在应用中,
当算法结束时实际存储的数据量要远小于NδNC.
整个 kd--CPAC算法的步骤显示在算法2中. 由于

kd--CPAC算法能够充分利用邻域数据近似模型信息,
避免使用逼近器导致的相似数据的重复存储,因而
kd--CPAC算法要比MEC算法具有更高的数据利用率,
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以及更快的学习速率.

算算算法法法 2 Kd--CPAC算法

Input: 收益上界Vmax; |A|个kd树;邻域距离 δ;已
知误差εK ;

Output: 近似最优控制策略πt;

初始化 t = 0, D0 ← ∅, Q̃0 ← Vmax 和 π0(s) =

argmaxa Q̃0(s, a);

repeat

在系统上执行 πt得到 t时刻观测量 (st, at, rt,

st+1);

if (st, at)在Dt中是未知的 then

(st, at, rt, st+1)被加入到Dt中变成Dt+1;

根据式(6)计算Q̃t+1;

根据式(7)计算πt+1;

else

πt+1 = πt;

end if

t = t+ 1;

until在一个时段内Dt不再变化.

5 双双双连连连杆杆杆机机机械械械臂臂臂实实实验验验 (Two-link manipulator
experiments)
为了验证提出的两个算法,本文选择双连杆机械

臂系统[21]作为应用对象,实现运动控制.双连杆机械
臂是一个在水平面上运动的机械结构,包括两个关节
和两个连杆. 其中一根连杆将两个关节连接在一起.
通过关节的转动末端连杆可以指向水平面上任意方

向.

图5显示的是双连杆机械臂的示意图. 它有4个状

态变量s = [ϑ1, ϑ̇1, ϑ2, ϑ̇2]
T,分别对应两个杆的角度

和角速度. 2个动作变量是a = [τ1, τ2]
T,对应两个关

节的转矩.系统动力学方程为

M(ϑ)ϑ̈+ C(ϑ, ϑ̇)ϑ̇ = τ,

其中: ϑ = [ϑ1, ϑ2]
T, τ = [τ1, τ2]

T. 2个角度的取值范
围在[−π, π) rad之间,角速度限制在[−2π, 2π] rad/s
范围内.转矩的取值范围满足τ1 ∈ [−1.5, 1.5]Nm和
τ2∈ [−1, 1]Nm. 系统采样时间选择Ts=0.05 s. 此外,
动力学方程中的M(ϑ)和C(ϑ, ϑ̇)具体形式是

M(ϑ) =

[
P1+P2+2P3 cosϑ2 P2+P3 cosϑ2

P2 + P3 cosϑ2 P2

]
,

C(ϑ, ϑ̇)=

[
b1−P3ϑ̇2 sinϑ2 −P3(ϑ̇1+ϑ̇2) sinϑ2

P3ϑ̇1 sinϑ2 b2

]
.

相关物理量的含义和取值显示在表1中. 根据这些物
理量可以计算出上式中的相关变量:

P1 = m1c1
2 +m2l1

2 + I1,

P2 = m2c2
2 + I2,

P3 = m2l1c2.

图 5 双连杆机械臂示意图

Fig. 5 The schematic of two-link manipulator system

表 1 双连杆机械臂动力学模型参数
Table 1 Parameters of the two-link manipulator

符号 值 单位 含义

l1; l2 0.4; 0.4 m 连杆长度

m1;m2 1.25; 0.8 kg 连杆重量

I1; I2 0.066; 0.043 kg·m2 连杆惯性

c1; c2 0.2; 0.2 m 连杆质心位置

b1; b2 0.08; 0.02 kg/s 关节阻尼

控制目标是希望将机械臂从初始状态[−π, 0,−π,
0]T移动到[0, 0, 0, 0]T. 奖励函数选择

r(s, a) = −sTQs,

Q = diag{1, 0.05, 1, 0.05}.

设定衰减因子γ等于0.98,每个时段长度是6 s,重新开
始一个时段时状态都初始化为s0 = [−π, 0,−π, 0]T.
控制动作选择a = [τ1, τ2]

T, τ1 ∈ {−1.5, 0, 1.5}, τ2∈
{−1, 0, 1},共9个动作.

5.1 MEC算算算法法法(MEC algorithm)
通过分析系统特性不难发现在远离原点的状态区

域,控制动作的选择要相对单一,相应的控制目标是
将机械臂向原点附近移动.而离原点越近的状态区域
则要求更高精度的控制策略.因此为了减小计算量,
降低算法运行的难度,在使用MEC算法时对状态空间
进行对数离散化. 在离原点较远的区域设计跨度较大
的子集,而离原点越近的区域则选择越精细的子集.
并且对双连杆系统,角度在控制精度的影响方面要比
角速度大一些. 因此对两个角度变量,在原点两侧分
别设计19个对数空间的子集. 对两个角速度变量,则
在原点两侧分别设计4个对数空间的子集.

将设计好的MEC算法应用在双连杆机械臂上,成
功实现在线学习的控制目标.图6画出了最终策略在
固定ϑ̇1 = 0.001 rad/s, ϑ̇2 = 0.001 rad/s时,控制动作
τ1, τ2与角度变量ϑ1, ϑ2之间的关系.其中: 不同灰度
代表不同转矩的动作,白色代表未完全探索区域.同
时也在图中画出了对数空间的状态离散化子集. 靠近
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原点位置的子集具有较小的尺寸,而离原点越远的子
集尺寸越大.同样也发现图中存在空白的区域,在这
些区域没有观测到任何的数据. 这是由于系统动力学
特性,在线运行过程中无法或很难达到这些区域,或
者这些区域的数据对策略的提升没有任何影响,因此
算法没有向它们进行探索. 因而也有效地减少了数据
的存储.

图 6 双连杆机械臂实验中MEC算法最终策略示意图

Fig. 6 The policy outputted by MEC algorithm

将最终策略应用到双连杆机械臂系统上,得到图7
的控制轨迹. 初始状态等于[−π, 0,−π, 0]T. 通过两个
转矩动作的控制,两个连杆在一定时间内(4 s左右)运
动到了零点位置.

图 7 双连杆机械臂实验中MEC算法结果的控制轨迹

Fig. 7 Trajectories under the policy by MEC algorithm

5.2 Kd--CPAC算算算法法法(Kd--CPAC algorithm)
接着将kd--CPAC算法应用在双连杆机械臂上. 同

样为了减小计算量,分别对角度和角速度变量的邻域
距离设计如下线性形式:

δ1(ϑ) = δ3(ϑ) = (1− 10−
1
19 )(
|ϑ|
ϑsup

+
1

9
),

δ2(ϑ̇) = δ4(ϑ̇) = (1− 10−
1
4 )(
|ϑ̇|
ϑ̇sup

+
1

9
).

离原点越近的点,它的邻域距离越小,并且角度的邻
域距离函数比角速度有更小的取值.这样在存储数据
和计算策略时会更多地考虑角度的因素.

将kd--CPAC算法应用在双连杆机械臂系统上,经
过在线学习得到最终策略.为了在二维空间上可视化
最终策略,固定ϑ̇1 = 0.001 rad/s, ϑ̇2 = 0.001 rad/s画
出控制动作τ1, τ2同ϑ1, ϑ2之间的关系图,如图8所示.
与上面使用MEC算法得到的策略图6相比,新算法的
策略更加完整,覆盖更加广泛的状态空间. 同时不同
的动作在图8上有更好的区分. 图8中: 不同灰度代表
不同转矩的动作,白色代表未完全探索区域.将 kd--
CPAC得到的策略施加到系统上得到图9的控制轨迹.
两个连杆在不到2.5 s时就被控制到达原点位置.而使
用MEC算法得到的轨迹图 7则显示两个连杆大约
在4 s时移动到原点. 为了更直观的比较kd--CPAC与
MEC两个算法的控制效果,将两个控制轨迹中的奖励
变化曲线共同画在图10中. 经过比较可以看出
kd--CPAC算法对应的奖励曲线有更快的上升速度,从
而证明kd--CPAC算法学到的策略要比MEC算法更优.
但是由于kd树的引入, kd--CPAC算法的设计难度和计
算复杂度要比MEC算法大很多. 在实际应用中应当根
据问题本身的要求,选择合适的算法进行应用.
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图 8 双连杆机械臂实验中kd--CPAC算法最终策略示意图
Fig. 8 The policy outputted by kd--CPAC algorithm

图 9 双连杆机械臂kd--CPAC算法实验结果的控制轨迹
Fig. 9 Trajectories under the policy by kd--CPAC algorithm

图 10 双连杆机械臂kd--CPAC和MEC算法实验结果在奖励
变化曲线上的比较

Fig. 10 Comparison in rewards between the policies learned

by MEC and kd--CPAC algorithms

6 结结结论论论(Conclusions)
针对连续时间系统,本文基于概率近似正确原理

提出了两种RL算法,能够在有限时长内在线学到近似
最优的策略.基于状态离散化设计的MEC算法具有易
于实现的特点,但是数据利用率相对较低. 而使用kd
树技术设计的kd--CPAC算法能够有效利用在线数据,
找到更好的策略,同时也增加了一定的算法复杂度.
近年来随着基于图像控制问题的深入研究,有效利用
在线数据,缩短在线学习时间成为了扩大算法应用范
围的关键因素.而笔者提出的近似最优在线RL算法,
能够为这一类问题提供重要的解决思路.

与现有的基于神经网络的强化学习算法相比,本
文提出的方法能够准确分析计算结果和理论值的误

差上界,保证了结果的近似最优性. 而神经网络虽然
具有强大的通用逼近能力,但是在理论层面无法保证
结果的准确性. 但是本文方法的计算复杂度却比神经
网络大很多. 神经网络在少量权重参数下即可表示复
杂的函数关系,而本文方法需要存储整个数据集. 因
此如何减少数据集的存储,提高模型动力学的表达形
式成为了方法进一步提升的方向.
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