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摘要: 针对飞行环境不断变化的四旋翼无人机轨迹跟踪问题,提出了基于区间矩阵的鲁棒跟踪控制策略.首先,
将四旋翼无人机非线性动态模型解耦为外环位置控制系统和内环角度控制系统.接着,考虑到飞行环境变化引起的
升力系数、中高速飞行下不可忽略的阻力系数等参数的不确定性,引入区间矩阵对内外环系统的系统参数进行描
述,并对内外环控制系统设计鲁棒H∞反馈控制策略来抑制有界外部扰动.然后,根据李雅普诺夫稳定性定理得到
了使外环系统指数渐近稳定和内环系统鲁棒渐近稳定且均满足H∞性能指标的LMI充分条件,同时,给出了控制器
增益的求解方法. 最后,仿真及实验结果结果验证了所提方法的鲁棒性、优越性和有效性.
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Robust tracking control of
a quad-rotor unmanned aerial vehicle via interval matrix

SUN Miao-ping†, LIU Jing-jing, NIAN Xiao-hong, WANG Hai-bo
(School of Information Science and Engineering, Central South University, Changsha Hunan 410004, China)

Abstract: The robust tracking control strategies for a quad-rotor unmanned aerial vehicle (UAV) with changing flight
environment are put forward based on the interval matrix. Firstly, the nonlinear dynamic model of the quad-rotor UAV is
decoupled into the inner loop attitude control system and the outer loop position control system. Next, taking into account
the change of the lift coefficient and non-negligible drag coefficient in medium and high speed which is caused by the
changing flight environment, the interval matrix is introduced to describe the system parameters of the inter and outer loop
system and the robust H-infinity feedback control methods are designed to reject the bounded disturbance in the closed
inner-outer loop system. Then, according to Lyapunov stability theory, the LMI-based sufficient conditions of exponential
asymptotic stability for outer-loop control system and robust asymptotic stability for inter-loop control system are derived.
At the same time, the H-infinity performance indexes are both satisfied. Meanwhile, the gain matrices of controller are
presented. Finally, the effectiveness, advantages and robustness of the proposed method are verified by simulation and
experimental results.
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1 引引引言言言(Introduction)
四旋翼无人机是一种小型无人机,它具有垂直起

降、自主悬停、自主控制等优点,被广泛应用在民用和
军事领域,如航拍、救灾、运输和军事侦察等[1–2]. 然
而系统本身的强耦合、参数不确定和易受外部扰动影

响的特性,使得四旋翼无人机轨迹跟踪控制困难.因
此,四旋翼无人机备受国内外研究学者的广泛关注.
目前为止,国内外学者提出了各种各样的控制方法,
如: PID控制[3–4]、有界反馈控制[5]、滑模和反步法[6]

等. 最近,一些针对模型不确定和外部扰动的鲁棒控
制器[7–8]被提出,然而这些控制方法并没有明确的描

述阻力系数、升力系数和转动惯量这些不确定参数.
四旋翼无人机整个飞行过程中,升力系数和阻力

系数会随着飞行环境发生大范围的变化,且无人机的
转动惯量无法精确测量[9],这些都使得四旋翼无人机
模型含有非定常的不确定参数. 因此,设计的控制器
必须要有足够强的鲁棒性以消除这些参数的影响.文
献[3, 5]中采用简化的四旋翼无人机模型,忽略空气阻
力的影响,取得了较好的控制效果.文献[10]指出这种
简化的模型仅适用于非常低的飞行速度,当飞行速度
变大,即使是中等速度,空气阻力的影响会很大,不可
以忽略.文献[11–12]将不确定的阻力系数、升力系数
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和转动惯量当成常数处理,并得到了较好的控制效果.
然而无人机飞行环境发生变化时,阻力系数和升力系
数会发生大范围波动,不能再近似为定值.文献[13]对
位置模型中不确定的空气阻力系数对采用I& I方法进
行估计,文献[14]采用一个基于I& I方法的自适应控
制器去估计四旋翼无人机模型中不确定的阻力系数

和升力系数,文献[15]利用神经网络的非线性逼近能
力去处理四旋翼无人机模型中的不确定的非线性项

如空气阻力、叶片拍打影响.上述文献[13–15]均未考
虑到模型中转动惯量的不确定性. 文献[16]的角度控
制中在假设转动惯量有界的情况下,采用自适应律进
行估计转动惯量,文献[17]设计了转动惯量在标称值
±10%情况下的非线性H∞控制器,文献[18–19]采用
鲁棒补偿器抑制模型中的平移不确定性和旋转不确

定性的影响,却并未考虑到空气阻力的影响.实际上,
环境中空气密度、温度对参数的影响是有限的,阻力
系数、升力系数只能在一定的范围内变化,转动惯量
也只是在标称值上下小幅度波动,这种有界不确定参
数可以看成区间变量,区间变量描述不确定参数的结
构简单,只需参数变化的上下界. 文献[20]采用区间
矩阵描述含有界不确定参数的卷绕系统,并取得了很
好的控制效果.目前,采用区间矩阵描述参数不确定
的四旋翼无人机系统鲜有报道.
基于以上调查,本文将四旋翼无人机模型中的不

确定参数看成区间变量,采用区间矩阵描述无人机控
制系统,提出了基于区间矩阵的状态反馈鲁棒控制方
法实现其轨迹跟踪. 首先借鉴文献[13]的思想,在四
旋翼无人机非线性动态模型的基础上,通过虚拟控制
量,将四旋翼无人机系统分成非线性内外环结构,得
到系统误差模型的状态空间形式. 接着,考虑到飞行
环境变化引起的升力系数、阻力系数的不确定性和转

动惯量的不确定性,引入区间矩阵描述内外环系统.
然后,对内外环控制系统设计鲁棒H∞反馈控制器抑

制有界外部扰动.最后,根据李雅普诺夫稳定性定理
得到了使位置系统指数渐近稳定和角度系统鲁棒渐

近稳定且均满足H∞性能指标的LMI充分条件.仿真
及实验结果证明了所提出的控制方法的鲁棒性和有

效性.

2 四四四旋旋旋翼翼翼无无无人人人机机机模模模型型型与与与预预预备备备知知知识识识 (Model of
quad-rotor UAV and preliminary knowledge)
四旋翼无人机的示意图如图1所示,图中fi(i = 1,

· · · , 4)为4个旋翼各自产生的升力;惯性坐标E系(E,

XE, YE, ZE)原点固定在地面上, ZE轴指向天空; B系
(B, XB, YB, ZB)为机体坐标系,原点为无人机质心;
四旋翼无人机有6个自由度:

ξ(t) = [x(t), y(t), z(t)]T

和欧拉角η(t) = [ϕ(t), θ(t), ψ(t)]T分别表示(E系)位
置坐标和方向.

图 1 四旋翼无人机示意图
Fig. 1 A schematic diagram of the quad-rotor UAV

假设四旋翼无人机为刚体且机体结构对称,忽略
叶片拍打和陀螺效应,可得四旋翼无人机动力学模型

mẍ = −K1ẋ+ (cosϕ sin θ cosψ+

sinϕ sinψ)ut + d1(t),

mÿ = −K2ẏ + (cosϕ sin θ sinψ−
sinϕ cosψ)ut + d2(t),

mz̈ = −K3ż−mg+(cosϕ cos θ)ut+d3(t),

J1ϕ̈ = −K4lϕ̇+ lτ1 + d4(t),

J2θ̈ = −K5lθ̇ + lτ2 + d5(t),

J3ψ̈ = −K6ψ̇ + cτ3 + d6(t),

(1)

式中: m ∈ R+为四旋翼无人机质量, Ji ∈ R+(i = 1,

2, 3)为转动惯量, Ki ∈ R+(i= 1, · · · , 6)为阻力系数,
g ∈ R+为重力系数, c ∈ R+为力和力矩比例系数, l∈
R+为无人机机体中心到旋翼轴心的距离, di(t) ∈ R(i
=1, · · · , 6)为未知的外部扰动, ut为总升力, τ1, τ2, τ3
分别为滚转力、俯仰力、偏航力,与旋翼4个升力的关
系如下: 

ut = f1 + f2 + f3 + f4,

τ1 = −f1 − f2 + f3 + f4,

τ2 = −f1 + f2 + f3 − f4,

τ3 = −f1 + f2 − f3 + f4,

(2)

式中:
fi = Klw

2
i , i = 1, · · · , 4, (3)

Kl为旋翼升力系数,与空气的密度、叶片形状、旋翼
半径、升力系数Ks等有关

[23].
为了简化四旋翼无人机动力学模型的表达式,将

式(1)重新组织如下:{
mξ̈ = −Kξ ξ̇ −mge+ ut

E
BR(η)e+ dξ(t),

Jη̈ = −Kηη̇ + τ + dη(t),
(4)

式中: Kξ = diag{K1,K2,K3}, e = [0, 0, 1]T, dξ(t)

= [d1(t), d2(t), d3(t)]
T, J = diag{J1/l, J2/l, J3/c},

Kη =diag{K4,K5,K6/c}, τ = [τ1, τ2, τ3]
T, dη(t)=

[d4(t)/l, d5(t)/l, d6(t)/c]T, E
BR(η) ∈ SO(3)为机体坐

标系(B系)和惯性坐标系(E系)之间的旋转矩阵.
下面给出本文需要用的假设、区间矩阵的定义以
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及稳定性证明需要用到的引理.

假假假设设设 1 外部扰动∥dξ(t)∥6ζ1, ∥dη(t)∥6ζ2,这
里ζ1, ζ2为未知正常数.

定定定义义义 1[22] 如果

A∈ [Am, AM] =

{[aij] : amij 6 aij 6 aMij , 1 6 i, j 6 n},
则称A为区间矩阵. 其中:

Am = [amij ]n×n, A
M = [aMij ]n×n

对于所有16 i, j6 n,满足amij 6 aMij .

引引引理理理 1[24] 区间矩阵A ∈ [Am, AM],则A可以描
述为

A = A0 + EaΣ aFa, Σa ∈ Σ ∗
a ,

其中:

A0 =
1

2
(AM +Am),

Ea =

[
√
ς11e1,· · ·,

√
ς1ne1,· · ·,

√
ςn1en,· · ·,

√
ςnnen]n×n2 ,

Fa =

[
√
ς11e1, · · ·,

√
ς1nen, · · ·,

√
ςn1e1, · · ·,

√
ςnen]

T
n2×n,

Σ ∗
a =

{diag{δ11, · · · , δ1n, · · · , δn1, · · · , δnn} ∈ Rn2×n2

,

|δij| 6 1, i, j = 1, · · · , n},
ςij = (aMij − amij)/2, i, j = 1, · · · , n,
ei(i = 1, · · · , n)为n× n维单位矩阵的第i个列向量.
显然对∀Σa ∈ Σ ∗

a ,有ΣT
a Σa 6 1.

引引引理理理 2 [25] 设X和Y为合适维数的实矩阵,对于
任意给定的正常数α,有下列不等式成立:

XTY + Y TX 6 α−1XTX + αY TY.

引引引理理理 3 [26] 对任意给定的分块对称矩阵

G =

[
X Y

Y T Z

]
,

其中X和Z为对称矩阵,则下述情况等价:

1) G < 0;

2) X < 0, Z − Y TX−1Y < 0;

3) Z < 0, X − Y Z−1Y T < 0.

3 鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制器器器设设设计计计(Robust controller design)
这一部分主要内容是建立系统误差动态模型和设

计内外环鲁棒控制器. 基于文献[13]中的方法,将四
旋翼无人机系统解耦为内环角度系统和外环位置系

统,引入区间变量描述系统中不确定参数,得到系统
误差动态模型. 对于未知有界外部扰动,采用鲁棒H∞

控制进行抑制.外环位置系统通过鲁棒控制器实现位
置跟踪,产生虚拟控制量[Vx, Vy, Vz],通过解耦非线性
虚拟控制量产生位置控制输入ut和内环控制需要的

期望角度ϕd, θd;内环角度系统采用鲁棒H∞反馈控制

实现角度的跟踪,产生角度控制输入τ1, τ2, τ3. 控制框
图如图2所示.

图 2 控制框图

Fig. 2 The block diagram of control system

3.1 误误误差差差动动动态态态模模模型型型(Model of dynamic error)
为了获得四旋翼无人机系统的动态误差模型,采

用向量ξd(t)=[xd(t), yd(t), zd(t)]
T和ηd(t)=[ϕd(t),

θd(t), ψd(t)]
T表示期望的位置和角度,定义跟踪误差

向量:

Xp = [ξ − ξd, ξ̇ − ξ̇d]
T,

Xa = [η − ηd, η̇ − η̇d]
T.

(5)

动力学模型(4)可以看成一个通过旋转矩阵E
BR(η)

耦合的串级系统:内环角度系统和外环位置系统.设
计虚拟控制输入向量V = [Vx, Vy, Vz]

T,使该系统解
耦为两个可独立控制的内外环子系统.对式(5)中的所
有变量求一阶时间导数,并将式(4)代入整理可得

Ẋp = [ξ̇ − ξ̇d, ξ̈ − ξ̈d]
T =[

O3×3 I3×3

O3×3 O3×3

]
Xp +

[
O3×3

I3×3

]
(ξ̈ − ξ̈d) =O3×3 I3×3

O3×3 −
Kξ

m

Xp +

[
O3×3

I3×3

]
(V − ξ̈d −

Kξ

m
ξ̇d +

dξ(t)

m
) +

[
O3×3

I3×3

]
(
ut

m
Re− ge− V )︸ ︷︷ ︸

f∆

,

(6)

Ẋa = [η̇ − η̇d, η̈ − η̈d]
T =[

O3×3 I3×3

O3×3 O3×3

]
Xa +

[
O3×3

I3×3

]
(η̈ − η̈d) =[

O3×3 I3×3

O3×3 −J−1Kη

]
Xa +[

O3×3

I3×3

]
[J−1(τ −Kηη̇d + dη(t))− η̈d]. (7)
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式(6)中虚拟控制输入向量V的表达式如下:

Vx =
ut

m
(cosϕd sin θd cosψd + sinϕd sinψd),

Vy =
ut

m
(cosϕd sin θd sinψd − sinϕd cosψd),

Vz =
ut

m
(cosϕd cos θd)− g.

(8)

虚拟控制输入由外环位置控制器产生,通过这一
虚拟控制输入解算出旋翼总升力、期望滚转角和期望

俯仰角,如下式:

ut = m
√
V 2
x + V 2

y + (Vz + g)2,

ϕd = sin−1[
m

ut

(Vx sinψd − Vy cosψd)],

θd = tan−1[
1

Vz + g
(Vx cosψd + Vy sinψd)].

(9)

在不考虑非线性耦合项f∆的情况下,通过设计V ,
τ使得式(6)和式(7)渐近稳定,则整个四旋翼无人机系
统渐近稳定[13],故四旋翼无人机系统可解耦成位置和
姿态两个可独立控制的子系统.

根据式(6)和式(7)及耦合项f∆ = 0 ,四旋翼无人
机系统误差动态模型写成

Ẋp = A1Xp +B1V +B1fp +B11W1, (10)

Ẋa = A2Xa +B2τ +B2fa +B22W2, (11)

式中:

A1 =

O3×3 I3×3

O3×3 −
Kξ

m

 ∈ R6×6,

A2 =

[
O3×3 I3×3

O3×3 −J−1Kη

]
∈ R6×6,

B1 =

[
O3×3

I3×3

]
∈ R6×3, B2 =

[
O3×3

J−1

]
∈ R6×3,

B11 = B22 =

[
O3×3 O3×3

O3×3 I3×3

]
∈ R6×6,

fp =−ξ̈d−
Kξ

m
ξ̇d ∈ R3, W1= [O3;

dξ(t)

m
]T∈R6,

fa = −Kηη̇d − Jη̈d ∈ R3, O3 = [0 0 0]T ∈ R3,

W2 = [O3; J
−1dη(t)]

T ∈ R6.

3.2 鲁鲁鲁棒棒棒反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计 (Robust feedback con-
troller design)
在四旋翼无人机飞行过程中,由于环境的变化系

统中含有不确定参数Ki(i = 1, · · · , 6),Ks,Kl, c和Ji
(i = 1, 2, 3),为了获得好的轨迹跟踪效果,设计的控

制器需要足够强的鲁棒性以消除这些不确定参数的

影响.下面给出鲁棒反馈控制器的设计过程.

对于某一给定的四旋翼无人机,由于受实际飞行
条件的限制,参数Ki(i=1, · · · , 6),Ks,Kl, c和Ji(i=

1, 2, 3)在一定的范围内变化,这些参数都可以看成区
间变量.

Km
i 6 Ki 6 KM

i , i = 1, · · · , 6,
Km

s 6 Ks 6 KM
s , K

m
l 6 Kl 6 KM

l ,

Jm
i 6 Ji 6 JM

i , i = 1, 2, 3.

(12)

根据区间变量的代数性质和四则运算[21],可得四旋翼
无人机飞行过程中, Kξ, Kη, c的上下界. 由式(10)和
式(11)可以看出四旋翼无人机系统矩阵A1和A2、输

入矩阵B2中的一些元素为上述区间变量的函数,同样
可以推算出这些区间矩阵的变化区间:

Am
1 6 A1 6 AM

1 ,

Am
2 6 A2 6 AM

2 ,

Bm
2 6 B2 6 BM

2 .

根据引理1,区间矩阵A1, A2, B2可以描述为

A1 = A10 + EpΣpFp, Σp ∈ Σ ∗
p ,

A2 = A20 + Ea1Σa1Fa1, Σa1 ∈ Σ ∗
a1,

B2 = B20 +Ea2Σa2Fa2, Σa2 ∈ Σ ∗
a2,

则位置误差模型(10)和角度误差模型(11)可以写成

Ẋp = (A10+EpΣpFp)Xp+B1(V +fp)+B11W1,

(13)

Ẋa = (A20 + Ea1Σa1Fa1)Xa + (B20 +

Ea2Σa2Fa2)(τ + fa) +B22W2. (14)

对位置误差模型和角度误差模型设计如下的鲁棒

状态反馈控制器:

V = K1Xp − fp, K1 ∈ R6×3, (15)

τ = K2Xa − fa, K2 ∈ R6×3, (16)

其中K1,K2是控制增益矩阵.

位置误差模型(13)在控制器(15)作用下的位置闭
环系统为

Ẋp = (A10 +EpΣpFp +B1K1)Xp +B11W1.

(17)

定义Yp = [ξ − ξd]
T为位置闭环系统的控制输出,

则

Yp = C1Xp, (18)

其中

C1 = [I3×3, O3×3 ] ∈ R3×6,

可以得到如下定理:

定定定理理理 1 满足条件 (12)的位置误差模型 (10),对
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于给定正常数ε, γ1,如果存在实对称正定矩阵Q1、正

常数α1和矩阵M1使得下面的LMI成立:
R1 (FpQ1)

T Q1 (B11Q1)
T (C1Q1)

T

∗ −α1I 0 0 0

∗ ∗ −εI 0 0

∗ ∗ ∗ −γ1I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γ1I

 < 0,

(19)

那么,位置闭环系统式(17)和式(18)针对平衡状态Xp

= 0指数渐近稳定且满足H∞性能指标 γ1,有K1=

M1Q
−1
1 ,其中R1 = A10Q1+Q1A

T
10+B1M1+M1B

T
1

+ α1EpE
T
p .

证证证 假设W1 ≡ 0,选取李雅普诺夫函数

V (Xp) = XT
p P1Xp. (20)

上式对时间求一阶导数，并将式(17)代入可得

V̇ (Xp) = XT
p [A

T
10P1 + P1A10 + (B1K1)

TP1 +

P1(B1K1) + (EpΣpFp)
TP1 +

P1(EpΣpFp)]XP. (21)

根据引理2和ΣT
p Σp 6 I有

P1(EpΣpFp) + (EpΣpFp)
TP1 =

(ΣpFp)
T(P1Ep)

T + P1EpΣpFp 6
α−1

1 FT
p Fp + α1P1EpE

T
p P1, (22)

其中α1为正常数. 将式(22)代入式(21),推导得

V̇ (Xp) 6 XT
p Π11Xp, (23)

式中Π11= AT
10P1+P1A10 + (B1K1)

TP1 +P1B1K1

+ α−1
1 FT

p Fp + α1P1EpE
T
p P1.

给定正常数ε1,如果Π1 < −ε1I成立,则有V̇ (Xp)

< −ε1∥Xp∥2,则位置误差模型(13)在控制器(15)作用
下指数稳定.

在位置闭环系统指数稳定且W1 ̸≡ 0的情况下. 对
于给定正常数γ1,考虑H∞性能指标

Jp =
w +∞

0
[Y T

p Yp − γ2
1W

T
1 W1]d(t). (24)

因为位置闭环系统指数稳定,则有V (Xp(+∞))

= 0,且系统初始条件为零,所以

Jp =
w +∞

0
[Y T

p Yp − γ2
1W

T
1 W1 +

d

dt
V (Xp)]d(t) 6

w +∞

0

[
Xp

W1

]T

Π12

[
Xp

W1

]
d(t), (25)

式中Π12 =

[
CT

1

0

]
[C1 0] +

[
Π11 (P1B11)

T

∗ −γ2
1I

]
.

如果Π12< 0,那么Jp <0,则位置闭环系统(17)和
式(18)满足H∞性能指标γ1. 定义Q1 = P−1

1 ,用Q1同

时左乘右乘Π12. 由引理3可知, Q1Π12Q1 < 0等价于

下式:

Π13 =

Q1Π11Q1 (B11Q1)
T (C1Q1)

T

∗ −γ2
1Q

2
1 0

∗ 0 −Q2
1

 < 0.

(26)

定义矩阵

Π14 =

Q1ε1Q1 0 0

0 0 0

0 0 0

 > 0,

Π15 = Π13 +Π14 =Q1Π11Q1 +Q1ε1Q1 (B11Q1)
T (C1Q1)

T

∗ −γ2
1Q

2
1 0

∗ 0 −Q2
1

 .
如果Π15 < 0,则Π13 < 0且Π11 + ε1I < 0,则位置闭
环系统(17)指数稳定且满足H∞性能指标γ1.

为了获得Π15 < 0的等效LMI形式,定义 ε =

1/ε1. 将其与矩阵diag{I, γ−1/2
1 Q−1

1 , γ1/2
1 Q−1

1 }进行
Hadamard乘积,可得等价形式Q1Π11Q1+Q1

1

ε
Q1 (B11Q1)

T Q1C
T
1 C1Q1

∗ −γ1 0

∗ 0 −γ1

<0.

(27)

根据引理3知式(27)等价于式(19). 对于给定正常
数γ1, ε,若α1为正常数, Q1 > 0,则位置闭环系统式
(17)和式(18)在平衡状态Xp = 0指数稳定且具有一定

的干扰抑制性能.控制器 (15)增益矩阵为K1 =

M1Q
−1
1 . 证毕.

则角度误差模型(14)在控制器(16)作用下的角度
闭环系统为

Ẋa = (A20 + Ea1Σa1Fa1 + (B20 +

Ea2Σa2Fa2)K1)Xa +B22W2. (28)

定义Ya = [η − ηd]
T为角度闭环系统的控制输出,

则

Ya =C2Xa, (29)

其中C2 = [I3×3, O3×3 ] ∈ R3×6. 可以得到如下定理.

定定定理理理 2 满足条件(12)的角度误差模型(11),对
于给定正常数γ2,如果存在实对称正定矩阵Q2、正常

数α2, β和矩阵M2使得下面的LMI成立:
R2 (Fa1Q2)

T (Fa2M2)
T (B22Q2)

T (C2Q2)
T

∗ −α2I 0 0 0

∗ ∗ −βI 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I

<0,

(30)
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那么,角度闭环系统式(28)和式(29)针对平衡状态Xa

= 0渐近稳定,且满足H∞性能指标 γ2,有K2 =

M2Q
−1
2 ,其中

R2 = A20Q2 +Q2A
T
20 +B20M2 +M2B

T
20 +

α2Ea1E
T
a1 + βEa2E

T
a2.

证证证 假设W ≡ 0,选取李雅普诺夫函数
V (Xa) = XT

a P2Xa. (31)

上式对时间求一阶导数,并将式(28)代入可得

V̇ (Xa) =XT
a [A

T
20P2 + P2A20 + (B20K2)

TP2 +

P2(B20K2) + (Ea1Σa1Fa1)
TP2 +

P2(Ea1Σa1Fa1) + (Ea2Σa2Fa2K2)
TP2 +

P2(Ea2Σa2Fa2K2)]Xa. (32)

根据引理2、ΣT
a1Σa1 6 I和ΣT

a2Σa2 6 I有

P2(Ea1Σa1Fa1) + (Ea1Σa1Fa1)
TP2 =

(Σa1Fa1)
TET

a1P2 + P2Ea1Σa1Fa1 6
α−1

2 FT
a1Fa1 + α2P2Ea1E

T
a1P2, (33)

P2(Ea2Σa2Fa2K2) + (Ea2Σa2Fa2K2)
TP2 =

(Σa2Fa2K2)
TET

a2P2 + P2Ea2Σa2Fa2K2 6
β−1KT

2 F
T
a2Fa2K2 + βP2Ea2E

T
a2P2, (34)

其中α2, β为正常数. 将式(33)–(34)代入式(32),推导
得

V̇ (Xa) 6 XT
a Π21Xa, (35)

式中

Π21 =AT
20P2 + P2A20 + (B20K2)

TP2 +

P2B20K2+ α−1
2 FT

a1Fa1+ α2P2Ea1E
T
a1P2+

β−1(Fa2K2)
TFa2K2 + βP2Ea2E

T
a2P2.

如果Π21<0成立,有V̇ (Xa)<0,则角度闭环系统
(28)内部稳定.
在角度闭环系统内部稳定且W2 ̸≡0的情况下. 对

于给定正常数γ2,考虑H∞性能指标

JT =
w +∞

0
[Y T

a Ya − γ2
2W

T
2 W2]d(t). (36)

因为角度闭环系统内部稳定,则有V (Xa(+∞))

= 0,且系统初始条件为零,所以

JT =
w +∞

0
[Y T

a Ya − γ2
2W

T
2 W2 +

d

dt
V (Xa)]d(t) 6

w +∞

0

[
Xa

W2

]T

Π22

[
Xa

W2

]
d(t), (37)

式中Π22 =

[
CT

2

0

]
[C2 0] +

[
Π21 P2B22

∗ −γ2
2I

]
.

如果Π22< 0,那么JT< 0,则角度闭环系统式(28)
和式(29)满足H∞性能指标γ2. Π23 < 0是双线性不等

式,定义Q2 =P
−1
2 ,用Q2对其左右两边分别左乘右乘

Q2,设M2 = K2Q2,可得

Q2Π3Q2 =[
Q2C

T
2 C2Q2 0

0 0

]
+

[
Q2Π2Q2 B22Q2

∗ −γ2Q2
2

]
< 0.

(38)

由引理3可知,式(38)等价于下式:
R2 (Fa1Q2)

T (Fa2M2)
T (B22Q2)

T (C2Q2)
T

∗ −α2I 0 0 0

∗ ∗ −βI 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2
2Q

2
2 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I

<0,

(39)

式中

R2 =A20Q2 +Q2A
T
20 +B20M2 +

M2B
T
20 + α2Ea1E

T
a1 + βEa2E

T
a2.

将上式与矩阵diag{I, I, I, γ−1/2
2 Q−1

2 , γ1/2
2 }进行

Hadamard乘积,等价于式(30). 对于给定正常数γ2,若
α2, β为正常数, Q2 > 0,则角度闭环系统式 (28)和
式(29)渐近稳定且满足H∞性能指标γ2. 控制器(16)增
益矩阵为K2 =M2Q

−1
2 . 证毕.

4 仿仿仿真真真及及及实实实验验验(Simulation and experiment)
实验室搭建的四旋翼无人机如图 3所示,其模型

参数标称值为m = 2.5 kg, l = 0.245m, J1 = J2 =

0.047 kg ·m2, J3 = 0.102 kg ·m2, g = 9.8m/s2.

图 3 四旋翼无人机硬件图
Fig. 3 Hardware configuration of the quad-rotor UAV

查阅文献[9, 28]知,对于某一特定四旋翼无人机,
其飞行过程中,空气动力学参数变换范围为{

0.01Ns/m 6 Ki 6 0.12Ns/m, i = 1, · · · , 6,
0.0083 6 c 6 0.24.

(40)

本文设计控制器时,考虑了转动惯量在标称值
±10%的范围内波动,以及上述空气动力学参数的变
化. 则系统误差模型式(10)–(11)中包含不确定参数的
矩阵A1, A2, B2上下界为
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Am
1 =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0−0.0535 0 0

0 0 0 0 −0.0535 0

0 0 0 0 0 −0.0535


,

AM
1 =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0−0.0045 0 0

0 0 0 0 −0.0045 0

0 0 0 0 0 −0.0045


,

Am
2 =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0−0.6950 0 0

0 0 0 0 −0.6950 0

0 0 0 0 0 −1.3072


,

AM
2 =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0−0.0474 0 0

0 0 0 0 −0.0474 0

0 0 0 0 0 −0.0891


,

Bm
2 =



0 0 0

0 0 0

0 0 0

4.7389 0 0

0 4.7389 0

0 0 4.7389


,

BM
2 =



0 0 0

0 0 0

0 0 0

5.7920 0 0

0 5.7920 0

0 0 5.7920


.

采用MATLAB的LMI工具箱求解定理1和定理2
中的LMI式(19)和式(30),取ε = 0.5, γ1 = 1, γ2 = 1,
得 到α1= 29.0557, α2= 0.3409, β= 59.8406、本

文所设计的位置控制增益矩阵和角度控制增益矩阵

K1 =−35.30 0 0 −3.68 0 0

0 −35.30 0 0 −3.68 0

0 0 −35.30 0 0 −3.68

,
(41)

K2 =

−6.56 0 0 −3.44 0 0

0 −6.56 0 0 −3.44 0

0 0 −714.9 0 0 −203.8

 .
(42)

4.1 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
本文采用MATLAB/Simulink对四旋翼无人机进

行轨迹跟踪仿真,并将所设计的鲁棒反馈控制方法与
文献[27]中内外环结构PD控制方法进行仿真对比.
假设转动惯量为标称值,空气动力学参数取0.05.

四旋翼无人机跟踪X-Y平面内的一个半径为10 m
圆,首先, 8 s时,四旋翼无人机在 2 s内垂直上升至
1 m;接着,在X-Y平面做圆形运动,周期为8 s,仿真
持续45 s,飞行速度达7.8 m/s. 其标称参数情况下的期
望轨迹和实际跟踪轨迹三维图如图4所示.

图 4 标称参数下三维轨迹图
Fig. 4 UAV trajectory in three dimensional with

the nominal parameters

从图4可以看出,尽管期望轨迹的方向快速变化,
本文所设计的鲁棒状态反馈控制方法依然可以跟踪

上期望轨迹,并有很好的跟踪效果,而且控制增益是
由LMI求出,不需要手动调节.

在标称参数下进行内外环PD控制的仿真,并将其
与本文方法进行对比,相应的位置跟踪误差和角度跟
踪误差曲线如图5–6所示.

图 5 标称参数下位置跟踪误差
Fig. 5 Simulation curves of position tracking error with

the nominal parameters
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图 6 标称参数下角度跟踪误差
Fig. 6 Simulation curves of attitude tracking error with

the nominal parameters

从图5可以看出,在X,Y方向,采用内外环PD控
制的跟踪误差达0.24 m,采用本文方法的跟踪误均小
于0.2 m;在Z方向,采用内外环PD控制的位置跟踪误
差达0.05 m,采用本文方法的位置跟踪误差小于0.025
m. 可知本文提出的控制方法位置跟踪误差更小. 从
图6可以看出,采用本文方法的角度跟踪误差小于内
外环PD控制.因此,在标称情况下,本文所提出的鲁
棒控制方法比内外环PD控制的控制效果更好.

为了验证本文方法的鲁棒性,假设空气阻力系数
和转动惯量等参数存在不确定性,空气阻力系数和升
力系数在取值范围内随机变化,转动惯量在标称值上
下10%范围内随机变化. 在此条件下,内外环PD控制
和本文控制方法仿真的跟踪误差如下图7–8所示.

图 7 不确定参数下位置跟踪误差
Fig. 7 Simulation curves of position tracking error with

the uncertain parameters

图 8 不确定参数下角度跟踪误差
Fig. 8 Simulation curves of attitude tracking error with

the uncertain parameters

从图7–8可以看出,在不确定参数下,两种控制方
法的位置跟踪误差和角度跟踪误差都出现了一定的

波动.在X轴、Y轴方向,采用内外环PD控制的跟踪
误差增加量达0.02 m,增幅约8%,而采用本文方法的
位置跟踪误差仅增加了0.002 m,增幅不足1%;在Z轴
方向,采用内外环PD控制的位置跟踪误差增幅大于本
文方法. 从图8可以看出,采用本文方法的角度误差增
加量小于内外环PD控制.在14 s附近,采用内外环PD
控制的滚转角跟踪误差增加量达到0.95◦,采用本文方
法的滚转角跟踪误差仅增加了0.38◦;在12 s附近,采
用内外环 PD控制的俯仰角跟踪误差增加量达到
1.05◦,增幅约9.5%,而采用本文方法的俯仰角跟踪误
差增加量仅有0.14◦,增幅仅2.2%. 从上面的分析可知,
本文提出的方法有较强的鲁棒性.

为了验证本文提出方法具有抑制外部有界扰动的

能力,本文进行参数不确定情况下的仿真,初始点为
(0, 0, 0), 8 s∼12 s达到设定点(0.5, 0.5, 0.5),保持稳定;
18 s∼31 s,对位置和角度方向同时加入幅值为0.22的
正弦扰动.在此条件下,内外环PD控制和本文控制方
法仿真的角度曲线和位置曲线如下图9–10所示.
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图 9 位置曲线

Fig. 9 Simulation curves of position

图 10 角度曲线

Fig. 10 Simulation curves of attitude

从图9–10中看出,采用本文方法的位置误差和角
度跟踪误差均明显小于内外环PD控制.在31 s时,扰动
结束,本文设计的控制器比内外环PD控制更快地回到
平衡状态. 所以本文方法设计的控制器有抑制外部扰
动的能力,并且在扰动消失后能快速回到平衡状态.

4.2 实实实验验验结结结果果果(Experiment results)
实验室搭建的实验平台通过pixhawk实时读取陀

螺芯片、加速度计、气压芯片、GPS等的数据获取实
时状态信息;接着,根据初始设定轨迹及所设计控制
算法,得出设计的电机转速值;最后,将期望转速值转
换为PWM信号,并输出至电子调速器控制电机转速;
与此同时,该系统将实时状态信息通过数传传入 PC
机.

采用式(41)和式(42)所示的控制器,本文进行了室
外轨迹跟踪实验验证所设计方法的有效性,四旋翼无
人机跟踪X-Y平面内的一个圆形轨迹,进行一个整圆
的飞行时间为 40 s. 首先, 18 s时,四旋翼无人机在2 s
内垂直上升至1 m;接着在X-Y平面做半径为4/3 m的
圆形运动,仿真持续200 s. 室外飞行环境以及实验结
果如图11–14所示.

从图12中看出,本文所设计方法比内外环PD控制
跟踪效果更好,位置跟踪误差均小于内外环PD控制;
从图13中可看出,相比于内外环PD控制,采用本文方
法的滚转角和俯仰角误差更小,偏航角误差相差不大.

从上面的分析可知,在复杂的室外环境下,本文提出
鲁棒控制方法能够较好地克服外界不确定性扰动的

影响,跟踪效果优于内外环PD控制方法.

图 11 室外飞行环境

Fig. 11 The outdoor experiment

图 12 室外实验的位置曲线

Fig. 12 Position curves of the outdoor test

图 13 室外实验的角度误差曲线

Fig. 13 Attitude error curves of the outdoor test
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图 14 设计控制器的输入

Fig. 14 Control inputs by proposed controller

5 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了多变量、强耦合和参数不确定的四

旋翼无人机系统,提出了基于区间矩阵的状态反馈
鲁棒控制器设计方法. 四旋翼无人机控制系统被解
耦为两部分: 内环角度控制系统和外环位置控制系
统,对系统中不确定升力系数和阻力系数及难以精
确测量的转动惯量,引入区间变量描述. 得到系统
误差模型. 对内外环设计鲁棒H∞反馈控制器实现

三维轨迹实时跟踪并有效抑制有界外部扰动,所设
计的控制器对于飞行环境的变化具有更强的鲁棒

性,并且控制参数只需通过LMI求解就可以得到,不
需要手动调节. 最后,仿真对比结果和实验结果证
明了本文所提出的控制方法的鲁棒性和有效性.
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