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摘要:对于线性离散随机广义系统,利用增广状态方法将平滑器问题转化为增广状态的滤波器问题.基于极大似
然线性估计准则,提出了最优的满阶平滑器,其中增广状态滤波器的误差方差阵满足广义Riccati方程. 当线性离散
广义系统的过程噪声和观测噪声的方差不确定时,基于极大极小鲁棒设计原理和最优满阶平滑算法,得到了鲁棒满
阶平滑器. 应用动态误差方差分析方法证明了其鲁棒性,即鲁棒平滑误差方差阵存在一个上界方差矩阵. 数值仿真
例子验证了其有效性和正确性.
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Abstract: For the linear discrete stochastic descriptor systems, the smoothing problem has been transformed to the
filtering problem of one augmented state. Based on the maxinum likelihood (ML) linear estimation criterion, the optimal
full-order smoothers are presented, where the filtering error variance of the augmented state is presented based on the
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order smoothing algorithm. Applying the dynamic error variance analysis (DEVA) method, the robustness is proved,
i.e., the variance matrices of the robust smoothers have upper bound variance matrices. Simulation example verifies the
effectiveness.

Key words: descriptor systems; optimal full-order smoothers; robust full-order smoothers; robustness; dynamic error
variance analysis (DEVA) method

Citation: DOU Yinfeng, SUN Shuli, RAN Chenjian. Optimal and robust full-order smoothers for linear descriptor
systems. Control Theory & Applications, 2018, 35(2): 207 – 214

1 引引引言言言(Introduction)
广义系统也即奇异系统[1],它能够更准确的刻画

和表达一些复杂的系统,如投入产出经济系统、电路
系统、飞行器系统、电力系统等. 正常系统可以看作
广义系统的特殊形式. 正常系统的状态估计问题已经
得到了深入的研究,且广义系统的状态估计问题也得
到了广泛的关注. 处理广义系统滤波问题的方法主要
有降阶滤波方法[2–3]、满阶Kalman滤波方法[4–5]和满

阶Wiener滤波方法[6–7]. 降阶Kalman滤波方法是利用
线性变换将广义系统状态空间表达式转化为两个互

耦的降阶正常系统,再基于经典Kalman滤波方法得到
其最优的Kalman滤波器. 满阶Kalman滤波方法是利
用极大似然估计准则,得到基于广义Riccati方程的递
推Kalman滤波器[4–5]. 满阶Wiener滤波器则是基于现
代时间序列分析方法,需要求解广义系统的新息模型.
对于离散广义系统的平滑器问题,文献[8]先将广义系
统转化为带邻近相关噪声的正常系统,从而求解该正
常系统的平滑器. 本文利用增广状态方法,将广义系
统的平滑器问题转化为增广状态的滤波器问题,再基
于极大似然估计准则提出该增广状态的递推满阶滤
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波器.

经典Kalman滤波方法[9]假设系统模型和噪声方差

都精确已知. 但是,当系统模型参数或噪声方差不确
定时, Kalman滤波器的性能较差甚至发散.这一缺点
推动了鲁棒滤波器的发展[10–13]. 鲁棒滤波器的设计
原理是寻求一个滤波器,使得由所容许的不确定性引
起的实际滤波方差被保证存在一个最小上界. 解决鲁
棒滤波问题主要有3种方法: Riccati方程方法[10]、线

性矩阵不等式方法[11]和Lyapunov方程方法[12]. 已有
文献[10–11]的局限性是仅限于模型参数是不确定的
非广义系统,文献[12–13]针对带不确定参数和噪声方
差非广义系统提出了一种鲁棒Kalman滤波器,并利
用Lyapunov方程方法和动态误差方差系统分析方法
证明了其鲁棒性. 对于带不确定噪声方差的广义系
统[14],一种极大极小鲁棒滤波器被提出.它提出的是
一种降阶处理的方法,且采用博弈论的方法证明了其
估值性能,证明方法比较复杂. 而对于带不确定噪声
方差的广义系统的鲁棒满阶平滑估计问题,目前还没
有解决.

因此,本文分别针对带已知噪声统计和不确定噪
声统计的广义系统,分别研究其最优和鲁棒满阶平滑
器问题.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下线性离散随机广义系统:

Mx(k + 1) = Φx(k) + Γw(k), (1)

y(k + 1) = Hx(k + 1) + v(k), (2)

其中: k是离散时间, x(k) ∈ Rn是状态, w(k) ∈ Rr是

过程噪声, y(k) ∈ Rm和v(k) ∈ Rm分别是观测和观

测噪声, M,Φ, Γ和H为相应维数的常矩阵.

假假假设设设 1 M是奇异矩阵,且系统是正则的,即
det(zM − Φ) ̸≡ 0, z为任意复数.

假假假设设设 2 系统完全可观,即对于任意复数z,

rank

[
zM − Φ

H

]
= n, rank

[
M

H

]
= n. (3)

假假假设设设 3 过程噪声w(k)和观测噪声v(k)是带零

均值、方差分别为Qw和Qv的不相关高斯白噪声,即

E{
[
w(t)

v(t)

]
[wT(k) vT(k)]}=

[
Qw 0r×m

0m×r Qv

]
δtk,

(4)

其中: 符号E代表数学期望,上标T代表矩阵转置, δtk
是Kronecker delta函数,满足δtt = 1, δtk = 0(t ̸= k),
0n×r代表n× r维的零矩阵.

假假假设设设 4 初值x(0)为独立于w(k)和v(k)的高斯

随机变量,其均值为µ0,方差为P0 > 0n×n.

问题是如何获得线性离散随机广义系统(1)和
(2)的最优满阶平滑器x̂(k −N |k)(N > 0),以及当噪
声方差不确定时,如何获得其鲁棒满阶平滑器x̂r(k −
N |k)(N > 0).

3 最最最优优优满满满阶阶阶平平平滑滑滑器器器(Optimal full-order smoo-
thers)
基于增广状态方法,将广义系统(1)–(2)的最优满

阶平滑器问题转化为最优满阶滤波器问题.

考虑如下未知n维向量x的估计问题

y = H x+ v, (5)

其中: y ∈ Rp为观测向量, v为均值为零、方差为R的

高斯随机向量.

引引引理理理 1 [4, 15] 对于观测方程 (5),当 rank[H] =

dim(x)时,状态x存在唯一的极大似然估计x̂ML为

x̂ML = [0 I]

[
R H

HT 0

]+ [
I

0

]
y, (6)

其估值误差方差阵为

PML = −[0 I]

[
R H

HT 0

]+ [
0

I

]
. (7)

引入增广状态xa(k)、增广观测ya(k)和增广观测

噪声va(k)为

xa(k) =


x(k)

x(k − 1)
...

x(k −N)

 , (8)

ya(k + 1) =


y(k + 1)

y(k)
...

y(k −N + 1)

 , (9)

va(k) =


v(k)

v(k − 1)
...

v(k −N)

 , N > 0. (10)

由此可以得到增广状态系统为

Maxa(k + 1) = Φaxa(k) + Γaw(k), (11)

ya(k + 1) = Haxa(k + 1) + va(k), (12)

其中:

Ma =


M 0n×n · · · 0n×n

0n×n M · · · 0n×n

...
...

...
0n×n · · · 0n×n M

 ,
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Φa=


Φ 0n×n · · · 0n×n 0n×n

M 0n×n · · · 0n×n 0n×n

0n×n M · · · 0n×n 0n×n

...
...

...
...

0n×n 0n×n · · · M 0n×n

, Γa=


Γ

0n×r

...
0n×r

0n×r

,

Ha =


H 0m×n · · · 0m×n

0m×n H · · · 0m×n

...
...

...
0m×n 0m×n · · · H

 , (13)

且由式(10)可得增广观测噪声va(k)是零均值的白噪

声,其方差Qva = E[va(k)v
T
a (k)] = QvIma×ma

,已知
xa(k) ∈Rna , ya(k) ∈Rma ,其中: na = (N+1)n, ma

= (N + 1)m.

假假假设设设 5 初值xa(0)为独立于v(k)和w(k)的高斯

随机变量,其均值为xa0,方差为Pa0 > 0na×na
.

定定定理理理 1 对于线性离散广义系统(1)–(2),在假
设1–5下,其极大似然最优满阶平滑器x̂(k −N |k)为

x̂(k −N |k) = Hsx̂a(k|k), N > 0, (14)

Hs = [0na×Nna
Ina×na

], (15)

相应的平滑误差方差阵P (k −N |k)为

P (k−N |k)=HsPa(k|k)HT
s , N > 0, (16)

P (k−N |k)=E[(x(k−N)−x̂(k−N |k))×
(x(k−N)−x̂(k−N |k))T], (17)

且增广状态xa(k)的满阶滤波器x̂a(k|k)为

x̂a(k + 1|k + 1) =

[0na×na
0na×ma

Ina×na
]×ΦaPa(k|k)ΦT

a + ΓaQwΓ
T
a 0na×ma

Ma

0ma×na
Qva Ha

MT
a HT

a 0na×na


+

×

Φax̂a(k|k)
ya(k + 1)

0na×1

 , (18)

其增广状态 xa(k)的滤波误差方差阵 Pa(k|k) =
E[(xa(k)− x̂a(k|k))(xa(k)− x̂a(k|k))T]满足如下广
义Riccati递推表达式:

Pa(k + 1|k + 1) =

−[0na×na
0na×ma

Ina×na
]×ΦaPa(k|k)ΦT

a + ΓaQwΓ
T
a 0na×ma

Ma

0ma×na
Qva Ha

MT
a HT

a 0na×na


+

×

 0na×na

0ma×na

Ina×na

 , (19)

初值Pa(0|0) = Pa0.

证证证 定义增广状态xa(k)的滤波误差x̃a(k|k) =
xa(k)− x̂a(k|k),可以得到

Φax̂a(k|k) = Φaxa(k)− Φax̃a(k|k), (20)

其中x̃a(k|k)为独立于w(k)的零均值高斯变量,其方
差为Pa(k|k).
由式(11)可得到如下结果:

Φax̂a(k|k) =Maxa(k + 1)− Φax̃a(k|k)−
Γaw(k). (21)

结合式(12),可以得到如下扩展的观测方程:[
Φax̂a(k|k)
ya(k + 1)

]
=

[
Ma

Ha

]
xa(k + 1) +[

−Φax̃a(k|k)−Γaw(k)

va(k)

]
. (22)

由假设2中的式 rank

[
M

H

]
= n,以及式(13)可得

rank

[
Ma

Ha

]
= (N + 1)n = dim(xa). (23)

应用引理 1,对于方程 (22)可以得到增广状态
xa(k)的极大似然最优满阶滤波器如式(18)所示,滤波
误差方差阵如式(19)所示.

由式(8)和式(15)可以得到

x(k −N) = Hsxa(k). (24)

对式(24)两边同时取射影可以得到状态x(k)的平滑

器x̂(k−N |k)如式(14)所示. 式(24)减去式(14)可得到
平滑误差为

x̃(k −N |k) = Hsx̃a(k|k). (25)

由此可以得到广义系统状态量的平滑误差方差

阵P (k−N |k)= E[x̃(k−N |k)x̃T(k−N |k)]如式(16)
所示. 证毕.

注注注 1 本文利用增广状态方法将广义系统(1)–(2)的平

滑器问题转化为增广状态广义系统(11)–(12)滤波器问题.由

式(8)和式(9)可知增广状态量xa(k)的维数为(N + 1)n,增广

观测量ya(k)的维数为(N + 1)m,相比于原状态量和观测量

的维数,增大了N + 1倍. 因此在满阶平滑器的计算过程中,

计算量会大幅增加. 但是该方法是基于滤波算法直接得出的

结果,计算过程比较简单,特别是当N较小时,该算法还是可

行的.
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4 鲁鲁鲁棒棒棒满满满阶阶阶平平平滑滑滑器器器及及及其其其鲁鲁鲁棒棒棒性性性分分分析析析(Robust
full-order smoothers and robustness analy-
sis)
当广义系统(1)–(2)中的过程噪声w(k)的方差Qw

和观测噪声v(k)的方差Qv都不确定时,用上述方法所
得到平滑器的性能较差,甚至易发散.为了解决该问
题,提出如下鲁棒平滑算法.

4.1 鲁鲁鲁棒棒棒满满满阶阶阶平平平滑滑滑器器器(Robust full-order smoothers)

假假假设设设 6 过程噪声w(k)和观测噪声v(k)是带零

均值、未知不确定实际方差Qw和Qv的不相关白噪声,
且满足如下不等式:

Qw 6 Q̄w, Qv 6 Q̄v, (26)

其中Q̄w和Q̄v分别为Qw和Qv的已知保守上界,且带
不确定噪声方差的增广状态xa(k)的实际估值方差阵

初值Par(0|0)有如下已知上界方差初值P̄a(0|0),也即

Par(0|0) 6 P̄a(0|0). (27)

所谓的广义系统鲁棒平滑问题是指对带不确定噪

声方差的系统设计一个平滑器x̂r(k −N |k),对所容
许的满足式(26)和式(27)的不确定噪声方差Qw, Qv和

不确定初值Par(0|0),使其相应的实际估计误差方差
阵Pr(k −N |k)保证存在最小的上界P̄ (k −N |k).
引引引理理理 2 [16] 设R是半正定矩阵, U是列满秩矩阵.

于是有

[0 I](

[
R U

UT 0

]†

+

[
R U

UT 0

]† [
R 0

0 0

]
×

[
R U

UT 0

]†

)

[
0

I

]
= 0, (28)

[0 I]

[
R U

UT 0

]† [
U

0

]
= I. (29)

定定定理理理 2 对于带不确定噪声方差Qw和Qv的离散

广义系统(1)–(2),在假设1–2和假设4–6下,其极大似
然鲁棒满阶平滑器x̂r(k −N |k)为

x̂r(k −N |k) = Hsx̂ar(k |k), N > 0, (30)

其中增广状态滤波器x̂ar(k|k)由如下公式递推求得.

x̂ar(k + 1|k + 1) = Ω̄(k)

Φax̂ar(k|k)
ya(k + 1)

0na×1

 , (31)

Ω̄(k) =

[0na×na
0na×ma

Ina×na
]×ΦaP̄a(k|k)ΦT

a +ΓaQ̄wΓ
T
a 0na×ma

Ma

0ma×na
Q̄va Ha

MT
a HT

a 0na×na


+

,

(32)

Ω̄(k)中的P̄a(k|k)为带上界噪声方差广义系统的上界
滤波误差方差阵,满足如下广义Riccati递推表达式:

P̄a (k + 1|k + 1) = −Ω̄(k)

 0na×na

0ma×na

Ina×na

 , (33)

则鲁棒满阶平滑器x̂r(k −N |k)的平滑误差方差阵为

Pr(k −N |k) = HsPar(k|k)HT
s , N > 0, (34)

其增广鲁棒满阶滤波器x̂ar(k|k)的滤波误差方差阵
Par(k|k) = E[x̃ar(k|k)x̃T

ar(k|k)]为

Par(k + 1|k + 1) =

Ω̄(k)×ΦaPar(k|k)ΦT
a + ΓaQwΓ

T
a 0na×ma

0na×na

0ma×na
Qva 0ma×na

0na×na
0na×ma

0na×na

×

Ω̄T(k). (35)

证证证 定义带保守上界方差Q̄w和Q̄v的广义系统为

带不确定噪声方差Qw和Qv的广义系统的最坏情形的

保守广义系统.利用定理1的方法,可以得到该保守广
义系统的极大似然满阶平滑器.

但是该保守广义系统的极大似然满阶平滑器中的

保守观测yr(k)是未知不可得的,而带未知不确定噪声
统计的广义系统的实际观测是已知可得. 因此用实际
观测代替保守观测从而引出增广状态的实际满阶滤

波器x̂ar(k|k)如式(31)所示,则原状态的实际满阶平
滑器x̂r(k −N |k)如式(30)所示.

定义实际满阶滤波器和平滑器为鲁棒满阶滤波器

和平滑器. 在该实际满阶滤波器和平滑器中,观测量、
过程噪声和观测噪声分别是实际观测、实际过程噪声

和实际观测噪声.

下面求解鲁棒平滑器或鲁棒滤波器的估值误差方

差阵Pr(k −N |k)和Par(k|k).
定义增广状态xa(k)的鲁棒滤波误差x̃ar(k|k) =

xa(k)− x̂ar(k|k),可以得到

Φax̂ar(k|k) = Φaxa(k)− Φax̃ar(k|k).

结合实际观测方程(12),可以得到如下扩展的观测
方程[

Φax̂ar(k|k)
ya(k + 1)

]
=

[
Ma

Ha

]
xa(k + 1) +[

−Φax̃ar(k|k)−Γaw(k)

va(k)

]
, (36)

其中w(k)和va(k)为带未知不确定噪声方差的不相关

白噪声.

将式(36)代入到式(31)中可以得到

x̂ar(k + 1|k + 1) =
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Ω̄(k)

 Ma

Ha

0na×na

xa(k + 1) +

Ω̄(k)

−Φax̃ar(k|k)− Γaw(k)

va(k)

0na×1

 . (37)

由式(29)可得

Ω̄(k)

 Ma

Ha

0na×na

 = Ina
, (38)

也即

x̃ar(k + 1|k + 1) =

xa(k + 1)− x̂ar(k + 1|k + 1) =

Ω̄(k)

Φax̃ar(k|k) + Γaw(k)

va(k)

0na×1

 . (39)

因此,可以得到增广状态xa(k)的鲁棒滤波误差方

差阵Par(k|k)为式(35). 相应地,可以得到原广义系统
的鲁棒满阶平滑误差方差阵Pr(k −N |k)为式(34).

证毕.

4.2 鲁鲁鲁棒棒棒性性性分分分析析析(Robustness analysis)

定定定理理理 3 对于带不确定噪声方差Qw和Qv的广义

系统,在假设1–2和假设4–6下,定理2所提出的鲁棒满
阶平滑器是鲁棒的,也即对所有容许满足式(26)和式
(27)的Qw, Qv和Pa(0|0),相应的鲁棒平滑误差方差阵
Pr(k −N |k)存在一个上界方差阵P̄ (k −N |k),即

Pr(k −N |k) 6 P̄ (k −N |k). (40)

证证证 根据引理2,由式(33)给出的增广状态xa(k)

的滤波误差方差阵的上界方差P̄a(k|k)也可表示为

P̄a(k + 1|k + 1) =

Ω̄(k)×ΦaP̄a(k|k)ΦT
a + ΓaQ̄wΓ

T
a 0na×ma

0na×na

0ma×na
Q̄va 0ma×na

0na×na
0na×ma

0na×na

×
Ω̄T(k). (41)

设∆(k) = P̄a(k|k)− Par(k|k),则可以得到如下
动态误差方差系统:

∆(k + 1) = Ψ(k)∆(k)ΨT(k) + U(k), (42)

其中:

Ψ(k) = Ω̄(k)

 Φa

0ma×na

0na×na

 , (43)

U(k) = Ω̄(k)×Γa[Q̄w −Qw]Γ
T
a 0na×ma

0na×na

0ma×na
Q̄va −Qva 0ma×na

0na×na
0na×ma

0na×na

×

Ω̄T(k). (44)

由式(26)可得

Q̄w −Qw > 0r×r, Q̄va −Qva > 0ma×ma
, (45)

且Ω̄(k)是na × na维矩阵,因此可得U(k)是非负定的,
也即有

U(k) > 0na×na
. (46)

由式(27)可得

∆(0) = P̄a(0|0)− Par(0|0) > 0na×na
. (47)

由式(42)和式(46)可得

∆(1) > 0na×na
. (48)

应用引理3和数学归纳法,对所有时刻k都有

∆(k) > 0na×na
, (49)

也即

Par(k|k) 6 P̄a(k|k). (50)

特殊情况: 取 Qw=Q̄w, Qv = Q̄v 和 Par(0|0) =
P̄a(0|0)时,约束条件式 (26)–(27)成立. 于是可得
Par(k|k) = P̄a(k|k). 因此可得P̄a(k|k)是实际误差方
差阵Par(k|k)的最小上界误差方差阵.

根据式(34)可以得到原始状态量的鲁棒平滑误差
方差阵Pr(k −N |k)存在一个上界,也即式(40)成立,
其中P̄ (k −N |k) = HsP̄a(k|k)HT

s . 证毕.

5 仿仿仿真真真例例例子子子(Simulation example)
考虑如下线性定常离散广义系统:1 0 0

0 1 0

0 0 0

x(k + 1) =

 0.4 0 0

−0.7 0.5 0

−0.25 0 0.25

x(k) +

 1

−1

−0.5

w(k), (51)

y(k + 1) = [1 1 1]x(k + 1) + v(k), (52)

其中: 状态量x(k) = [x1(k) x2(k) x3(k)]
T,过程噪

声w(k)和观测噪声v(k)是零均值,方差分别为Qw =

0.7和Qv = 0.8的独立高斯白噪声, y(k)是观测. 求最
优和鲁棒满阶1步平滑器.

1) 当Qw和Qv精确已知时,利用定理1可以得到
最优满阶平滑器x̂(k − 1|k)的仿真图形如图1所示,其
中: 实线代表真实值,虚线代表平滑估值.由图1可见
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本文所提出算法的有效性.

为了比较本文和相关文献所提出的平滑器的精度

关系,图2给了基于本文算法和文献[2, 8]算法的平滑
误差方差阵的迹的比较图,其中trPfull2(k − 1|k)采
用的是基于文献[8]的满阶估计方法的平滑误差方差
阵的迹, trPreduce(k − 1|k)采用的是基于文献[2]的
降阶估计方法的平滑误差方差阵的迹. 可见本文所提
出的平滑算法的精度要低于文献[2, 8]的精度,这是由
于文献[2, 8]的方法是基于最小方差估计准则,而本文
是基于极大似然估计准则,但本文的算法最大的优点
是该算法较简洁.

图 1 状态和最优满阶1步平滑器x̂(k − 1|k)
Fig. 1 State and optimal full-order 1-step smoother x̂(k− 1|k)

图 2 基于不同方法的平滑误差方差阵的迹的比较
Fig. 2 Traces of several smoothing error variance matrices

based on different methods

2) 当噪声方差Qw和Qv都不确定时,其上界为Q̄w

和Q̄v,也即满足关系Qw 6 Q̄w 和Qv 6 Q̄v,在仿真
中取Qw = 0.7, Qv = 0.8, Q̄w = 1, Q̄v = 1.2.

鲁棒1步平滑误差方差阵Pr(k − 1|k)和保守系统
的上界滤波方差P̄ (k − 1|k)在k = 300时的取值由

表1给出.仿真结果显示P̄ (k − 1|k)− Pr(k − 1|k)的
特征值都大于0,也即验证了精度关系(40).

表 1 鲁棒1步平滑误差方差阵及其上界方差阵
在k = 300的值

Table 1 Robust 1-step smoothing error variance matrix
and its upper variance matrix at k = 300

k = 300

P̄ (k − 1|k)

 0.2827 − 0.3874 0.1046

−0.3874 0.8448 − 0.4574

0.1046 − 0.4574 1.5528


Pr(k − 1|k)

 0.1913 − 0.2620 0.0707

−0.2620 0.5712 − 0.3092

0.0707 − 0.3092 1.0386


[P̄ (k − 1|k)−
Pr(k − 1|k)] 0.0243, 0.2554, 0.5995
的特征值

定义平滑器在时刻k处的均方误差值MSE(k)为

MSE(k) =
1

50

50∑
m=1

[x̃(m)T
r (k − 1|k) x̃(m)

r (k − 1|k)],

其中: x̃(m)
r (k− 1|k) = x(m)

r (k− 1)− x̂(m)
r (k− 1|k),

x(m)(k)为x(k)的第m个实现, x̃(m)
r (k−1|k)分别表示

x̃r(k − 1|k)的第m个实现.

对带不确定噪声方差Qw和Qv的鲁棒满阶平滑器

进行50次Monte Carlo仿真. MSE仿真结果如图3所示,
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其中trPr(k−1|k)和tr P̄ (k−1|k)分别为Pr(k−1|k)
和 P̄ (k − 1|k)的迹. 从仿真结果可见鲁棒平滑器的
MSE曲线在鲁棒平滑误差方差阵的迹的曲线上下波
动,它们都位于上界方差阵的迹的曲线下面,也即估
值误差方差阵存在一个上界方差.

3) 假设未知噪声方差Qw和Qv满足如下条件:

Qw(k) = 0.8 + 0.2 sin
2πk

100
,

Qv(k) = 0.9 + 0.3 sin
2πk

70
.

(53)

易知每一时刻的Qw(k)和Qv(k)均满足条件(26).

图4给出了的鲁棒平滑器的误差方差阵的仿真结
果,其中P̄jj(k− 1|k)和Prjj(k− 1|k)为P̄ (k− 1|k)和
Pr(k−1|k)的第(j, j)位置元素.从图4可见, Pr(k−1|
k)的主对角元素分别位于P̄ (k − 1|k)的主对角元素
的下面,也即验证了精度关系式(40).

图5给出了P̄ (k − 1|k)− Pr(k − 1|k)分别在k =

1 ∼ 300时的3个特征值di(i = 1, 2, 3)的仿真图形. 如
图5所示, P̄ (k − 1|k)− Pr(k − 1|k)的所有的特征值
都大于等于0,也即P̄ (k − 1|k)− Pr(k − 1|k)是半正
定的.

图 3 鲁棒平滑器的MSE仿真图形

Fig. 3 MSE curve of the robust smoother

图 4 鲁棒平滑误差方差阵Pr(k − 1|k)和上界方差
P̄ (k − 1|k)的主对角元素Prjj(k − 1|k)和
P̄jj(k − 1|k)

Fig. 4 Main diagonal elements Prjj(k − 1|k) and
P̄jj(k − 1|k) of robust smoothing error variances

Pr(k − 1|k) and upper variances P̄ (k − 1|k)

图 5 P̄ (k − 1|k)− Pr(k − 1|k)的特征值di

Fig. 5 Eigenvalues di of P̄ (k − 1|k)− Pr(k − 1|k)

6 结结结论论论(Conclusions)
对于线性定常离散随机广义系统,利用增广状态

方法,将平滑器问题转化为增广状态的滤波器问题.
再利用极大似然估计准则得到基于广义Riccati方程
的递推满阶平滑器. 当离散广义系统带有不确定噪声
统计时,利用极大极小鲁棒设计原则,提出了鲁棒满
阶平滑器及其平滑误差方差阵,并证明所得到的鲁棒
估值误差方差阵存在一个上界方差矩阵.
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