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摘要: Petri网和有限自动机是离散事件动态系统的两类主要研究内容.而Petri网系统的能观性分析与判别是基
于Petri网的实际系统设计、优化、监测及控制的重要基础. 以往关于Petri网能观测性的研究缺乏定量化的充要判别
条件.本文利用代数矩阵方法研究了带有输出的有界Petri网系统的能观性问题.首先,基于矩阵的半张量积,将带有
输出的有界Petri网系统的动态行为以线性方程组的形式建立了数学模型. 然后,针对初始标识和当前标识,介绍了
两种能观性定义.最后,基于矩阵运算建立了关于有界Petri网系统能观性的几个充分必要条件,并给出严格证明. 数
值算例验证了理论结果.本文提出的方法实现了有界Petri网系统能观性的矩阵运算,易于计算机实现.
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Abstract: Petri nets and finite automata are two main kinds of research contents in discrete event dynamic systems.
The observability analysis and judgement of Petri nets are essential for the design, optimization, monitoring and control
of actual systems, but quantitative necessary and sufficient conditions for observability are inexistent during existing re-
search literature. This study investigates the observability problem of bounded petri net systems with outputs via a matrix
approach. Firstly, several different petri nets with outputs are introduced. Secondly, using semi-tensor product of matrices,
the mathematical modeling of dynamical behavior of bounded petri net systems with outputs is established in the form
of linear equations. Thirdly, two different observability definitions, either for initial marking or current marking, are in-
troduced. Finally, some matrix-form necessary and sufficient conditions for both the initial and current marking are first
proposed. The proposed approach realizes the matrix operation for the observability of bounded petri net systems and it
can be realized easily by computer.
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1 引引引言言言(Introduction)
离散事件动态系统是以事件驱动状态演化的动态

系统且它的状态集是离散的. 它常见于计算机通信网

络,城市交通网络,柔性制造系统等.

能观性是动态系统的一个重要性质,针对基于时
间驱动的动态系统的能观性研究已经有很完整的理
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论结果.在基于事件驱动的离散事件动态系统研究中,
自动机和Petri网是最主要的两种模型与方法[1–2],其
中自动机的能观性已经有较多文献研究[3–4],而目前
关于Petri网能观性的研究结果较少,具体文献介绍
如下.

文献[5–6]主要研究了基于变迁观测的Petri网标
识的可估计性问题,并给出了估计算法. 它们所研究
的Petri网称之为标签Petri网,即观测信息来源于发生
变迁. 基于部分能观标签Petri网的故障诊断或控制器
设计等问题也被广泛研究,例如最近的文献[7–8]
也是以部分能观的标签Petri网为研究对象进而讨论
其控制器设计问题.而文献[9–10]以一种更普遍的
Petri网系统为基础研究了诊断问题,即这类Petri网是
变迁和库所部分能观的,也称之为带有部分能观测库
所的标签Petri网. 可见Petri网的能观性对于其他问题
的研究至关重要,所以本文主要研究Petri网能观性的
判定条件.在以上两种关于能观性的Petri网结构的基
础上,文献[11–12]归纳给出了较全面的研究能观性
的Petri网结构的定义.其中主要分为3种: 观测信息来
源于发生变迁,观测信息来源于可达标识和观测信息
同时来源于发生变迁和可达标识. 本文的研究对象即
为这3种最普遍的能观性Petri网结构.

矩阵的半张量积作为一种新的矩阵乘法[13],首先
在布尔网络领域取得了有效成果[14–17]. 随后,它也被
应用于有限自动机[4]、petri网[18–19]、博弈论等领域.
特别地,对于布尔网络和自动机的能观性,利用矩阵
的半张量积,文献[4, 15–17]已经给出了能观性的充要
条件.那么对于Petri网的能观性,本文的目的就是用
矩阵的半张量积给出基于矩阵的充要条件.

本文的主要贡献分为以下3部分: 第一,利用矩阵
的半张量积,给出了带有输出的有界Petri网动态行为
的矩阵模型,使得可以用矩阵运算研究Petri网的能观
性条件.传统的Petri网能观性的研究大多是基于形式
语言或者可达图,所以本文的优点就是以矩阵运算的
形式给出了能观性的判定条件.第二,针对初始标识
和当前标识的两种能观性定义,构建了两个矩阵以得
到判断能观性的充分必要条件.本文所给出的能观性
的4个充要条件都是基于矩阵运算的,易与计算机实
现.

本文具体内容安排如下. 第2节主要介绍矩阵的半
张量积和Petri网的基本知识与符号.第3节介绍了3种
Petri网的观测网结构和两种不同的能观性定义,同时
观测Petri网结构的数学模型也被给出.第4节得出了
初始标识两种能观性的基于矩阵形式的充要条件.同
样,当前标识两种能观性的充要条件在第5节给出.
第6节用一个简单的例子说明了以上能观性条件的运
算过程.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
2.1 基基基本本本符符符号号号(Notations)

1) N (N+)表示非负整数(正整数)的集合.

2) Rn表示n维列向量的集合.

3) 11×b = [1, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
b

].

4) Mm×n表示m× n维实矩阵的集合.

5) colj(M)表示矩阵M的第j列; col(M)表示

矩阵M的列集合.

6) δkn表示单位矩阵In的第k列, k = 1, 2, · · · , n.
同时令δ0n := [0 0 · · · 0]T.

7) ∆n := {δ1n, δ2n, · · · , δnn}; ∆̄n:={δ0n, δ1n, · · · ,
δnn}.

8) 如果矩阵M∈Mm×n 满足 col(M) ⊆ ∆m

(col(M) ⊆ ∆̄m),那么M称为逻辑矩阵(广义逻辑矩
阵). 并且令Lm×n(L̄m×n)表示m× n维逻辑矩阵(广
义逻辑矩阵)的集合.

9) 如果矩阵M ∈ Lm×n(M ∈ L̄m×n),那么矩阵
M 可以表示为M = [δi1m δi2m · · · δinm ],并且简记为
M := δm[i1 i2 · · · in],其中0 6 ik 6 m, k = 1, 2,

· · · , n.

10) 矩阵A = (aij)m×n和B的张量积定义如下:

A⊗B =


a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

...
...

...
am1B am2B · · · amnB

 .

2.2 矩矩矩阵阵阵的的的半半半张张张量量量积积积 (Semi-tensor product (STP)
of matrices)
本小节仅介绍本文所用到的关于矩阵半张量积的

知识. 关于矩阵半张量积更详细的介绍见文献[13].

定定定义义义 1 [13] 矩阵A ∈ Mm×n和B ∈ Mp×q的半

张量积定义为

AnB = (A⊗ Is/n)(B ⊗ Is/p), (1)

其中: s为n与p的最小公倍数,记作s = lcm(n, p).

例例例 1 [0 1]T n [1 0]T = [0 0 1 0]T,

[1 1]n [1 0] = [1 1 0 0].

注注注 1 矩阵的半张量积是普通矩阵乘法的推广,即当

n = p, AnB = AB.

引引引理理理 1 [16] 对于任意两个列向量X ∈ Rn和Y ∈
Rm,存在换位矩阵W[m,n] ∈ Lmn×mn使得

X n Y = W[m,n] n Y nX, (2)

其中: W[m,n] = δmn[1,m+1, 2m+1, · · · , (n−1)m+
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1, 2,m+ 2, 2m+ 2, · · · , (n− 1)m+ 2, · · · ,m, 2m,

3m, · · · , nm].

引引引理理理 2 [20] 若∆d
mk = nk

i=1δ
ji
m是k个m维逻辑列

向量δjim(i = 1, 2, · · · , k)的半张量积,则这k个m维逻

辑列向量的值分别求得为δjim=Sk
i n δdmk (i=1, 2, · · · ,

k),其中Ed = [Im, · · · , Im︸ ︷︷ ︸
m

],以及Sk
i (i = 1, 2, · · · , k)

的值如下: 

Sk
1 = Ek−1

d nW[m,mk−1],
...

Sk
i = Ed

k−1 nW[mi,mk−i],
...

Sk
k = Ek−1

d .

(3)

2.3 Petri网网网(Petri nets)
本小节给出Petri网的基本定义和性质,更详细的

介绍见文献[21].

Petri网⟨N,M0⟩的网结构N是一个4元组N = (P,

T,Pre,Post),其中P = {p1, p2, · · · , pn}是有限库所
集, T = {t1, t2, · · · , tm}是有限变迁集, Pre : P × T

→ N = {0, 1, · · · }是由库所指向变迁的弧函数,
Post : T × P → N是由变迁指向库所的弧函数.

标识M ∈ Rn是一个向量,其中每个元素指的是
Petri网中的相应库所所含有的非负的托肯数,特别地,
M0表示Petri网的初始标识. 用M(p)表示库所p在标

识M下所含有的托肯的个数. t· = {p ∈ P |Post(t,
p) > 0}表示变迁t ∈ T输出库所的集合, ·t = {p ∈
P |Pre(p, t) > 0}表示变迁t ∈ T输入库所的集合.

变迁t在标识M下可以发生当且仅当它所有的输

入库所∀p ∈ ·t满足M(p) > W (p, t),记作M [t >. 假
设变迁t的发生使得标识M到达标识M ′,记作M [t >

M ′,其中M ′的每个元素的值为M ′(p) = M(p)+

Post(t, p)− Pre(p, t). 相似地, M [σ >表示变迁序

列σ = tj1tj2 · · · tjk可以在标识M下发生,进而用
M [σ > M ′表示标识M在发生变迁σ的作用下可以到

达标识M ′. L(N,M0) = {σ ∈ T ∗|M0[σ >}表示所
有在Petri网⟨N,M0⟩中可发生的变迁序列的集合.如
果存在一个发生变迁序列σ ∈ L(N,M0)使得M0[σ

> M ,称标识M在Petri网⟨N,M0⟩中可达.所有从初
始标识可达的标识的集合称为该Petri网⟨N,M0⟩的可
达集(reachability set),记作R(N,M0) .

⟨N,M0⟩称为有界Petri网系统当且仅当存在一个
非负整数k ∈ N使得所有可达标识M ∈ R(N,M0)

下的每个库所的托肯数都满足M(p) 6 k. 一个Petri
网是有界的当且仅当它的可达标识集R(N,M0)是有

界集合.

有界Petri网系统⟨N,M0⟩的动态行为用可达标识

图(reachability graph)R = (X , E, P )表示,其中: X=

R(N,M0)={M0,M1, · · · ,Mr}是可达标识集, E=

{(Mj,Mi)|Mj,Mi ∈ X , ∃tk ∈ T : Mj[tk > Mi}是
连接任意两个可达标识的弧关系的集合, P : E → T

是弧关系和变迁的对应函数,对应关系为P (Mj,Mi)

= tk当且仅当Mj[tk > Mi.

3 有有有界界界 Petri网网网系系系统统统 (Bounded Petri net sys-
tems)

3.1 3种种种有有有界界界 Petri网网网系系系统统统的的的数数数学学学模模模型型型(Mathema-
tical models of three bounded Petri net systems)
综合一直以来对Petri网的能观性或者状态估计等

问题的研究,文献[11–12]在能观性问题上将Petri网分
成了三种网系统,分别是标签Petri网(Labeled petri
nets),带有输出的标签Petri网(Labeled petri nets with
outputs)和自适应标签Petri网(Adaptive labeled petri
nets). 这3种网系统的本质区别是关于输出的定义,而
能观性定义的本质就是根据输出估计状态.

首先,标签Petri网是一个4元组G=(N,M0, Σ, ℓ),
其中, ⟨N,M0⟩是一个Petri网, Σ是字母表, ℓ : T → Σ

∪ {ε}是将每个变迁t ∈ T映射到字母表中或者空字

符的标签函数. 因为标签Petri网的输出集是Σ,所以
它的输出由发生变迁唯一决定.

带有输出的标签Petri网是一个5元组Q=(N,M0,

Σ, ℓ, f),其中, (N,M0, Σ, ℓ)是一个标签Petri网, f :

R(N,M0) → Rk是可达标识的映射函数. 因为带有
输出的标签Petri网的输出集包括两部分Σ和Rk,所以
它的输出分别是关于变迁的函数和可达标识的

函数.

自适应标签Petri网Z = (N,M0, Σ̃, ℓ̃),其中: ⟨N,

M0⟩是一个Petri网, Σ̃是字符集, ℓ̃ : R(N,M0)×T→
Σ̃ ∪ {ε}是关于可达标识和变迁的映射函数. 显而易
见,自适应标签Petri网的输出是由变迁和可达标识共
同决定的. 文献[11–12]指出在有界的情况下,标签
Petri网和带有输出的标签Petri网都可以转化为自适应
标签Petri网,即自适应标签Petri网是更为普遍的一种
网系统.

对于有界Petri网系统,文献[19]利用矩阵的半张
量积将它的动态行为表达成线性方程的形式. 基于本
文的目的是以数学的形式研究有界Petri网系统的能
观性问题,所以本小节在文献[19]的基础上,给出以上
所讨论的3种有界Petri网的数学模型.

因为自适应标签Petri网较其他两种标签Petri网是
更为普遍的一种网系统,所以以有界的自适应标签
Petri网为例陈述建模过程. 具体过程如下:

已知有界自适应标签Petri网Z = (N,M0, Σ̃, ℓ̃),
它的可达标识集,变迁集和输出集分别为X = {M0,

M1, · · · ,Mn−1}, T = {t1, t2, · · · , tm}和 Σ̃ = {y1,
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y2, · · · , yq}. 如果将每个可达标识,变迁和输出用逻
辑列向量表示,即Mi−1 ∼ δin, i = 1, 2, · · · , n, tj ∼
δjm, j = 1, 2, · · · ,m和yr ∼ δrq , r = 1, 2, · · · , q,那么
称δin, δjm和δrq是标识Mi−1,变迁tj和输出yr的列向量

形式.
利用矩阵的半张量积,文献[19]将Z中可达标识之

间的动态行为用线性方程表示如下:

x(k + 1) = Ln u(k)n x(k), (4)

其中: L ∈ L̄n×nm为Z的变迁标识转移矩阵; x(k)和
u(k)分别表示Z在k时刻的标识和变迁的列向量

形式.

注注注 2 利用矩阵的半张量积, Petri网的动态行为可表

示成矩阵代数方程4. 相比较于传统的Petri网状态方程,公

式4只含有简单的矩阵乘法且以公式4为基础,利用矩阵运算

很容易可以给出Petri网可达性,活性等动态性质的充分必要

条件,也进而可以用矩阵方法研究稳定性和能观性等性质.

同理, Z = (N,M0, Σ̃, ℓ̃)的输出关系也可以表示

成公式4的形式. 根据函数ℓ̃(tj,Mi) = yr(或者空字
符ε)可以用列向量表述为ℓ̃(δjm, δ

i
n) = δrq (δ0q ),其中,

δ0q是空字符的列向量形式. 可以构建一个输出矩阵
H ∈ L̄q×mn如下:

H = [H1 H2 · · · Hm], (5)

其中: Hj = [δj1q δj2q · · · δjnq ], j = 1, 2, · · · ,m,而δjiq
满足δjiq = ℓ̃(δjm, δ

i
n), i = 1, 2, · · · , n, 0 6 ji 6 q.

所以可以将有界自适应标签Petri网Z = (N,M0,

Σ̃, ℓ̃)的动态行为描述如下:{
x(k + 1) = Ln u(k)n x(k),

y(k) = H n u(k)n x(k),
(6)

其中: x(k), u(k)和y(k)分别表示自适应标签Petri网
Z在k时刻的标识,变迁和输出的列向量形式.
同理,有界标签Petri网G = (N,M0, Σ, ℓ)的线性

方程组形式为:{
x(k + 1) = Ln u(k)n x(k),

y(k) = H n u(k).
(7)

这里的H ∈ L̄q×m只是关于变迁的输出矩阵.
带有输出的有界标签Petri网Q = (N,M0, Σ, ℓ,

f)的线性方程组形式为
x(k + 1) = Ln u(k)n x(k),

y1(k) = H1 n u(k),

y2(k) = H2 n x(k).

(8)

这里的H1 ∈ L̄q1×m是关于变迁的输出矩阵, H2 ∈
L̄q2×n是关于可达标识的输出矩阵.

注注注 3 有界标签Petri网的式(7)和带有输出的有界标

签Petri网的式(8)经过简单的矩阵扩充和方程合并操作都可

转化为有界自适应标签Petri网的式(6),这也说明了有界自适

应标签Petri网是一种更普遍的Petri网系统.所以下节主要研

究有界自适应标签Petri网的能观性.

3.2 有有有界界界Petri网网网系系系统统统的的的能能能观观观性性性定定定义义义(Observability
definitions of Petri nets)
关于离散事件动态系统的能观性已有许多种不同

的定义,而作为离散事件动态系统最主要的建模工具
之一的Petri网,它的能观性定义自然也多种多样,但
这些定义的核心思想都是用所观察到的输出字符估

计出初始标识或当前标识. 本小节将在文献[5, 22]的
基础上,以自适应标签Petri网Z = (N,M0, Σ̃, ℓ̃)为对

象给出两种不同的能观性定义，这两种定义也被普

遍应用于研究布尔网络和自动机的能观性问题.

定定定义义义 2 自适应标签Petri网Z = (N,M0, Σ̃, ℓ̃)

关于初始标识x(0)(当前标识x(T ))是T步弱能观的,
当且仅当存在一个输入序列u(0)u(1) · · ·u(T − 1)使

得相对应的输出序列y(0)y(1) · · · y(T − 1)可以唯一

确定初始标识x(0)(当前标识x(T )).

定定定义义义 3 [22] 自适应标签Petri网Z关于初始标识

x(0)(当前标识x(T ))是T步强能观的,当且仅当对于
任意的输入序列u(0)u(1) · · ·u(T−1),每一个输出序
列y(0)y(1) · · · y(T−1)都能唯一确定初始标识x(0)

(当前标识x(T )).

注注注 4 定义3是根据文献[22]中能观性的定义所给出基

于动态模型6的新的表述,而定义2是相对于定义3给出的一

种能观性强度较弱的定义.定义2和3的区别及直观判定方法

详见第6节例证的第一部分.

4 初初初始始始标标标识识识的的的能能能观观观性性性条条条件件件(Observability
conditions of initial marking )
本节首先给出有界自适应标签 Petri网Z = (N,

M0, Σ̃, ℓ̃)的初始标识的两种能观性的矩阵判断条件.

首先,有界自适应标签Petri网Z的线性方程组公

式(6)在交换矩阵W[n,m]的作用的下可表示为{
x(k + 1) = LnW[n,m] n x(k)n u(k),

y(k) = H nW[n,m] n x(k)n u(k),
(9)

其中: LnW[n,m] ∈ L̄n×nm, H nW[n,m] ∈ L̄q×nm.

然后,表示LnW[n,m]和H nW[n,m]如下:
LnW[n,m] = δn[α1, α2, · · · , αnm],

H nW[n,m] = δq[β1,1, · · · , β1,m, · · · ,
βn,1, · · · , βn,m],

(10)

其中: 0 6 αk 6 n, k = 1, 2, · · · , nm, 0 6 βi,j 6 q,
i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m.

现在,就可以构建一个初始标识–输出矩阵,它是



第 1期 高娜等: 基于矩阵方法的有界Petri网系统的能观性分析 75

解决初始标识能观性问题的关键.具体步骤如下:

令

C0 =


β1,1 β1,2 · · · β1,m

β2,1 β2,2 · · · β2,m

...
...

...
...

βn,1 βn,2 · · · βn,m

 ∈ Mn×m. (11)

然后对于k = 1, 2, · · · ,令

Ck =


Cα1

k−1 Cα2

k−1 · · · Cαm

k−1

C
αm+1

k−1 C
αm+2

k−1 · · · Cα2m

k−1

...
...

...
...

C
α(n−1)m+1

k−1 C
α(n−1)m+2

k−1 · · · Cαnm

k−1

 ∈

Mn×mk+1

, (12)

其中Cj
k−1表示矩阵Ck−1的第j行. 特别地, C0

k−1表示

mk维的全0行向量.

现在,初始标识–输出矩阵可以定义如下:

NT−1(λ)=
T−1∑
k=0

λk(Ck⊗11×mT−1−k)∈Mn×mT

. (13)

注注注 5 初始标识–输出矩阵NT−1(λ)中的每个元素代

表的是有界自适应标签Petri网Z在时间段[0, T − 1]的输出序

列. 具体地说NT−1(λ)的第i行j列上的元素NT−1(λ)(i, j)代

表的是初始标识x0 = Mi在T步的输入序列u ∼ δj
mT下的输

出序列,其中字母λk前的系数代表的是第k步的输出.定理1

将会给出证明.

首先,令x(k, x0, u)和y(k, x0, u)是式(6)的解,其
中x(k, x0, u)是初始标识x0在输入序列u下的第k步

的可达标识, y(k, x0, u)是相应的第k步的输出.特别
地, x(0, x0, u)和y(0, x0, u)分别指初始标识和第0步
的输出序列.

定定定理理理 1 令
T−1∑
k=0

a
(k)
T−1(i, j)λ

k表示矩阵NT−1(λ)

的第i行第j列元素,那么有

y(k, δin, δ
j
mT ) = δq(a

(k)
T−1(i, j)). (14)

证证证 首先根据引理2,由输入序列u ∼ δjmT可以求

得每一步的输入δjim, i=0, 1, · · · , T−1, 16ji6m.

当k = 0时,由公式(13)得a
(0)
T−1(i, j) = βi,j1 ,而由

式(6)解得第0步的输出为y(0, δin, δ
j
mT ) = δq(βi,j1) =

δq(a
(0)
T−1(i, j)).

当k > 1时,由公式13的建立过程可以得到a
(k)
T−1

(i, j) = C
(i,j(k))
k , k = 0, 1, · · · , T − 1,其中δ

j(k)

mk+1 =

δj0m n · · ·n δjkm , C(i,j)
k 是指矩阵Ck的第i行j列. 那么

证明式(14)就变成了证明

y(k, δin, δ
j
mT ) = δq(C

(i,j(k))
k ). (15)

下面用归纳法证明式(15).

当k = 1时,

y(1, δin, δ
j
mT ) =

H nW[n,m] n x(1)n u(1) =

H nW[n,m] n LnW[n,m] n x(0)n u(0)n u(1) =

H nW[n,m] n LnW[n,m] n δin n δj1m n δj2m =

H nW[n,m] n δn(α(i−1)m+j1)n δj2m =

δq(βα(i−1)m+j1
,j2). (16)

又因为有 C
(i,j(1))
1 = βα(i−1)m+j1

,j2 ,所以 y(1, δin,

δjmT ) = δq(C
(i,j(1))
1 ).

假设1 6 k 6 T−2时,式(15)都成立,那么,当k =

T − 1时,

y(T − 1, δin, δ
j
mT ) =

y(T − 2, LnW[n,m] n δin n δj1m , δlmT−1) =

y(T − 2, δ
α(i−1)m+j1
n , δlmT−1) =

δq(C
(α(i−1)m+j1

,l)

T−2 ), (17)

其中δlmT−1 = δj1m n · · · ,nδjT−1
m .

而因为Ci,j
T−1 = C

(α(i−1)m+j1
,l)

T−2 ,证得y(T − 1, δin,

δjmT ) = δq(C
i,j
T−1).

证毕.

定定定理理理 2 有界自适应标签Petri网Z的初始标识是

弱能观(强能观)的,当且仅当矩阵NT−1(λ)存在一

列(所有的列都)满足所含各个元素都不相同.

证证证 (⇒) 如果初始标识是T步弱能观的,那么存
在一个输入序列使得对于两个不相同的初始标

识δin, δ
i′

n , i ̸= i′,它们所对应的输出序列也不相同,也
就是说肯定存在k使得两个输出序列在第k步的输出

不同.根据定理1得,矩阵NT−1(λ)肯定存在一个列使

得所含的元素不同.

(⇐) 如果矩阵NT−1(λ)存在一列满足所含各个

元素都不相同,那么对于其中的任意两个元素肯定也

不相同.假设这两个元素可表示为
T−1∑
k=0

a
(k)
T−1(i, j)λ

k和

T−1∑
k=0

a
(k)
T−1(i

′, j)λk,则肯定存在一个k使得a
(k)
T−1(i, j )̸=

a
(k)
T−1(i

′, j). 由定理1得,上述所述等价于存在一个输
入序列使得对于任意两个不同的初始标识,它们所对
应的输出序列都不完全相同.

强能观条件的证明和弱能观相似,这里就不赘述.

证毕.

5 当当当前前前标标标识识识的的的能能能观观观性性性条条条件件件 (Observability
conditions of current marking)
本节在初始标识–输出矩阵NT−1(λ)的基础上,给

出一个当前标识–输出矩阵以研究当前标识的能观性.

由式(6)求得当前标识xT和初始标识x0的关系

如下:
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x(T ) =

(LnW[n,m])
T n x(0)n u(0)n · · ·n u(T − 1) =

(LnW[n,m])
T nW[mT ,n] n u(0)n · · ·n

u(T − 1)n x(0) =

GT n u(0)n · · ·n u(T − 1)n x(0), (18)

其中GT = (LnW[n,m])
T nW[mT ,n] ∈ L̄n×nm.

将矩阵GT , NT−1(λ)分块得

GT = [G1
T G2

T · · · GmT

T ],

NT−1(λ) = [N1
T−1 N2

T−1 · · · NmT

T−1], (19)

其中: Gk
T ∈ L̄n×n, Nk

T−1∈Mn×1, k=1, 2, · · · ,mT .

现在,就可以定义当前标识–输出矩阵如下:

MT (λ) = [M1
T M 2

T · · · MmT

T ] ∈ Mn×mT

,

(20)

其中: Mk
T = Gk

TN
k
T−1 ∈ Mn×1, k = 1, 2, · · · ,mT .

下面给出定理3证明矩阵MT (λ)的每个元素都对

应于当前状态的输出序列. 在此之前,定义ȳ(k, xT ,

u)表示当前标识xT在T步的输入序列u下所对应的

第k步的输出.

定定定理理理 3 令
T−1∑
k=0

b
(k)
T−1(i, j)λ

k表示矩阵MT (λ)的

第i行j列元素,那么有

ȳ(k, δin, δ
j
mT ) = δq(b

(k)
T−1(i, j)). (21)

证证证 设经过T步输入序列u ∼ δjmT可以到达当前

标识xT ∼ δin的初始标识是x0 ∼ δrn. 那么这个初始
标识也是唯一的,因为一个初始标识在一个输入序列
下至多只能到达一个当前标识.

由矩阵MT (λ)的定义过程,可以看出当前标识所
对应的MT (λ)中的每个元素都来源于可到达它的初

始标识所对应的NT−1(λ)的元素.由定理1和以上分
析可知, MT (λ)的每个元素都代表着当前标识所对应

的输出序列,即公式(21)成立.

证毕.

注注注 6 定理3证明了矩阵MT (λ)中的每个元素都表示

当前标识在特定的输入序列下的输出序列,那么接着就可以

给出定理4用矩阵MT (λ)来判断当前标识的能观性.

定定定理理理 4 有界自适应标签Petri网Z的当前标识是

弱能观(强能观)的,当且仅当矩阵MT (λ)存在一列(所
有的列都)满足所含各个元素都不相同.

证证证 由定理3可知,矩阵MT (λ)的每个元素都对

应于在特定输入序列下当前标识的输出序列. 又因为
本文中当前标识的能观性和初始标识能观性的定义

是统一的,所以定理4的证明过程和定理2相似. 这里
就不赘述.

证毕.

6 例例例证证证(Illustrative example)
图1的Petri网⟨N,M0⟩是对有2名救火队员的实际

救火系统的建模. 其中p1表示等待救火的队员数, p2
表示运水的队员数, p3表示运桶的队员数, t1表示接水
动作, t2表示泼水动作, t3表示等待动作,初始标识M0

= [2 0 x0]表示2名队员都处于等待状态. 若再给定一
个输出集Σ̃ = {y1, y2, y3}表示2名队员的能量值,那
么就可以用有界自适应标签Petri网Z = (N,M0, Σ̃,

ℓ̃)对其进行建模. 它对应的带有输出关系的可达标识
图如图2所示.

图 1 有界Petri网系统⟨N,M0⟩
Fig. 1 Bounded Petri net systems⟨N,M0⟩

图 2 Z的带有输出关系的可达标识图

Fig. 2 The reachability graph with outputs of Z

1) 以该Petri网建模实例为例,解释说明初始标识
的定义2和3的区别及其直观判定方法.
在救火系统中定义2和3的区别是: 强能观要求对

于任意一个已知的动作序列下,都可以根据2名队员
能量的多少估计出救火队员的初始状态. 而弱能观只
要求存在一个已知的动作序列,使得可以根据2名队
员能量的多少估计出救火队员的初始状态.
观察图2可得,存在一个输入序列t2t3,它所对应

的输出序列y2y1同时对应两个初始标识M0和M2,也
即初始标识M0和M2在输入序列t2t3下不能由输出序

列唯一确定. 所以该Petri网的初始标识不是2步强能
观的.

由图2可得,因为存在一个输入序列t1t2,它所对
应的输出序列y3y2, y3y3和y2y2都可以唯一确定相应

的初始标识M2,M4和M5,所以该Petri网的初始标识
是2步弱能观的.

2) 用本文提出的方法判断初始标识(当前标识)的
两种能观性.
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对于有界自适应标签Petri网Z,令Mi−1 ∼ δi6, i=

1, · · · , 6; tj ∼ δj3, j = 1, 2, 3; yr ∼ δr3, r = 1, 2, 3.

那么Z的动态行为的矩阵模型为

{
x(k + 1) = Ln u(k)n x(k),

y(k) = H n u(k)n x(k),

其中:

LnW[6,3] =



0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0


=

δ6[0, 2, 0, 0, 4, 3, 1, 5, 0, 0, 0, 5, 2, 0, 6, 3, 0, 0],

H nW[6,3] =

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

 =

δ3[0, 2, 0, 0, 3, 1, 3, 2, 0, 0, 0, 1, 3, 0, 1, 2, 0, 0].

在以上两个矩阵的基础上,给出初始标识和当前
标识的2步能观性的判断过程.

首先是初始标识能观性的判断.

由矩阵LnW[6,3]和H nW[6,3]可以得出

C0 =



0 2 0

0 3 1

3 2 0

0 0 1

3 0 1

2 0 0


, C1 =



0 0 0 0 3 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 3 2 0

0 2 0 3 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 3 0 1

0 3 1 0 0 0 2 0 0

3 2 0 0 0 0 0 0 0


.

由矩阵C0, C1就可求得初始标识和两步的输出序

列之间的对应关系矩阵如下:

N1(λ) =



0 0 0 2 3λ+ 2

0 0 0 3 3

3 2λ+ 3 3 3λ+ 2 2

0 0 0 0 0

3 3λ+ 3 λ+ 3 0 0

3λ+ 2 2λ+ 2 2 0 0

λ+ 2 0 0 0

λ+ 3 3λ+ 1 2λ+ 1 1

λ+ 2 0 0 0

0 3λ+ 1 1 λ+ 1

0 2λ+ 1 1 1

0 0 0 0


.

因为N1(λ)的第1, 6, 7, 8, 9列都含有相同的元素,
所以初始标识不是2步强能观的. 又因为存在一列满
足所含有的元素不相同,所以初始标识是2步弱能观
的. 利用本文所提出的矩阵方法所得出的关于初始标
识两种能观性的判定结果和第一问中根据可达标识

图分析的结果一致,说明了本文方法的正确性.

下面讨论当前标识x2的两种能观性.

G2 = (LnW[6,3])
2 nW[9,6] =

δ6[0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 2, 0, 4, 5, 0, 0, 0, 0, 3, 0, 0,

0, 2, 0, 0, 0, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 3, 5, 6, 0, 0, 0, 0, 1, 0,

2, 3, 0, 0, 5, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 5, 0, 0].

由G2和N1(λ)求得

M2(λ) =



3λ+ 2 0 0 0 0

0 2λ+ 3 0 3λ+ 2 0

0 0 λ+ 3 0 0

0 3λ+ 3 0 0 3λ+ 2

0 2λ+ 2 0 0 0

0 0 0 0 0

0 3λ+ 1 0 0

0 3λ+ 1 0 0

λ+ 2 2λ+ 1 0 0

0 0 0 0

λ+ 3 0 2λ+ 1 0

λ+ 2 0 0 λ+ 1


.

因为M2(λ)的第6列含有两个λ+ 2元素,所以两
步的当前标识不是强能观的. 但存在一列使得它的元
素各不相同,所以当前标识x2是弱能观的.

7 结结结论论论(Conclusions)
本文用矩阵的半张量积研究了带有输出的有界

Petri网系统的两种能观性问题,并且提出了能观性的
充分必要条件.本文首次用矩阵的半张量积研究有界
Petri网系统的能观性,实现了基于矩阵运算的可观性
的判断条件.本文的结果使得Petri网能观性的研究可
以借助于MATLAB等数学工具进行分析,进而提高了
效率.
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