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摘要:本文研究了无刷直流电机(brushless direct current motor, BLDCM)混沌系统的全局有限时间同步问题.利用混
沌吸引子的有界性,提出了两步控制策略.首先不施加控制,让主–从混沌系统各自的轨迹收敛到各自的吸引子中,并估
计了吸引子的界和收敛时间;再对收敛到吸引子的从系统施加状态误差反馈控制,根据有限时间稳定性理论,得出该控
制器在满足一定条件时,两个相同的混沌系统可以快速达到有限时间同步.这种方法在主从系统的初始值相差很大的情
况下可以大大减少控制成本,并且可以并估计同步时间. 文章最后用仿真结果验证了所得判据的可行性和有效性.
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Abstract: The global finite-time synchronization of brushless direct current motor (BLDCM) systems is investigated.
Firstly, based on the boundedness of the chaotic attractors, the trajectories of the master and slave system would converge
to their attractors respectively and the convergence time is estimated. Then the continuous feedback controller is proposed
and based on the finite-time stability theory, the condition for the fast finite-time synchronization of two identical BLDCM
systems is derived and the synchronization time is well estimated. By this method, the synchronization cost can be reduced
especially when the difference of the initial values of the master and slave system are large. Finally, the effectiveness of the
synchronization criterion is illustrated in numerical examples.
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1 引引引言言言(Introduction)
混沌同步在保密通信[1]、激光控制[2]、人体生命科

学[3]、生态系统[4]、化学[5]等领域已经展示出巨大的

应用价值,成为研究热点. 随着混沌同步的研究不断
深入,人们不再满足于只是寻找合适的同步方法使混
沌系统达到同步,“混沌同步研究的趋势将是如何用
简单的同步结构、较小的控制量和较短的时间来实现

混沌系统的同步”[6]. 状态误差反馈控制器结构简单,
易于实现,有限时间同步能使同步过程在有限时间内

完成,并有较好的鲁棒性[7]. 因此,采用状态误差反

馈控制器的混沌系统有限时间同步获得广泛关注,并

取得一些结果[8]. 在现有研究中,人们发现,当主–从

系统的初始状态相距很远时,判据中的耦合系数会非

常大,很可能达到饱和状态. 因此本文以无刷直流电

机(brushless direct current motor, BLDCM)系统为例,

提出一种新的控制策略,解决如何用比较小的控制系

数使两个混沌系统达到同步的问题.
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2 同同同步步步框框框架架架(Synchronization scheme)
无刷直流电机 (brushless direct current motor,

BLDCM)系统[9–10]可以描述为

ẋ = Ax+ F (x, t), (1)

其中: x ∈ R3,

A =

−1 0 a

0 −δ 0

b 0 −b

 , F (x, t) =

 vq − x2x3

vd + x1x3

ηx1x2 − TL

 ,

参数vq, vd, a, b, δ, η和TL为正实数. 当这些参数取一
些值时,该系统展现复杂的混沌行为.显然, F (x, t)−

F (z, t)=M(t)(x− z),其中M(t)=

 0 −z3 −x2

z3 0 x1

ηz2 ηx1 0

.

两个相同BLDCM混沌系统通过状态误差反馈控
制器u(t)可以组成如下主–从同步框架:

主系统 : ẋ = Ax+ F (x, t) ,

从系统 : ż = Az + F (z, t) + u(t),

控制器 : u(t) = Kδα (x− z) ,

(2)

其中: K ∈ Rn×n为待定的常数耦合矩阵, δα : Rn →
Rn,

δα(x− z) =

 |x1 − z1|αsgn(x1 − z1)
...

|xn − zn|αsgn(xn − zn)

 ,

α ∈ (0, 1), sgn为符号函数.
若存在停息时间函数T ,使得对主从系统产生混

沌的初值x0和z0,主从系统的轨迹x(t)和z(t)满足

lim
t→T (x0,z0)

∥x(t)− z(t)∥ = 0,并且当t > T (x0, z0)时,

∥x(t)− z(t)∥ ≡ 0,则称同步框架(2)达到有限时间同
步.定义一个误差变量e = x− z,可以得到如下的动
态误差系统:

ė = (A+M(t))e−Kδα(x− z). (3)

显然,若误差系统(3)在原点是全局有限时间稳定
的,则主–从BLDCM系统达到全局有限时间同步.

引引引理理理 1 考虑如下非自治系统:

ẋ = f(t, x). (4)

如果存在一个连续可微的Lyapunov函数V (t, x) :

R+ ×D → R+在原点的邻域 ν ∈ D内满足: V̇ (t, x)

6 −r(V (t, x)), ∀(t, x)∈R+× ν,其中: r : R+ → R+

是连续的, r(0) = 0,并且存在某个实数ε > 0使得w ε

0

ds

r(s)
< +∞,那么系统(4)在原点是有限时间稳定

的,停息时间满足

T (t0, x0) 6
w V (t0,x0)

0

ds

r(s)
.

引引引理理理 2[11] 对任意实数xi, i = 1, · · · , n和0 < h

6 1,不等式

(|x1|+ · · ·+ |xn|)h 6 |x1|h + · · ·+ |xn|h

成立.

3 全全全局局局有有有限限限时时时间间间同同同步步步判判判据据据 (Synchronization
scheme)
考虑到混沌运动一个显著特点是吸引子外的一切

轨线最后都要进入到吸引子中,并且吸引子是有界的.
根据这个特点,本文提出一种两步控制策略:当主–从
系统的初始状态相距较远时,让主–从系统先各自自
由运动,等主–从系统都运动到吸引子的界以后再对
从系统施加控制,这样就能够以较小的控制量来达到
全局有限时间同步,减少了控制成本.

这里首先估计BLDCM混沌系统吸引子的界. 关
于吸引子界的估计目前有解析和仿真两种方法[12],这
里采用解析求法.

对于同步框架(2)中的主系统,如果存在一个正定
的连续可微函数V1(x)和一个正常数R满足V̇1(t) <

−l(V1 −R),其中l > 0, V̇1(t)代表函数V1(x)沿着主

系统的轨迹对时间t的导数,定义Γ = {x | V1(x) 6
R},并假设Γ是有界的,那么对于主系统, Γ外的轨线
最终都将进入Γ内并且不再离开,即Γ可看成主系统

的一个吸引集.

定义Γ ′ = {x|V1(x) 6 R+ ε},其中ε > 0是个小

的正数,假设主系统的轨迹从初始值x0 = x(t0)到达

Γ ′边界V1(x)=R+ε的时间为T1(x0),通过对V̇1(t) <

−l(V1−R)在(t0, t0 + T1(x0))内积分,可以得到关于
T1(x0)的表达式如下:

T1 (x0)

6 1

l
ln

V1 (x0)−R

ε
, x0 /∈ Γ ′,

= 0, x0 ∈ Γ ′.
(5)

按照上述定义,下面估计BLDCM混沌系统的一个吸
引集.

这里选择

V1(x) = (η + 1)x2
1 + (x2 − a (η + 1)− b)

2
+ x2

3,

那么V1(x)沿着主系统(1)的轨迹对时间t的导数为

V̇1(t) =

− 2 (η + 1)x2
1 − 2 (η + 1)x1x2x3+

2a (η + 1)x1x3 + 2 (η + 1) vqx1 + 2vdx2−
2 (a (η + 1) + b) vd − 2δx2

2+

2 (a (η + 1) + b) δx2 + 2x1x2x3−
2 (a (η + 1) + b)x1x3 − 2bx2

3 + 2bx1x3+

2ηx1x2x3 − 2TLx3 =

− 2 (η + 1)x2
1 + 2 (η + 1) vqx1 − 2δx2

2+
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2 (a (η + 1) δ + bδ + vd)x2 − 2bx2
3−

2TLx3 − 2 (a (η + 1) + b) vd,

因此有

V̇1(t) + l (V1 −R (l)) =

− (η + 1) (2− l)x2
1 + 2 (η + 1) vqx1+

2 ((a (η + 1) + b) (δ − l) + vd)x2−
(2b− l)x2

3 − 2 (a (η + 1) + b) vd+

l(a (η + 1) + b)
2 − 2TLx3−

lR (l)− (2δ − l)x2
2. (6)

令

A (l) =
vq

2− l
,

B (l) =
vd + (a (η + 1) + b) (δ − l)

2δ − l
,

C (l) =
TL

2b− l
,

R (l) =
(η + 1) v2q
l (2− l)

+

(vd+(a (η + 1)+b) (δ − l))
2

l (2δ − l)
+

T 2
L

l (2b− l)
−

2 (a (η + 1) + b) vd
l

+ (a (η + 1) + b)
2
,

(7)
那么,当0 < l < min{2, 2δ, 2b}时,由式(6)可得

V̇1(t) + l (V1 −R (l)) =

− (η + 1) (2− l) (x1 −A (l))
2 − (2δ − l) ·

(x2 −B (l))
2 − (2b− l) (x3 + C (l))

2 6 0,

即主系统存在吸引集

Γ ′ = {x|(η + 1)x2
1 + (x2 − a (η + 1)− b)

2
+

x2
3 6 R (l) + ε}, ε > 0. (8)

令r =
√
R (l) + ε,那么由式(8)可知,经过时间

T1(x0)(T1(x0)如式(5)所定义)后,
√
η + 1 |x1| 6 r,

|x2 − a (η + 1)− b| 6 r,

|x3| 6 r.

(9)

同理,经过时间T1(z0),从系统也进入吸引集Γ ′,
那么经过时间

T1 = max (T1 (x0) , T1 (z0)) (10)

后,主–从系统都进入吸引集Γ ′,因此

∥e(t)∥t>T1
∈ Γe =

{(e1, e2, e3)| (η + 1) e21 + e2
2 + e23 6 (2r)

2}.
(11)

定定定理理理 1 假设经过时间T1后,主从BLDCM系统
都进入混沌吸引子,对从系统施加同步框架(2)中的状
态误差反馈控制器u(t),其中K=diag{k, k, · · · , k},
那么同步框架(2)达到全局有限时间同步的条件为:存
在实数m > 0,使得对于任何t > 0,

k > 1

2
(m+ λ′(2r)

1−α
), (12)

其中:

r =
√
R(l) + ε, ε > 0,

R(l) =

(η + 1)v2q
l(2− l)

+
(vd + (a(η + 1) + b)(δ − l))

2

l(2δ − l)
+

T 2
L

l(2b− l)
− 2(a(η+1)+b)vd

l
+(a(η + 1)+b)2,

并且0 < l 6 min{2, 2δ, 2b}, λ′
m是矩阵

Y =


−2

1√
η + 1

ηr
1√
η + 1

r

1√
η + 1

ηr −2δ
√
η + 1r

1√
η + 1

r
√
η + 1r −2b


的最大特征值, λ′ = max{0, λ′

m},并且同步时间函
数T满足

T = T1 + T2, (13)

其中T1 = max(T1(x0), T1(z0)), T1(x0), T1(z0),可由
式(5)进行估计;

T2 6 2

m (1− α)
(2r)

1−α
. (14)

证证证 选择如下Lyapunov函数:

V (e) = eTPe, P = diag{η + 1, 1, 1},

那么V (e)沿着误差系统(3)的轨迹对时间t的导数为

V̇ (t) = ėTPe+ eTP ė =

eT[(A+M(t))
T
P + P (A+M(t))]e−

2eTPKδ(x− z),

那么经过时间T1后,由式(9)可得

eT[(A(t) +M(t))
T
P + P (A(t) +M(t))]e =

− 2(η + 1)e21 − 2δe22 − 2be23 − 2ηx3e1e2+

2(a(η + 1) + b− x2)e1e3 + 2(η + 1)x1e2e3 6
− 2(η + 1)e21 − 2δe22 − 2be23 + 2η |x3| |e1e2|+
2 |a(η+1)+b−x2| |e1e3|+2(η+1) |x1| |e2e3| 6
− 2(η+1)e21−2δe22−2be23+2ηr |e1e2|+
2r |e1e3|+ 2

√
η + 1r |e2e3| 6 λ′

me
TPe,

其中λ′
m是矩阵Y的最大特征值.
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根据引理2,有

− 2eTPKδα(e) =

− 2k(η + 1)|e1|1+α − 2k|e2|1+α − 2k|e3|1+α
=

− 2(η + 1)
1−α
2 k((η + 1)e21)

1+α
2 −

2k(e22)
1+α
2 − 2k(e23)

1+α
2 6

− 2k(((η + 1)e21)
1+α
2 + (e22)

1+α
2 + (e23)

1+α
2 ) =

− 2kV (e)
1+α
2 ,

因此

V̇ (t) 6 λ′V (e)− 2kV (e)
1+α
2 =

− (2k − λ′(V (e))
1−α
2 )(V (e))

1+α
2 ,

其中λ′ = max {0, λ′
m}.

显然,如果

k > 1

2
(m+ λ′(V (e))

1−α
2 ) (15)

成立,那么V̇ < −m(V (e))
1+α
2 .

令函数r(z) = mz
1+α
2 , z ∈ Z = {V (e) : e ∈ E}

那么V̇ (e) < −r(V (e)). 选择一个正数ξ ∈ Z,可以得

到
w ξ

0

dz

r(z)
=

2

m(1− α)
ξ

1−α
2 < +∞,由引理1可知,

误差系统(3)在原点是一致有限时间稳定的,即主―从
同步框架达到有限时间同步,并且同步时间函数T2满

足

T2 6
w V (e0)

0

dz

r(z)
=

2

m(1− α)
(eT0 Pe0)

1−α
2 6

2

m(1− α)
(2r)1−α.

经过时间T1后, V (e) 6 (2r)2,因此只要条件(12)成
立,式(15)成立. 证毕.

从证明过程可以看出,控制器的耦合系数k与函数

V (e)的大小成正比,当主从系统的初始值相差较大
时,理论上要求控制系数也很大,有时候会达到饱和,
难以得到全局有限时间同步判据. 而如果让主从混沌
系统都进入吸引子后再施加反馈控制器,如定理1所
描述,可以用较小的控制输入达到全局有限时间同步,
减小了控制成本.

4 应应应用用用与与与仿仿仿真真真(Application and simulation)
为了验证上述代数判据,选取BLDCM混沌系统的

参数为

vq = 0.168, vd = 20.66, a = 36, b = 3.8,

δ = 0.875, η = 0.01, TL = 0.53.

主–从系统的初始值分别取为

(x1(0), x2(0), x3(0)) = (40, 20,−25) ,

(z1(0), z2(0), z3(0)) = (0,−20, 15) ,

主–从系统的轨迹如图1–4所示. 由式(7)经过数值解
可以得到,当l = 0.88时, R(l)有最小值273.9,取ε=1,
那么r =

√
R(l) + ε = 16.5, λ′

m = 18.9. 取α = 0.9,
m = 1,由判据(12)可得k > 13.9,由式(5)和式(10)可
得,主从系统进入吸引子的时间估计T1 = 9.2 s,经过
T1 = 9.2 s后对从系统施加同步框架(2)中描述的控制
器,选取耦合系数k = 13.9,主–从系统的同步过程如
图5所示,同步时间估计为T = T1 + T2 6 37.17.

图 1 BLDCM主系统x1–x2
Fig. 1 The master BLDCM system x1–x2

图 2 BLDCM主系统x1–x3
Fig. 2 The master BLDCM system x1–x3

图 3 BLDCM从系统z1–z2
Fig. 3 The slave BLDCM system z1–z2
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图 4 BLDCM从系统z1–z3
Fig. 4 The slave BLDCM system z1–z3

图 5 BLDCM系统的有限时间同步

Fig. 5 The finite synchronization of the BLDCM systems

5 结结结论论论(Conclusions)
本文提出的基于两步控制策略全局有限时间同步

判据适用于主–从系统的初始状态相距较远的情形,
可以用较小的控制输入,使混沌系统在状态误差反馈
控制下达到全局有限时间同步,减小了控制成本. 如
果主–从系统的初始状态相距较近,可以直接施加
控制.另外,本文提出的两步控制策略不仅适用于
BLCDM系统,可以推广到任意主–从系统的初始值能
使主–从系统都产生混沌,也就是主–从系统都能进入
吸引集的情形.
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