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摘要:研究了带有非线性扰动的时变时滞系统的稳定性问题.基于时滞分割方法,提出了保守性更小的系统稳定
性分析准则.利用一个自由参数将时滞区间分割为2个子区间,进而构造了含有时滞分割点状态信息和3重积分项的
Lyapunov-Krasovskii泛函,并采用自由矩阵积分不等式界定泛函导数中的交叉项.基于Lyapunov稳定性定理,得到了
以线性矩阵不等式描述的时滞相关型稳定性准则.数值算例表明该稳定性准则能够得到更大的时滞上界,与已有结
果相比具有更小的保守性.
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Stability criteria for time-varying delay systems with
nonlinear perturbations
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Abstract: The stability problem of systems with time-varying delay and nonlinear perturbations is researched. Based
on delay decomposition approach, a less conservative stability criterion is proposed. The delay interval is divided into two
subintervals by a free parameter. Then, an appropriate Lyapunov-Krasovskii functional (LKF) containing state information
of the partition point and some triple-integral terms is constructed. Cross-terms in the time derivative of LKF is dealt
with free-matrix integral inequality. According to Lyapunov stability theory, a delay-dependent stability criteria in the
framework of linear matrix inequality (LMI) is obtained. Numerical examples demonstrate that the proposed stability
criteria can achieve larger upper bounds and has less conservatism than existing results.
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1 引引引言言言(Introduction)
时滞现象[1–7]普遍存在于控制系统中,而实际系统

中不可避免存在着非线性干扰[8–11],两者严重影响着
系统的稳定性. 因此,带有非线性干扰的时滞系统的
稳定性分析受到了广泛的关注.

时滞系统稳定性分析的方法有模型转换法、积分

不等式方法、自由权矩阵法、时滞分割法等,得到的稳
定性准则可以分为时滞无关和时滞相关两大类,保守
性是评价稳定性准则性能的主要指标. Zhu等[12–13]人

采用Jensen不等式分析了时变时滞系统的稳定性. 文

献[14]将改进的Jensen不等式和Wirtinger型双重积分
不等式相结合,得到了新的时滞相关稳定性. 为了更
多地利用状态信息,改善系统的保守性,文献[15]构造
了带有4重积分的Lyapunov-Krasovskii泛函(Lyapunov-
Krasovskii functional, LKF),并将状态向量的2重积分
项作为扩增状态向量的一项.现有研究表明,时滞划
分方法是减小保守性的有效方法. 文献[16–17]将时
滞区间N等分,不同之处在于文献[16]将每个子区间
端点处的状态都作为扩增状态向量的项,而文献
[17]则是对系统时滞属于不同子区间时的情况分别进
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行讨论.文献[18–19]结合积分不等式和时滞分割技
术,把时滞区间分为2个小区间,允许子区间长度不相
等. 文献[20]按几何序列将时滞区间分成q − 1个子区

间,前一个子区间的长度是后一个的α倍.

本文针对带有非线性扰动的时变时滞系统,研究
其稳定性分析方法. 基于时滞划分方法,利用自由因
子将时滞区间划分为2个长度可以不等的子区间. 选
取适当的Lyapunov-Krasovskii泛函,引入与时滞子区
间相关的扩增状态变量,并采用自由矩阵积分不等式
对交叉项进行界定,得到了系统稳定的充分条件.数
值仿真结果表明了本文所提出方法的有效性,改善了
现有方法的保守性.

文中相关符号说明如下: P > 0(> 0)表示P是正

定(半正定)对称矩阵; I表示适当维数的单位矩阵;“∗”
表示对称矩阵的对称部分; sym{X}=X +XT.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
考虑如下时滞系统:{

ẋ(t) = Ax(t) +Adx(t− d(t)) +∆,

x(t) = φ(t), t ∈ [−dU, 0],
(1)

其中: x(t)为系统状态向量, φ(t)为连续函数; d(t)为
时变状态时滞,满足 0 6 dL 6 d(t) 6 dU, ḋ(t) 6 µ;
A, Ad为具有适当维数的确定的系数矩阵; ∆描述了
系统的非线性扰动,表达式如下:

∆ = f(t, x(t)) + g(t, x(t− d(t))).

不产生混淆时, f(t, x(t))和g(t, x(t− d(t)))分别简写

为f , g,假设它们满足以下条件:{
fTf 6 α2xT(t)FTFx(t),

gTg 6 β2xT(t− d(t))GTGx(t− d(t)),

(2)

其中: F , G是已知矩阵, α, β是正常数.

为了得到系统的稳定性准则,有必要给出如下引
理:

引引引理理理 1 给定矩阵M > 0,对任意x(t) ∈ Rn,有
下式成立:

−(β − α)
w β

α
xT(s)Mx(s)ds 6

−(
w β

α
xT(s)ds)M(

w β

α
x(s)ds),

−(β − α)
2

2

w β

α

w β

θ
xT(s)Mx(s)dsdθ 6

−(
w β

α

w β

θ
x(s)dsdθ)TM(

w β

α

w β

θ
x(s)dsdθ).

引引引理理理 2 给定常数r2 > r1 > 0,对于矩阵R > 0,
有如下积分不等式成立:

−2ζT(t)W
w t−r1

t−r2
ẋ(s)ds 6

ζT(t)WR−1WTζ(t) +
w t−r1

t−r2
ẋT(s)Rẋ(s)ds.

其中: ζ(t)是任意向量, W是适当维数的任意矩阵.

引引引理理理 3 对可导向量函数x : [α, β] → Rn,若存
在适当维数的对称矩阵R, Z1, Z3和任意矩阵Z2, N1,
N2满足

Γ =

Z1 Z2 N1

∗ Z3 N2

∗ ∗ R

 > 0,

则

−
w β

α
ẋT(s)Rẋ(s)ds 6 ϖTΦϖ,

其中:

Φ = (β − α)(Z1 +
1

3
Z3) +

sym{[N1 −N2 −N1 −N2 2N2 ]},

ϖT = [xT(β) xT(α)
1

β − α

w β

α
xT(s)ds].

引引引理理理 4 给定常数γ2>γ1>0,对任意满足

γ1 6 γ(t) 6 γ2

的γ(t),

Ω + (γ(t)− γ1)Ξ1 + (γ2 − γ(t))Ξ2 < 0,

等价于 {
Ω + (γ2 − γ1)Ξ1 < 0,

Ω + (γ2 − γ1)Ξ2 < 0,

其中Ω, Ξ1, Ξ2是适当维数的任意矩阵.

3 稳稳稳定定定性性性准准准则则则(Stability criteria)
引入因子η(0 < η < 1),令

dδ = dU − dL, d0 =
dL
2
,

d1 = dL, d2 = dL + ηdδ, d3 = dU,

将时滞区间分为[d1, d2]和[d2, d3]2个子区间.

定定定理理理 1 对于系统(1),当d(t) ∈ [d1, d2]时,若存
在矩阵P > 0,半正定对称矩阵Q, Qj(j = 1, 2, 3, 4),
Ri, Si, Zi(i=1, 2, 3),对称矩阵M1, M4, N1, N4和适

当维数的任意矩阵M2, M3, M5, N2, N3, N5, Tj(j =

1, 2, 3), Wi, Yi(i=1, 2, · · ·, 12)以及非负常数 εi>0

(i = 1, 2),使得式(3)–(6)的不等式组成立,则系统是
渐近稳定的. M1 M2 M3

∗ M4 M5

∗ ∗ R1

 > 0, (3)

N1 N2 N3

∗ N4 N5

∗ ∗ R3

 > 0, (4)
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Ξ11 Ξ12 Q12 Ξ14 Ξ15 −P14 Ξ17 Ξ18 Ξ19 Ξ1−10 T1 T1 dsW1

∗ Ξ22 Ξ23 Ξ24 Ξ25 Ξ26 Ξ27 Ξ28 Ξ29 Ξ2−10 Ξ2−11 Ξ2−12 dsW2

∗ ∗ Ξ33 Ξ34 −Y3 0 0 0 0 0 0 0 dsW3

∗ ∗ ∗ Ξ44 Ξ45 WT
6 WT

7 Ξ48 Ξ49 Ξ4−10 WT
11 WT

12 dsW4

∗ ∗ ∗ ∗ Ξ55 Ξ56 −Y T
7 Ξ58 Ξ59 Ξ5−10 −Y T

11 −Y T
12 dsW5

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ66 0 −PT
24 −PT

34 Ξ6−10 0 0 dsW6

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ77 P12 P13 P14 T3 T3 dsW7

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ88 0 0 0 0 dsW8

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ99 0 0 0 dsW9

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ10−10 0 0 dsW10

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε1I 0 dsW11

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I dsW12

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R2



< 0, (5)



Ξ11 Ξ12 Q12 Ξ14 Ξ15 −P14 Ξ17 Ξ18

∗ Ξ22 Ξ23 Ξ24 Ξ25 Ξ26 Ξ27 Ξ28

Ξ33 Ξ34 −Y3 0 0 0

Ξ44 Ξ45 WT
6 WT

7 Ξ48

Ξ55 Ξ56 −Y T
7 Ξ58

Ξ66 0 −PT
24

Ξ77 P12

Ξ88

∗
∗
∗
∗
∗

Ξ19 Ξ1−10 T1 T1 dsY1

Ξ29 Ξ2−10 Ξ2−11 Ξ2−12 dsY2

0 0 0 0 dsY3

Ξ49 Ξ4−10 WT
11 WT

12 dsY4

Ξ59 Ξ5−10 −Y T
11 −Y T

12 dsY5

−PT
34 Ξ6−10 0 0 dsY6

P13 P14 T3 T3 dsY7

0 0 0 0 dsY8

Ξ99 0 0 0 dsY9

∗ Ξ10−10 0 0 dsY10

∗ ∗ −ε1I 0 dsY11

∗ ∗ ∗ −ε2I dsY12

∗ ∗ ∗ ∗ −R2



< 0, (6)

其中:

P =


P11 P12 P13 P14

∗ P22 P23 P24

∗ ∗ P33 P34

∗ ∗ ∗ P44

 , Q =

[
Q11 Q12

∗ Q22

]
,

M1 =

M11 M12 M13

∗ M14 M15

∗ ∗ M16

 , M3 =

M31

M32

M33

 ,

M4 =

M41 M42 M43

∗ M44 M45

∗ ∗ M46

 , M5 =

M51

M52

M53

 ,

N1 =

N11 N12 N13

∗ N14 N15

∗ ∗ N16

 , N3 =

N31

N32

N33

 ,

N4 =

N41 N42 N43

∗ N44 N45

∗ ∗ N46

 , N5 =

N51

N52

N53

 ,

Ξ11=P12+PT
12+Q11+d21S1+(d2−d1)

2S2 +

(d3 − d2)
2S3 − d21Z1 − (d2 − d1)

2Z2 −

(d3 − d2)
2Z3 + ε1α

2FTF + T1A+

ATTT
1 + d31(M11 +

1

3
M41) + d21(M31 +

MT
31 −M51 −MT

51),

Ξ12 = T1Ad +ATTT
2 −W1 + Y1,

Ξ14 = −P12 + P13 + d31(M12 +
1

3
M42)−

d21(M31 −M51 +MT
32 −MT

52) +W1,

Ξ15 = −P13 + P14 − Y1,

Ξ17 = P11 − T1 +ATTT
3 ,

Ξ18 = PT
22 + d1Z1 + d21(M13 +

1

3
M43) +

d1(2M51 +MT
33 −MT

53),

Ξ19 = P23 + (d2 − d1)Z2,

Ξ1−10 = P24 + (d3 − d2)Z3,

Ξ22 = −(1− µ)Q4 + T2Ad +AT
dT

T
2

−W2 −WT
2 + Y2 + Y T

2 + ε2β
2GTG,

Ξ23 = −WT
3 + Y T

3 , Ξ24 = W2 −WT
4 + Y T

4 ,

Ξ25 = −Y2 −WT
5 + Y T

5 ,
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Ξ26 = −WT
6 + Y T

6 ,

Ξ27 = −T2 +AT
dT

T
3 −WT

7 + Y T
7 ,

Ξ28 = −WT
8 + Y T

8 ,

Ξ29 = −WT
9 + Y T

9 ,

Ξ2−10 = −WT
10 + Y T

10,

Ξ2−11 = T2 −WT
11 + Y T

11,

Ξ2−12 = T2 −WT
12 + Y T

12,

Ξ33 = Q22 −Q11 +Q1,

Ξ34 = −Q12 +W3,

Ξ44 = −Q22 −Q1 +Q2 +Q4 −
d21(M32 −MT

32 −M52 −MT
52) +

d31(M14 +
1

3
M44) +W4 +WT

4 ,

Ξ45 = −Y4 +WT
5 ,

Ξ48 = −PT
22 + PT

23 + d21(M15 +
1

3
M45) +

d1(2M52 −MT
33 −MT

53) +WT
8 ,

Ξ49 = −P23 + PT
33 +WT

9 ,

Ξ4−10 = −P24 + P34 +WT
10,

Ξ55=−Q2 +Q3 + (d3 − d2)(N11 +
1

3
N41) +

N31 +NT
31 −N51 −NT

51 − Y5 − Y T
5 ,

Ξ56 = (d3 − d2)(N12 +
1

3
N42)−

N31 −N51 +NT
32 −NT

52 − Y T
6 ,

Ξ58 = −PT
23 + PT

24 − Y T
8 ,

Ξ59 = −PT
33 + PT

34 − Y T
9 ,

Ξ5−10 = −P34 + PT
44 +N13 +

1

3
N43 +

1

(d3 − d2)
(2N51 +NT

33 −NT
53)− Y T

10,

Ξ66 = −Q3 + (d3 − d2)(N14 +
1

3
N44)−

N32 −NT
32 −N52 −NT

52,

Ξ6−10 = −PT
44 +N15 +

1

3
N45 +

1

(d3 − d2)
(2N52 −NT

33 −NT
53),

Ξ77 = d31R1 + (d2 − d1)R2 + (d3 − d2)R3 −

T3 − TT
3 +

d41
4
Z1 +

(d22 − d21)
2

4
Z2 +

(d23 − d22)
2

4
Z3,

Ξ88 = −S1 − Z1 + d1(M16 +
1

3
M46) +

2(M53 +MT
53),

Ξ99 = −S2 − Z2,

Ξ10−10 =

−S3 − Z3 +
1

(d3 − d2)
(N16 +

1

3
N46) +

2

(d3 − d2)
2 (N53 +NT

53),

ds =
√
(d2 − d1).

证 选取如下Lyapunov-Krasovskii泛函:

V (t) = V1(t) + V2(t) + V3(t) + V4(t) + V5(t), (7)

其中:

V1(t) = ξT(t)Pξ(t), (8)

V2(t) =
w t

t−d0

[
x(s)

x(s− d0)

]T

Q

[
x(s)

x(s− d0)

]
ds+

w t−d0

t−d1
xT(s)Q1x(s)ds+w t−d1

t−d2
xT(s)Q2x(s)ds+w t−d2

t−d3
xT(s)Q3x(s)ds+w t−d1

t−d(t)
xT(s)Q4x(s)ds, (9)

V3(t) = d21

w t

t−d1

w t

θ
ẋT(s)R1ẋ(s)dsdθ +w t−d1

t−d2

w t

θ
ẋT(s)R2ẋ(s)dsdθ +w t−d2

t−d3

w t

θ
ẋT(s)R3ẋ(s)dsdθ, (10)

V4(t) = d1
w t

t−d1

w t

θ
xT(s)S1x(s)dsdθ +

(d2 − d1)
w t−d1

t−d2

w t

θ
xT(s)S2x(s)dsdθ +

(d3 − d2)
w t−d2

t−d3

w t

θ
xT(s)S3x(s)dsdθ,

(11)

V5(t) =

d21
2

w 0

−d1

w 0

ω

w t

t+θ
ẋT(s)Z1ẋ(s)dsdθdω +

d22 − d21
2

w −d1

−d2

w 0

ω

w t

t+θ
ẋT(s)Z2ẋ(s)dsdθdω +

d23 − d22
2

w −d2

−d3

w 0

ω

w t

t+θ
ẋT(s)Z3ẋ(s)dsdθdω,

(12)

ξ(t) = [xT(t),
w t

t−d1
xT(s)ds,

w t−d1

t−d2
xT(s)ds

w t−d2

t−d3
xT(s)ds]T.

将V (t)沿着系统(1)对t求导,可得

V̇1(t) = 2ξT(t)P ξ̇(t) =
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xT(t)(P12 + PT
12)x(t) + 2xT(t)P11ẋ(t) +

2xT(t)(−P12 + P13)x(t− d1) +

2xT(t)(−P13 + P14)x(t− d2)−

2xT(t)P14x(t−d3)+2xT(t)PT
22

w t

t−d1
x(s)ds+

2xT(t− d1)(−PT
22 + PT

23)
w t

t−d1
x(s)ds+

2xT(t)P23

w t−d1

t−d2
x(s)ds+

2xT(t)P24

w t−d2

t−d3
x(s)ds+

2xT(t− d1)(−P23 + PT
33)

w t−d1

t−d2
x(s)ds+

2xT(t− d1)(−P24 + P34)
w t−d2

t−d3
x(s)ds+

2xT(t− d2)(−PT
23 + PT

24)
w t

t−d1
x(s)ds−

2xT(t− d2)(−PT
33 + PT

34)
w t−d1

t−d2
x(s)ds−

2xT(t− d2)(−P34 + PT
44)

w t−d2

t−d3
x(s)ds−

2xT(t− d3)P
T
24

w t

t−d1
x(s)ds+

2xT(t− d3)P
T
34

w t−d1

t−d2
x(s)ds+

2xT(t− d3)P
T
44

w t−d2

t−d3
x(s)ds+

2ẋT(t)P12

w t

t−d1
x(s)ds+

2ẋT(t)P13

w t−d1

t−d2
x(s)ds+

2ẋT(t)P14

w t−d2

t−d3
x(s)ds, (13)

V̇2(t) =

xT(t)Q11x(t) + xT(t− d3)Q3x(t− d3)−
xT(t− d0)(Q22 −Q11 +Q1)x(t− d0) +

xT(t− d2)(−Q2 +Q3)x(t− d2)−
(1− ḋ(t))xT(t− d(t))Q4x(t− d(t)) +

xT(t−d1)(−Q22−Q1 +Q2 +Q4)x(t−d1) +

2xT(t)Q12x(t−d0)−2xT(t−d0)Q12x(t−d1),

(14)

V̇3(t) =

−d21

w t

t−d1
ẋT(s)R1ẋ(s)ds+ (d2 − d1)×

ẋT(t)R2ẋ(t)−
w t−d2

t−d3
ẋT(s)R3ẋ(s)ds+

(d3−d2)ẋ
T(t)R3ẋ(t)+d31ẋ

T(t)R1ẋ(t)−w t−d1

t−d2
ẋT(s)R2ẋ(s)ds, (15)

V̇4(t) = −d1
w t

t−d1
xT(s)S1x(s)ds−

(d2 − d1)
w t−d1

t−d2
xT(s)S2x(s)ds−

(d3 − d2)
w t−d2

t−d3
xT(s)S3x(s)ds+

(d2 − d1)
2xT(t)S2x(t) + d21x

T(t)×
S1x(t) + (d3 − d2)

2xT(t)S3x(t), (16)

V̇5(t) = −d21
2

w 0

−d1

w t

t+θ
ẋT(s)Z1ẋ(s)dsdθ −

d22 − d21
2

w −d1

−d2

w t

t+θ
ẋT(s)Z2ẋ(s)dsdθ −

d23 − d22
2

w −d2

−d3

w t

t+θ
ẋT(s)Z3ẋ(s)dsdθ +

(d22−d21)
2

4
ẋT(t)Z2ẋ(t)+

d41
4
ẋT(t)Z1ẋ(t)+

(d23−d22)
2

4
ẋT(t)Z3ẋ(t). (17)

由引理1可得

−d1
w t

t−d1
xT(s)S1x(s)ds 6

−(
w t

t−d1
xT(s)ds)S1(

w t

t−d1
x(s)ds), (18)

−(d2 − d1)
w t−d1

t−d2
xT(s)S2x(s)ds 6

−(
w t−d1

t−d2
xT(s)ds)S2(

w t−d1

t−d2
x(s)ds), (19)

−(d3 − d2)
w t−d2

t−d3
xT(s)S3x(s)ds 6

−(
w t−d2

t−d3
xT(s)ds)S3(

w t−d2

t−d3
x(s)ds), (20)

−d21
2

w 0

−d1

w t

t+θ
ẋT(s)Z1ẋ(s)dsdθ 6 d1x(t)w t

t−d1
x(s)ds

T[
−Z1 Z1

Z1 −Z1

] d1x(t)w t

t−d1
x(s)ds

 ,

(21)

−d22 − d21
2

w −d1

−d2

w t

t+θ
ẋT(s)Z2ẋ(s)dsdθ 6(d2 − d1)x(t)w t−d1

t−d2
x(s)ds

T[
−Z2 Z2

Z2 −Z2

](d2 − d1)x(t)w t−d1

t−d2
x(s)ds

 ,

(22)

−d23 − d22
2

w −d2

−d3

w t

t+θ
ẋT(s)Z3ẋ(s)dsdθ 6(d3 − d2)x(t)w t−d2

t−d3
x(s)ds

T[
−Z3 Z3

Z3 −Z3

](d3 − d2)x(t)w t−d2

t−d3
x(s)ds

 .

(23)
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由引理2可得

−
w t−d1

t−d2
ẋT(s)R2ẋ(s)ds =

−
w t−d1

t−d(t)
ẋT(s)R2ẋ(s)ds−

w t−d(t)

t−d2
ẋT(s)R2ẋ(s)ds−

2ϕT(t)W
w t−d1

t−d(t)
ẋ(s)ds−

2ϕT(t)Y
w t−d(t)

t−d2
ẋ(s)ds+

2ϕT(t)W [x(t− d1)− x(t− d(t))] +

2ϕT(t)Y [x(t− d(t))− x(t− d2)] 6

2ϕT(t)W [x(t− d1)− x(t− d(t))] +

2ϕT(t)Y [x(t− d(t))− x(t− d2)] +

(d(t)− d1)ϕ
T(t)WR−1

2 WTϕ(t) +

(d2 − d(t))ϕT(t)Y R−1
2 Y Tϕ(t), (24)

其中:

WT = [WT
1 WT

2 WT
3 WT

4 WT
5 WT

6

WT
7 WT

8 WT
9 WT

10 WT
11 WT

12],

Y T = [Y T
1 Y T

2 Y T
3 Y T

4 Y T
5 Y T

6

Y T
7 Y T

8 Y T
9 Y T

10 Y T
11 Y T

12],

ϕT(t) = [xT(t) xT(t− d(t)) xT(t− d0)

xT(t− d1) xT(t− d2) xT(t− d3)

ẋT(t)
w t

t−d1
xT(s)ds

w t−d1

t−d2
xT(s)ds

w t−d2

t−d3
xT(s)ds fT gT].

当式(3)和式(4)满足时,由引理3可得

−
w t

t−d1
ẋT(s)R1ẋ(s)ds 6 ξT1 (t)Φ1ξ1(t),

(25)

−
w t−d2

t−d3
ẋT(s)R3ẋ(s)ds 6 ξT3 (t)Φ3ξ3(t),

(26)

其中:

Φ1 = d1(M1 +
1

3
M4) +

sym{[M3 −M5,−M3 −M5, 2M5]},

Φ3 = (d3 − d2)(N1 +
1

3
N4) +

sym{[N3 −N5,−N3 −N5, 2N5]},

ξT1 (t) = [xT(t) xT(t− d1)
1

d1

w t

t−d1
xT(s)ds],

ξT3 (t) = [xT(t− d2) xT(t− d3)

1

d3 − d2

w t−d2

t−d3
xT(s)ds].

由系统方程(1)可得

2[xT(t)T1 + xT(t− d(t))T2 + ẋT(t)T3]×

[Ax(t) +Adx(t− d(t)) + f + g − ẋ(t)] = 0.

(27)

Ti(i = 1, 2, 3)是适当维数的任意矩阵.

由式(2)可知,对εi > 0(i = 1, 2),有ε1[α
2xT(t)FTFx(t)− fTf ] > 0,

ε2[β
2xT(t− d(t))GTGx(t− d(t))− gTg] > 0.

(28)

由式(7)–(28)可得

V̇ (t) 6 ϕT(t)[(d(t)− d1)WR−1
2 WT+

(d2 − d(t))Y R−1
2 Y T +Ξ]ϕ(t), (29)

所以当

Ξ + (d(t)− d1)WR−1
2 WT +

(d2 − d(t))Y R−1
2 Y T < 0 (30)

时, V̇ (t) < 0,系统稳定.

由引理4,式(30)等价于(d2 − d1)WR−1
2 WT +Ξ < 0,

(d2 − d1)Y R−1
2 Y T +Ξ < 0.

(31)

由Schur补引理,式(31)等价于式(5)和式(6).

证毕.

当d(t) ∈ [d2, d3]时,有如下稳定性准则:

定定定理理理 2 对于系统(1),当d(t) ∈ [d2, d3]时,若
存在矩阵P > 0,半正定对称矩阵Q, Qj(j = 1, 2, 3,

4), Ri, Si, Zi(i = 1, 2, 3),对称矩阵M1, M4, N1, N4

和适当维数的任意矩阵M2, M3, M5, N2, N3, N5,
Tj(j = 1, 2, 3), Wi, Yi(i = 1, 2, · · · , 12)以及非负常
数εi > 0(i = 1, 2),使得式(32)–(35)的不等式组成
立,则系统是渐近稳定的.
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Ξ11 Ξ12 Q12 Ξ̃14 Ξ̃15 Ξ̃16 Ξ17 Ξ18 Ξ19 Ξ1−10 T1 T1 d̃sW1

∗ Ξ22 Ξ23 Ξ̃24 Ξ̃25 Ξ̃26 Ξ27 Ξ28 Ξ29 Ξ2−10 Ξ2−11 Ξ2−12 d̃sW2

∗ ∗ Ξ33 −Q12 W3 −Y3 0 0 0 0 0 0 d̃sW3

∗ ∗ ∗ Ξ̃44 Ξ̃45 −Y4 0 Ξ̃48 Ξ̃49 Ξ̃4−10 0 0 d̃sW4

∗ ∗ ∗ ∗ Ξ̃55 Ξ̃56 WT
7 Ξ̃58 Ξ̃59 Ξ̃5−10 WT

11 WT
12 d̃sW5

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ̃66 −Y T
7 Ξ̃68 Ξ̃69 Ξ̃6−10 −Y T

11 −Y T
12 d̃sW6

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ77 P12 P13 P14 T3 T3 d̃sW7

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ88 0 0 0 0 d̃sW8

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ̃99 0 0 0 d̃sW9

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ̃10−10 0 0 d̃sW10

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε1I 0 d̃sW11

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I d̃sW12

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R3



< 0, (32)



Ξ11 Ξ12 Q12 Ξ̃14 Ξ̃15 Ξ̃16 Ξ17 Ξ18 Ξ19 Ξ1−10 T1 T1 d̃sY1

∗ Ξ22 Ξ23 Ξ̃24 Ξ̃25 Ξ̃26 Ξ27 Ξ28 Ξ29 Ξ2−10 Ξ2−11 Ξ2−12 d̃sY2

∗ ∗ Ξ33 −Q12 W3 −Y3 0 0 0 0 0 0 d̃sY3

∗ ∗ ∗ Ξ̃44 Ξ̃45 −Y4 0 Ξ̃48 Ξ̃49 Ξ̃4−10 0 0 d̃sY4

∗ ∗ ∗ ∗ Ξ̃55 Ξ̃56 WT
7 Ξ̃58 Ξ̃59 Ξ̃5−10 WT

11 WT
12 d̃sY5

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ̃66 −Y T
7 Ξ̃68 Ξ̃69 Ξ̃6−10 −Y T

11 −Y T
12 d̃sY6

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ77 P12 P13 P14 T3 T3 d̃sY7

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ88 0 0 0 0 d̃sY8

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ̃99 0 0 0 d̃sY9

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ̃10−10 0 0 d̃sY10

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε1I 0 d̃sY11

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I d̃sY12

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R3



< 0, (33)

M1 M2 M3

∗ M4 M5

∗ ∗ R1

 > 0, (34)

N1 N2 N3

∗ N4 N5

∗ ∗ R2

 > 0, (35)

其中:

Ξ̃14 = −P12 + P13 + d31(M12 +
1

3
M42)−

d21(M31 −M51 +MT
32 −MT

52),

Ξ̃15 = −P13 + P14 +W1, Ξ̃16 = −P14 − Y1,

Ξ̃24 = −WT
4 + Y T

4 , Ξ̃25 = W2 −WT
5 + Y T

5 ,

Ξ̃26 = −Y2 −WT
6 + Y T

6 ,

Ξ̃44 = −Q22 −Q1 +Q2 +Q4 +N31 +

NT
31 −N51 −NT

51 − d31(M32 −MT
32 −

M52 −MT
52) + d31(M14 +

1

3
M44) +

(d2 − d1)(N11 +
1

3
N41),

Ξ̃45 = W4 + (d2 − d1)(N12 +
1

3
N42)−

N31 −N51 +NT
32 −NT

52,

Ξ̃48 = −PT
22 + PT

23 + d21(M15 +
1

3
M45) +

d1(2M52 −MT
33 −MT

53),

Ξ̃49 = −P23 + PT
33 +N13 +

1

3
N43 +

1

d2 − d1
(2N51 +NT

33 −NT
53),

Ξ̃4−10 = −P24 + P34,

Ξ̃55 = −Q2 +Q3 +W5 +WT
5 +

(d2 − d1)(N14 +
1

3
N44)−

N32 −NT
32 −N52 −NT

52,

Ξ̃56 = −Y5 +WT
6 , Ξ̃58 = −PT

23 + PT
24 +WT

8 ,

Ξ̃59 = −PT
33 + PT

34 +WT
9 +N15 +

1

3
N45 +

1

d2 − d1
(2N52 −NT

33 −NT
53),

Ξ̃5−10 = −P34 + PT
44 +WT

10,
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Ξ̃66 = −Q3 − Y6 − Y T
6 , Ξ̃68 = −Y T

8 − PT
24,

Ξ̃69 = −Y T
9 − PT

34, Ξ̃6−10 = −PT
44 − Y T

10,

Ξ̃99 = −S2 − Z2 +
1

d2 − d1
(N16 +

1

3
N46) +

2

(d2 − d1)
2 (N53 +NT

53),

Ξ̃10−10 = −S3 − Z3, d̃s =
√
(d3 − d2).

定理2的证明方法与定理1类似,此处省略.

注注注 1 结合定理1和定理2,当d(t) ∈ [d1, d3]时,不等式

组式(3)–(6)和式(32)–(35)均有解时,系统渐近稳定.

注注注 2 当 ḋ(t)未知时,即 d(t)可导但µ未知或者 d(t)不

可导时，只需去掉定理1和定理2中与Q4相关的项即可得到

系统稳定性准则.

注注注 3 若不考虑非线性扰动,即f = g = 0时,采用与

定理1类似的方法也可以得到相应的稳定性准则,将与定

理1和定理2对应的结论分别记为推论1和推论2.

4 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulation)
通过典型的算例对比分析本文提出方法的保守性.

例例例 1 对系统(1),选取系统参数如下:

A =

[
−1.2 0.1

−0.1 −1.0

]
, Ad =

[
−0.6 0.7

−1.0 −0.8

]
,

F =

[
1 0

0 1

]
, G =

[
1 0

0 1

]
.

当 dL = 1时,取α, β, µ为相应值时,利用本文定
理1和定理2可以分别计算出系统稳定的最大允许时
滞,结果如表1所示. 当d(t)为常数时, dL = 0时的结

果见表2.

表 1 最大允许时滞dU(dL = 1)

Table 1 Maximum allowable delay bound
(MADB) for dU(dL = 1)

α = 0, α = 0.1,
α和β

β = 0.1 β = 0.1

µ = 0.5

文献[17](N = 4) 1.9930 1.6380
文献[14] 1.8316 1.6541

定理1(η = 0.3) 2.9242 2.4929
定理2(η = 0.3) 2.2454 2.0007

µ = 0.9

文献[17](N = 4) 1.9930 1.6380
文献[14] 1.8316 1.6541

定理1(η = 0.3) 2.9242 2.4929
定理2(η = 0.3) 2.2454 2.0007

µ = 1.1

文献[17](N = 4) 1.9930 1.6380
文献[14] 1.8316 1.6541

定理1(η = 0.3) 2.9242 2.4929
定理2(η = 0.3) 2.2454 2.0007

表 2 定常时滞时的最大允许时滞dU(dL = 0)

Table 2 MADB with constant delay for dU(dL = 0)

α和β α = 0, β = 0.1 α = 0.1, β = 0.1

文献[14] 2.9081 1.9672
定理1(η = 0.5) 9.1393 6.3774
定理2(η = 0.5) 4.0465 2.9389

由表1–2可知,利用本文提出的方法可以得到更大
的允许时滞上界,说明本文的稳定性准则具有更小的
保守性.

当µ未知时,将本文的计算结果与文献[15,19]对
比,保证系统稳定的最大允许时滞如表3所示. 由表3
可知,本文推论计算出的最大允许时滞比文献[15,19]
的结果都大,因此具有更小的保守性.

表 3 最大允许时滞dU(µ未知)
Table 3 MADB for dU (unknown µ)

dL 0.3 0.5 0.8 1.0 2.0

文献[15] 1.4210 1.5240 1.7078 1.8446 2.6344
文献[19](η = 0.55) 1.6350 1.7751 1.9978 2.1519 2.9669
推论1(η = 0.55) 2.0188 2.1042 2.2640 2.3858 3.1034
推论2(η = 0.55) 2.3058 2.4267 2.6362 2.8031 3.7143

例例例 2 考虑如下系统:

ẋ(t) =

[
0 1

−1 −2

]
x(t) +

[
0 0

−1 1

]
x(t− d(t)).

例例例 3 考虑如下3阶系统:

ẋ(t) =

−1.0 0.0 0.0

0.0 −2.0 0.0

0.0 0.0 −0.9

x(t) +

−1.0 0.0 0.0

0.0 −1.0 0.1

0.0 −1.0 −1.0

x(t− d(t)).

当µ = 0.3时,给定dL的值,计算保证系统稳定的
最大允许时滞,本文和文献 [3]的对比结果如表4所示.
由表4可知,本文方法能够获得更大的允许时滞,保守
性更小.

表 4 最大允许时滞dU(µ = 0.3)
Table 4 MADB for dU (µ = 0.3)

dL 0 0.1 0.4 0.7 1.0

文献[3] 3.4724 3.5303 3.6780 3.7870 3.8565
推论1(η = 0.4) 6.3803 7.0271 7.5342 8.1751 8.8393
推论2(η = 0.4) 3.8556 3.9115 4.0253 4.0537 4.1213

5 结结结语语语(Conclusions)
本文讨论了带有非线性扰动的时变时滞的系统的

稳定性问题.采用时滞分割方法,把时滞区间拆分为
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2个子区间,构造了适当的Lyapunov-Krasovskii泛函,
采用自由矩阵积分不等式对Lyapunov-Krasovskii泛
函的导数进行放缩,以线性矩阵不等式形式给出了时
滞依赖型系统稳定性准则.最后,通过数值仿真实例
说明了本文提出的方法可以获得更大的允许时滞,改
善了现有方法的保守性,验证了本文方法的优越性.
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