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摘要:矩阵的半张量积是将逻辑变量转化为向量研究的主要工具. 本文利用半张量积把逻辑控制系统表示为离散时
间仿射线性系统,在逻辑系统的状态空间框架下研究了以布尔控制网络为代表的逻辑动态系统的输出稳定与镇定. 首先
给出布尔网络输出稳定的定义,研究了布尔网络输出稳定的充要条件;其次讨论了布尔控制网络的输出镇定,分别得到
了布尔控制网络由常值输入变量、自由控制序列、状态反馈控制序列输出镇定的条件.本文讨论的系统输出稳定与镇定
是(部分)变量稳定与镇定的推广.
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Output stability and stabilization of Boolean control networks
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Abstract: Semi-tensor product of matrices is the main tool in converting logical variable to its vector form. Using
semi-tensor product of matrices, the logical dynamical system is converted to discrete time affine linear system. Under
framework of state space expression of Boolean network, the output stability and output stabilization are discussed in this
paper. First, the definition of output stability of Boolean network is given, and the necessary and sufficient condition for
output stability of Boolean network is obtained. Second, the output stabilization of Boolean control network is investigated
and the different conditions for output stabilization are obtained. The output stability and stabilization discussed in this
paper are generalizations of the known state stability and stabilization.
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1 引引引言言言(Introduction)
随着系统生物学的发展,基因调控网络得到了广

泛的研究和深入发展.基因调控网络主要是指描述细
胞内或者基因组内基因与基因之间相互作用而形成

的抽象网络. 为了从不同角度研究基因调控网络,学
者采用多种不同的数学模型和计算模型来刻画基因

之间的相互作用,比如常微分方程模型[1–2]、马尔科夫

链模型[3]、随机基因网络模型[4]、布尔网络[5–6]等,这
些模型在研究基因转录和调控时发挥了重要的作用.

在研究基因调控网络的模型中,布尔网络受到了
广泛关注. 与其他模型相比较,布尔网络模型具有表
示简单的优点,更重要的是布尔网络模型可以较好的

模拟细胞的演化机制,比如极限环或者不动点代表了
基因细胞的表型[7]. 布尔网络将细胞的某种性质的显
现情况简化为显现或不显现,这种简化可以用逻辑变
量取值“1”或“0”表示. 布尔网络模型最早被Kauff-
man用于研究基因调控网络[5]. 对布尔网络进行控制
干预的方法主要有3种[8]: i)在特定时刻对网络的状
态进行重置[9]; ii)对各个结点按照一定的概率分
布p进行扰动,若结点的状态为α,则发生扰动后的状
态为1− α,通过调整概率分布p使网络的动态过程发

生改变[10]; iii)通过引入控制变量,设计适当的控制信
号使得网络的动态过程发生改变[11].

近年来,程代展研究员把矩阵的半张量积引入逻
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辑动态系统相关控制问题的研究[12–13],充分显示了矩
阵的半张量积在处理离散值系统的优越性. 在文献
[12],利用矩阵的半张量积,逻辑变量的0与1取值被表
示为向量(0, 1)T和(1, 0)T,同时逻辑系统被表示为离
散时间动态系统,从而使得逻辑系统的能控能观
性、稳定性等相关控制问题得以成功研究,并取得了
一系列的成果.这一方法被称为逻辑动态系统的状态
空间方法,在状态空间框架下对布尔网络的研究取得
了丰富的成果.文献[14]构造设计了概率布尔网络状
态反馈镇定的充要条件.文献[15]研究了布尔网络的
输出跟踪控制问题,通过构造一系列的能达集合,设
计出状态反馈控制律使网络能够跟踪常值信号.文
献[16]研究了切换布尔网络的状态反馈控制和输出反
馈控制问题,给出了切换布尔网络在任意切换信号下
存在状态反馈控制律的必要条件,并且构造出反馈控
制律.

对大型的布尔网络系统,文献[17]提出的聚集算
法在进行相关性质分析方面非常有效. 文献[18–19]
研究了带有时滞和脉冲响应的主从网络完全同步问

题,而对应随机布尔网络的完全同步,文献[20]进行了
研究.对时滞布尔网络,文献[21]通过研究时滞布尔网
络的轨线与状态能控性,提出了轨线能控性概念,间
接研究了时滞布尔网络的状态能控性. 近年来,布尔
网络的牵制控制受到了比较多的关注[22–23].

系统的稳定与镇定是系统理论中的基本概念和研

究热点,以布尔网络为代表的逻辑动态系统的稳定与
镇定也是系统生物学的研究重点之一.但是在以布尔
网络为代表的逻辑系统中,各个结点演化规律由不同
的逻辑函数来描述,由于相互之间关系复杂,使得对
整个系统状态的处理非常困难,比如系统的状态会随
着节点个数指数增加. 另一方面,有时人们只对一部
分输出变量感兴趣,或者由于技术原因对一些变量无
法测定,这就要去研究系统中可以量测的输出变量的
演化性态. 因此对逻辑系统的输出变量稳定与镇定问
题的研究具有重要的理论意义和应用价值.

本文主要研究了以布尔网络为代表的逻辑系统的

输出稳定与镇定问题.文章结构安排如下: 第2部分简
单回顾了矩阵的半张量积及相关性质,矩阵的半张量
积是布尔网络的状态空间方法的重要工具. 第3部分
给出布尔网络输出稳定的定义,并讨论了布尔网络输
出稳定的充要条件.第4部分研究了布尔控制网络输
出镇定问题,并分别给出了布尔控制网络可以通过常
值控制序列、闭环控制(状态反馈控制)、开环控制(自
由控制序列)输出镇定的条件.第5部分利用常值控制
序列大肠杆菌lac操纵子模型中的输出镇定到目标状
态. 第6部分是总结.

2 准准准备备备工工工作作作(Preparations)
矩阵的半张量积是逻辑系统状态空间方法的主要

工具,简要陈述逻辑变量的代数表示.

定定定义义义 1[12] 设矩阵A ∈ Mm×n, B ∈ Mp×q,记t

= lcm(n, p)为n和p的最小公倍数. 矩阵A和B的半

张量积定义如下:

AnB = (A⊗ It/n)(B ⊗ It/p). (1)

矩阵的半张量积是普通矩阵乘法的自然推广,
n = p时,矩阵的半张量积就是普通矩阵乘法. 普通矩
阵乘法具有的性质,半张量积都成立,同时还有一些
特有的性质,比如伪交换性[12]. 不致混淆的情况下,
下文的矩阵乘法均指半张量积,省略n. 为了叙述方
便,本文用到的记号列表如下:

�记∆n := {δ1n, · · · , δnn},其中δin是单位矩阵In的

第i列. 当n = 2时,有∆ := ∆2.

�逻辑变量: 真∼ 1,假∼ 0. 记D = {0, 1}. 将逻辑
取值与二维向量建立对应T ∼ (1, 0)′, F ∼ (0, 1)′.

�记Coli(L)为矩阵L的第i列, Col(L)为矩阵L的

列向量集合.

�设矩阵L = [δi1n δi2n · · · δisn ] ∈ Ln×s,其中Col(L)

⊂ ∆n. 本文称矩阵L是逻辑矩阵,写成紧凑形式表示
为L = δn[i1 i2 · · · is].
全体n× s的逻辑矩阵的集合记为Ln×s.

下述命题在逻辑系统的状态空间表示中起了关键

作用.

命命命题题题 1[12] 设x1, · · · , xn ∈ ∆是 n个布尔变量,
f(x1, · · · , xn) ∈ ∆是一个布尔函数. 存在唯一矩阵
Mf ∈ L2×2n ,使得

f(x1, · · · , xn) = Mf nn
i=1 xi, xi ∈ ∆,

其中M称为布尔函数f的结构矩阵.

定义如下的降幂矩阵[12]:

Φj =
j∏

i=1

I2i−1 ⊗ [(I2 ⊗W[2,2j−i])Mr], (2)

其中Mr = δ4[1, 4]. 关于降幂矩阵,有如下性质:

引引引理理理 1[12] 设zj = p1p2 · · · pj ,其中pi ∈ ∆, i =
1, 2, · · · , j,那么

z2j = Φjzj. (3)

3 输输输出出出稳稳稳定定定(Output stability)
含有n个结点的布尔网络动态方程表示如下:xi(t+ 1) = fi(x1, · · · , xn), i = 1, · · · , n;
yj(t) = hj(x1, · · · , xn), j = 1, · · · , p,

(4)

其中xi ∈ D, i = 1, · · · , n是状态变量, yj ∈ D, j =

1, · · · , p是输出变量, fi, hj , i = 1, · · · , n; j = 1, · · · ,
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p是布尔函数.

下面给出布尔网络的输出稳定的定义.

定定定义义义 2 考虑布尔网络(4), y∗ ∈ Dp是输出状态.
如果存在正整数T ,使得从任意的初始状态x0∈D2n

出发,系统的输出满足y(t) = y∗, ∀ t > T,则称布尔

网络(4)输出稳定到y∗,输出状态y∗称为系统(4)的输
出稳定点.

例例例 1 考虑含有4个结点的布尔网络,动态方程
表示如下:

x1(t+ 1) = x1(t) → (¬x3(t)),

x2(t+ 1)=[¬(x3(t)∨x4(t))]↔(x1(t)↔x2(t)),

x3(t+ 1) = x2(t) ∧ x3(t),

x4(t+ 1) = (x2(t) ↔ x4(t)) ∨ x1(t),

y1(t) = x1(t) ↔ x3(t),

y2(t) = x2(t) ∨ x4(t),

(5)

网络的状态演化过程如图1. 从图1可以看出,布尔
网络(5)从任意状态出发,至多经过4步之后,网络的状
态均演化到唯一的极限环: {(1, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 1)},
极限环中的状态(1, 1, 0, 1)和(1, 0, 0, 1)对应的输出状

态均为(y1, y2) = (0, 1),即布尔网络(5)的输出可以稳
定到(0, 1).

图 1 布尔网络(5)的状态演化图

Fig. 1 The state-transition diagram of Boolean network (5)

为了得到布尔网络(4)输出稳定的充要条件,利用
逻辑变量的向量形式,设x(t) :=nn

i=1xi(t)∈∆2n ,
y(t) := np

i=1yi(t) ∈ ∆2p ,由命题1,分别用Mi和Nj

表示逻辑函数fi和hj的结构矩阵,则有{
xi(t+ 1)= Mix(t), i = 1, · · · , n,
yj(t+ 1)= Njx(t), j = 1, · · · , p.

(6)

将式(6)中各个表达式左右两端利用矩阵的半张量积
乘在一起得到式(4)的代数形式如下[12]:{

x(t+ 1) = Lx(t), x ∈ ∆2n ,

y(t) = Hx(t), y ∈ ∆2p ,
(7)

称L ∈ L2n×2n和H ∈ L2p×2n分别为式(4)的状态结构
矩阵和输出结构矩阵.

另一方面, L和H也可以由下式算出[24].

Colj(L)=nn
i=1(Colj(Mi)), j = 1, · · · , 2n, (8)

Colj(H)=np
i=1(Colj(Ni)), j = 1, · · · , 2n. (9)

由于布尔网络具有有限个状态,最终一定会到达
极限环或者不动点,因此系统输出稳定到y∗的一个必

要条件是极限环(含不动点)中的状态对应的输出均
为y∗. 为此得到布尔网络输出稳定的一个必要条件.

命命命题题题 2 设C = {δi12n , · · · , δis2n}为布尔网络(7)
的任意一个极限环.布尔网络(7)输出稳定到y∗的必要

条件是对任意的x∗ ∈ C,都有

Hx∗ = y∗. (10)

事实上,命题2的必要条件也是布尔网络(7)输出
稳定到y∗的充分条件.下面寻找便于检验的布尔网
络(4)输出稳定充要条件.

命命命题题题 3 布尔网络(7)输出稳定到y∗ = δi2p的充

要条件是存在正整数T ,使得t > T时

Col(HLT ) = {δi2p}, (11)

即矩阵HLT的各列均为δi2p .

证证证 设布尔网络系统(7)的初始状态为x(0) =

δj2n ∈ ∆2n ,由式(7),

y(t) = Hx(t) = HLx(t− 1) = · · · =

HLtx(0) = HLtδj2n = Colj(HLt). (12)

必要性显然. 下证充分性. 如果存在正整数T ,

使得Col(HLT ) = {δi2p},则对任意的t > T ,必有

Col(HLt)={δi2p}. 事实上, HLt=HLTLt−T ,由于

Col(HLT ) = {δi2p},对矩阵Lt−T的任意一列向量

Colk(L
t−T ),均有HLT Colk(L

t−T ) = δi2p ,即

HLT [Col1(L
t−T ), · · · ,Col2n(Lt−T )] =

δ2p [i, i, · · · , i]. (13)

因此, Col(HLt) = {δi2p}.

从任意的初始状态x(0) = δj2n出发,得到

y(t) = Colj(HLt)δj2p = δi2p , ∀ t > T. (14)

由输出稳定的定义知,布尔网络(4)输出稳定到δi2p . 命
题得证.

例例例 2 对于网络(5),设x(t) = x1(t)n· · ·nx4(t),
通过计算得到布尔网络(5)的代数形式{

x(t+ 1) = Lx(t),

y(t) = Hx(t),
(15)

其中:{
L=δ16[13 13 7 3 11 11 3 7 1 2 3 8 8 7 8 3],

H=δ4[1 1 3 3 1 2 3 4 3 3 1 1 3 4 1 2].

(16)
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容易检验,存在最小的T = 4,当t > 4时

HLt = δ4[3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3].

因此布尔网络(5)输出稳定到δ34 ∼ (0, 1),所得结
论与例1是一致的.

4 输输输出出出镇镇镇定定定(Output stabilization)
布尔控制网络的动态方程表示如下：
xi(t+1)=fi(x1(t), · · ·, xn(t), u1(t), · · ·,

um(t)), i = 1, · · · , n;
yj(t)=hj(x1, · · ·, xn), j=1, · · ·, p,

(17)

其中: xi∈D, i=1, · · · , n是状态变量, ui∈D, i=1,

· · · ,m是控制输入变量, yj ∈ D, j = 1, · · · , p是输出
变量, fi, i=1,· · ·, n是布尔函数. 类似的,设x(t) :

=nn
i=1xi(t), u(t) :=nm

i=1ui(t), y(t) :=np
i=1yi(t)∈

∆2p ,用Ni表示逻辑函数fi的结构矩阵,则有

xi(t+ 1) = Niu(t)x(t), i = 1, · · · , n. (18)

布尔控制网络(18)的代数形式表示如下:{
x(t+ 1) = Lu(t)x(t), x ∈ ∆2n ,

y(t) = Hx(t), y ∈ ∆2p ,
(19)

其中

Colj (L)=nn
i=1(Colj (Mi)), j=1, · · · , 2n, (20)

Colj (H)=np
i=1(Colj (Ni)), j=1, · · · , 2n. (21)

下面给出布尔网络的输出稳定的定义.

定定定义义义 3 考虑布尔控制网络(17),记逻辑向量y∗

= δi2p ∈ Dp. 如果存在正整数T和控制序列{u(t),
t = 1, · · · , T},使得系统从任意的初始状态x0 ∈
D2n出发,输出满足

y(t) = y∗, ∀ t > T,

则称布尔控制网络(17)是输出状态y∗可镇定的.

本文考虑如下3种控制输入:

1)常值控制输入uc = δk2m .

2)控制输入为开环控制序列,此时输入变量
u(t) = nm

j=1uj(t)在∆2m中自由取值.

3)控制输入为闭环控制,即状态反馈控制.设控制
网络的演化方程为

u1(t+ 1) = g1(x1(t), · · · , xn(t)),
...

um(t+ 1) = gm(x1(t), · · · , xn(t)).

(22)

4.1 常常常值值值控控控制制制输输输出出出镇镇镇定定定(Output stabilization via
constant control)

首先讨论系统可以由常值控制输入镇定的充要条

件.设布尔网络(17)的初始状态为x0,取常值控制为

u0 = δj2m . 注意到L是一个2n × 2n+m的逻辑矩阵,将
矩阵L等分为2m个子块:

L := [Blk1(L) Blk2(L) · · · Blk2m(L)]. (23)

命命命题题题 4 布尔网络(17)可以通过常值控制u0输出

镇定的充要条件是存在16T062n, 16j62m,
使得H(Blkj(L))

T0为常值映射.

证证证 (必要性)设常值控制u0 = δj2m使布尔网络

(17)经过T步,使输出镇定到y∗ = δα2p ,即

y(t) = δα2p , ∀ t > T.

对于任意的初始状态x0,由式(19)得

x(t+ 1) = (Lu0)
t+1x0 = (Blkj(L))

t+1x0.

进一步y(t) = H(Blkj(L))
tx0.

当t > T时,由于y(t) = δα2p ,因此

H(Blkj(L))
tx0 = δα2p .

由x0的任意性知,当t > T时, H(Blkj(L))
t为常值映

射.

记T0为满足上式的最小的时刻T ,下证T0 6 2n.
记布尔网络(17)的状态轨线为

x(0)→ x(1)→ · · ·→
x(s1)→ x(s1 + 1)→ · · ·→
x(s2)→ · · ·→ x(T0)→ · · · , (24)

相应的输出状态序列为

y(0)→ y(1)→ · · ·→
y(s1)→ y(s1 + 1)→ · · ·→
y(s2)→ · · ·→ y(T0)→ · · · . (25)

如果T0 > 2n,由于n个结点的布尔网络(17)有且
只有2n个不同的状态,则在状态序列(24)中必有重复
状态. 不妨设x(s1) = x(s2),则状态序列(24)可以简
化为

x(0) → x(1) → · · · → x(s1 − 1) →
x(s2) → · · · → x(T0) → · · · . (26)

因此在常值控制u0 = δj2m的作用下,最简状态序
列(24)长度必然小于2n,相应的输出状态序列(25)
简化为

y(0) → y(1) → · · · → y(s1 − 1) →
y(s2) → · · · → y(T0) → · · · . (27)

因此输出达到稳态y∗ = δα2p最长步数不会超过2n.

(充分性)如果存在1 6 T0 6 2n, 1 6 j 6 2m,使
得(Blkj(L))

T0为常值映射,即

Col(Blkj(L))
T0 = {δα2p},

则取常值输入u0 = δj2m ,对任意得初始状态x0,当t >
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T0时,输出y(T0) = δα2p .

y(t) = H(Blkj(L))
tx0 =

H(Blkj(L))
T0 [(Blkj(L))

t−kx0] = δα2p .

从而充分性得证.

4.2 开开开环环环控控控制制制输输输出出出镇镇镇定定定(Output stabilization via
free control)
首先考虑自由控制序列输出镇定到y∗ = δα2p的必

要条件.记

Ω0 = {ξ|Hξ = δα2p , ξ ∈ ∆2n}.

如果布尔网络(17)可输出镇定到y∗ = δα2p ,则Ω0必为

非空集合(否则不存在状态ξ使得Hξ = δα2p);同时必
存在Ω0的一个非空子集合Ω和控制ue,使得对Ω

中的任意状态η,

Lueη ∈ Ω.

特别的,当Ω0 = {ξ}是一个单点集合,布尔网络(17)
输出镇定到y∗ = δα2p等价于布尔控制网络(17)状态镇
定到ξ.

另一方面,由于

y(t0 + k + 1) = Hx(t0 + k + 1) =

HLu(t0 + k)x(t0 + k) = · · · =
HLu(t0 + k) · · ·Lu(t0 + 1)x(t0).

为了使得输出y(t)的状态最终收敛到y∗ = δα2p ,一定
存在一个正整数k,使得

HLu(k) · · ·Lu(1)x = δα2p , ∀ x ∈ ∆2n ,

即要求

Col(HLu(k) · · ·Lu(1)) = {δα2p}.

另一方面,

HLu(k)Lu(k − 1) · · ·Lu(1) =
HL(I2m ⊗ L) · · · (I2(k−1)m ⊗ L)n1

i=k u(i). (28)

记

L(I2m ⊗ L) · · · (I2(k−1)m ⊗ L) :=

[Lk
1 , L

k
2 , · · · , Lk

2km ]. (29)

容易看出,如果存在16j62km,使得H Col(Lk
j )=

{δα2p},取控制序列为n1
i=ku(i) = δj2km ,有

HLu(k)Lu(k − 1) · · ·Lu(1)x =

H[Lk
1 , H

k
2 , · · · ,Hk

2km ]n1
i=k u(i)x =

[HLk
1 , HLk

2 , · · · ,HLk
2km ]δ

j
2kmx =

HLk
jx = δα2p , ∀ x. (30)

作为本部分的总结,给出如下充要条件.

命命命题题题 5 布尔控制网络(17)可由自由控制序列输
出镇定到y∗ = δα2p的充分必要条件是存在Ω ⊂ Ω0,

满足:

i)存在一个正整数k > 0和式(29)中的子块Lk
j ,

1 6 j 6 2km,使得Col(Lk
j ) = Ω;

ii)存在控制ue,对任意的ξ ∈ Ω,使得Lueξ ∈Ω.

命题中的条件ii)是为了保证系统在适当的控制信
号下能驻留在目标状态,是不可缺少的,下面用一个
例子说明其必要性.

例例例 3 考虑如下布尔网络:

x1(t+ 1) = ¬(x1(t) ∧ u(t)),

x2(t+ 1)=(u(t) ∧ (x2(t) → x1(t)))

∨(¬u(t)∧(x1(t)↔x2(t))),

y1(t) = x1(t),

y2(t) = x2(t).

(31)

设x(t) = x1(t) n x2(t), y(t) = y1(t) n y2(t). 布
尔网络(31)的代数形式表示为

x(t+1)=Lu(t)x(t) =

δ4[3 3 2 1 1 2 2 1]u(t)x(t),

y(t) = δ4[1 2 3 4]x(t).

(32)

对任意的初始状态ξ ∈ ∆4,如果取u(1) = δ22 ,则

x(2) = Lu(1)ξ = δ4[1 2 2 1]ξ.

进一步取u(2) = δ12 ,那么

x(3) = Lu(2)x(2) =

(δ4[3 3 2 1])(δ4[1 2 2 1])ξ =

δ4[3 3 3 3]ξ = δ34, ∀ ξ ∈ ∆4.

从式(32)可以看出不存在控制ue,使得

y(t) = HLueδ
3
4 = δ34.

此后,无论取u(3)为何值(u(3) = δ12或u(3) = δ22),输
出变量的状态都将离开y∗ = δ34 . 从而说明不能用开
环控制u(t)使系统(31)输出镇定到y∗ = δ34 .

4.3 状状状态态态反反反馈馈馈输输输出出出镇镇镇定定定(Output stabilization via
state feedback)
其次讨论系统可以由状态反馈输出镇定的充要条

件.设状态反馈控制为式(22),记u(t) = u1(t)n · · ·
n um(t),式(22)的代数状态形式为

u(t) = Gx(t), (33)

其中G ∈ L2m×2n . 将其代入式(19)得{
x(t+ 1) = LGx2(t) = LGΦnx(t),

y(t) = Hx(t)
(34)

其中Φn是引理1中的降幂矩阵. 于是

y(t0 + k + 1) = Hx(t0 + k + 1) =

HLGΦnx(t0 + k) = · · · = H(LGΦn)
kx(t0).
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为了使得输出y(t)的状态最终收敛到y∗ = δα2p ,一定
存在一个正整数k,使得

H(LGΦn)
kx = δα2p , ∀ x ∈ ∆2n ,

即要求

Col(H(LGΦn)
k) = {δα2p}.

为此有如下存在状态反馈使输出镇定的充要条件.

命命命题题题 6 布尔控制网络(17)可由状态反馈输出镇
定到y∗=δi2p的充要条件是存在矩阵G∈L2m×2n

和正整数T ,使得

Col(H(LGΦn)
T) = {δi2p}. (35)

文献[15]利用布尔控制网络的输入状态矩阵给出
了状态反馈控制律的设计方法. 文献[15]中最后考虑
系统可以通过自由控制序列输出镇定的条件.

在文献[15]中讨论了系统输出镇定到目标输出状
态的充要条件,并且给出了构造状态反馈控制网络的
方法. 为了使系统的输出镇定到y∗ = δα2p ,文献[15]中
构造了一个集合 Ω0 = {ξ|Hξ = δα2p}和一组集合
Rk(S)如下:

Rk(S)={x(0) ∈ ∆2n |存在控制序列u(t) ∈ ∆2m ,

t=0, 1, · · ·, k−1,使得x(k, x(0), u)∈S},

其中S ⊆ ∆2n ,并且S非空.

命命命题题题 7[15] 布尔控制网络(17)可通过状态反馈使
输出镇定到y∗ = δα2p的充要条件是存在一个非空集

合S ⊆ Ω0和正整数1 6 τ 6 2n,使得{
S ⊆ R1(S)

Rτ (S) = ∆2n .

5 例例例子子子(An example)
在大肠杆菌lac操纵子模型[15, 25–26]中用x1表示乳

糖操纵子的mRNA, x2表示高浓度的乳糖, x3表示中

等浓度的乳糖. 动态演化方程表示如下:
x1(t+ 1)= ¬u1(t) ∧ (x2(t) ∨ x3(t)),

x2(t+ 1)= ¬u1(t) ∧ u2(t) ∧ x1(t)),

x3(t+ 1)= ¬u1(t) ∧ (u2(t) ∨ (u3(t) ∧ x1(t))).

(36)

该模型表示了乳糖的mRNA和乳糖构成了大肠杆
菌lac操纵子的核心. 如果比较关心高浓度的乳糖
(x2)和中等浓度的乳糖(x3)的状态,取输出{

y1(t) = x2(t),

y2(t) = x3(t).
(37)

采用变量的逻辑取值,设x(t) := x1(t) n x2(t) n
x3(t) ∈ ∆23 , y(t) := y1(t) n y2(t) ∈ ∆22和u(t) :=

u1(t)n u2(t)n u3(t) ∈ ∆23 . 由矩阵半张量积,得到
系统(36)的代数形式如下:

{
x(t+ 1) = Lu(t)x(t),

y(t) = Hx(t),
(38)

其中:

L = δ23 [8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8

8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8

1 1 1 5 3 3 3 7 1 1 1 5 3 3 3 7

3 3 3 7 4 4 4 8 4 4 4 8 4 4 4 8],

H = δ22 [1 2 3 4 1 2 3 4].

考虑目标输出为(y1, y2) = (1, 1). 下面考虑使用
常值控制序列u(t),使系统的输出状态镇定到
(y1, y2) = (1, 1) ∼ δ14 .

对于u(t) = δj8, 1 6j 68,使得H(Blkj(L))
T0为

常值映射的最小T0存在性如表1. 表1中∅表示不存在
满足条件的T0.

因此,为了使系统的输出状态镇定到(y1, y2) =

(1, 1) ∼ δ14 ,可以取常值控制为δk8 , k ∈ {5, 6},即取
(u1, u2, u3) = (0, 1, 1)或(u1, u2, u3) = (0, 1, 1), 可
以使大肠杆菌 lac操纵子模型(36)的输出(38)镇定
到(y1, y2) = (1, 1) ∼ δ14 .

表 1 T0存在性

Table 1 Existence of T0

u δ18 δ28 δ38 δ48 δ58 δ68 δ78 δ88

T0 ∅ ∅ ∅ ∅ 3 3 ∅ ∅

6 结结结论论论(Conclusions)
本文主要研究了布尔控制网络的输出稳定与镇定

问题,研究的问题具有很强的理论意义和应用价值.
输出变量的稳定与镇定是文献[12]中讨论的状态稳定
与镇定的推广,在理论上,丰富了逻辑动态系统的理
论体系,如果在布尔网络(4)中取输出变量yi(t) =

xi(t), i = 1, · · · , p,当 p = n时,输出稳定与镇定就
是文献[12]下中的状态变量稳定与镇定;当p<n时,
输出稳定与镇定就退化为文献[27]中所讨论的部分变
量{x1, · · · , xp}的稳定与镇定.

在系统生物学的应用中,由于基因调控网络的结
点比较多,用状态空间方法时会出现计算量剧增的缺
点,考虑到研究中真正有价值的基因是少部分,可以
选取这一小部分基因作为输出,通过对目标输出的稳
定与镇定达到对整个基因网络的调控.
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