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摘要: 提出了一种双输入双输出的状态空间描述,用于表达PID控制系统.这种描述方法,忠实地反映了PID控制
的结构、信号关系,避免了现有PID控制系统状态空间描述过程中的近似或冗余. 可以在此描述的基础上,用状态空
间的方法,讨论跟踪控制、优化控制等各种PID的控制问题.在PID控制系统的状态空间描述的基础上,讨论了满足
二次型性能的PID控制器优化设计,并给出例子说明本文提出方法的有效性. 这些例子说明,与现有的二次型优化
PID控制器设计方法比较,本文方法更加灵活、控制器更加实用,且适用于各种阶次的被控对象.
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State space description of PID control system and its LQ contoller
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Abstract: A state space description with two inputs two outputs is given to express the PID control system. The
description has the same control structure and signal transfer relations with the PID control system and avoids the approxi-
mations and redundancies of existing methods. Upon this description, PID parameters can be tuned by state space methods
such as tracking control, optimal control, etc. Then the PID optimal controller based LR is discussed. Some samples are
given to verify the effectiveness of our method. The method given here is more flexible, more utility than existing methods,
and can be used on different degree systems.
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1 引引引言言言(Introduction)
出现在1915–1940年间的PID控制器,由于具有简

单的结构、令人满意的控制性能和具有良好的鲁棒性,
一直是工业控制中应用最多的控制器[1–2]. 经过近百
年的发展,仍然有新的问题和方法,不断地提出来并
得到研究[3–4]. 有关PID控制器研究最多的,就是其参
数整定方法,主要可分为时域响应整定、频域整定、
性能指标优化整定和智能参数整定[1, 5].

二次型最优方法,是优化控制中最常用的一种方
法,它综合考虑了系统变化过程中的动静态性能,具
有良好的控制效果.利用二次型性能指标,优化PID控
制器的参数,一直是人们努力的方向,并取得了一定
的成果.目前应用的主要方法,可总结成如下3种.

1) 讨论低阶系统二次型性能的PID参数优化问

题[6–10]. 特别是对二阶系统,将二次型最优的PID参数
问题,描述成三阶系统的二次型最优状态反馈问题.
但这种方法仅用在二阶系统,其局限性也是明显的.

2) 因为PID控制器的分母是一阶的,而分子是二
阶的,没法单独将控制器表达成状态空间描述形式.
为了解决该问题,将控制器K(s)与对象G(s)串联表

达成K(s)G(s) = [
K(s)

s
][sG(s)],然后将 [

K(s)

s
]和

s[G(s)]分别写成状态空间描述形式,用最优控制的方
法,求出相应的 PID参数[11]. 若对象是 n阶的,加上

PID控制器后, K(s)G(s)的阶次为n+1,但[
K(s)

s
]和

[sG(s)]用状态空间描述的闭环系统,是n+ 2阶的. 也
就是说,在这种方法中,用n+ 2阶不是完全能控能观

测的系统,去设计实际为n+ 1阶系统的控制参数. 虽
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然没有研究讨论这种方法会带来什么样的问题,但可
以肯定地说,这是一种间接的、近似的方法.

3) 将微分控制部分表达成kdė = kd(ṙ − ẏ),其中
e, r和y分别为误差、输入和输出信号,去构造控制信
号.也就是说,用测速反馈代替微分控制[7]. 测速反馈
和微分控制,其主要差别就是闭环传递函数会差一个
零点,控制效果是不一样的.

综上所述,由于PID控制系统,没有一个严格按传
递函数描述来表达的状态空间描述形式,使得现有利
用二次型最优整定PID参数方法,或多或少存在一些
不足. 本文将提出一种双输入双输出的PID控制系统
状态空间描述,该描述严格遵循PID控制系统的传递
函数,是其一个最小实现. PID控制器的3个参数,可直
接由状态空间描述的输出反馈阵得到,便于利用状态
空间描述的方法,整定PID参数,实现各种控制目标.
然后讨论利用静态输出反馈. 使得给定二次型性能最
优反馈控制器设计,从而给出利用LQR设计PID
控制器的方法. 最后通过一个例子,说明本文提出的
控制器设计方法及其效果.

2 PID控控控制制制系系系统统统的的的状状状态态态空空空间间间描描描述述述(State space
description of PID control system)
考虑单输入单输出n阶被控系统的开环传递函数

为G(s),其n维状态空间描述为

G (s) :

{
ẋ = Ax+ bu,

y = cx,
(1)

在PID控制器控制下,闭环系统的结构图可表示如
图1.

图 1 PID控制系统结构图

Fig. 1 Diagram of PID control system

结结结论论论 1 式(1)描述的系统,用图1所示PID控制器
进行控制,等价于式(2)系统:{

˙̄z = Āz̄ + B̄u+ b̄rr,

w̄ = C̄z̄ + D̄u+ d̄rr
(2)

的静态输出反馈控制,即 u = Kw̄. 若记

K =

[
k11 k12
k21 k22

]
,

则两种表示方法之间满足: kp=k11+k22, kd = k21,
ki = k12.

其中:

z̄ =

[
z

xn+1

]
, u =

[
u1

u2

]
, Ā =

[
A 0

−c 0

]
,

B̄ =

[
b Ab

0 − cb

]
, b̄r =

[
0

1

]
, C̄ =

[
−c 0

0 1

]
,

D̄ =

[
0 − cb

0 0

]
, d̄r =

[
1

0

]
, z = x− bu2.

证证证 考虑到控制器包含一个积分环节,闭环系统
的阶次为n+ 1,设增加的一个状态变量为ẋn+1 = e.
则图1的PID控制规律可记为

u = kpe+ kixn+1 + kdė. (3)

同时,在上述记号下有

w̄ = [e xn+1]
T
, (4)

u =Kw̄ =

[
k11e+ k12xn+1

k21e+ k22xn+1

]
. (5)

由式(2),有

ż = Az + bu1 +Abu2. (6)

将式(5)代入式(6),整理后,可得

ẋ = Ax+ b [(k11 + k22) e+ k12xn+1 + k21ė] , (7)

比较式(1)(3)与式(7),即可得到结论. 证毕.

由于状态空间描述,在数学上处理起来更加简便、
灵活. 将PID控制系统表达成式(2)描述后,可以方便
地用状态空间方法,整定PID控制器参数. 比如PID
控制的渐近跟踪问题、极点配置问题、鲁棒控制问题.

另外若被控对象G(s)的相对阶大于或等于2,这
时有cb = 0,即在式(2)的输出方程中,控制信号的系
数矩阵为0,在输出方程中,将不出现控制信号相关项,
可使分析、计算更为简便.一般而言,在系统控制中,
系统开环传递函数都是严格真的有理分式,即K(s)

G(s)的分母阶次高于分子阶次,这时G(s)的相对阶

大于或等于2. 也就是说,在大多数系统控制问题中,
式(2)的输出方程中,都不会出现控制信号项.

3 二二二次次次型型型最最最优优优的的的PID控控控制制制器器器(Quadratic opti-
PID controller)
考虑式(1)描述的系统,其PID控制的二次型最优

问题可以表述为:在参考输入r = 0,系统的初始状态
为x0时,寻找一个控制规律,满足式(3),使得性能指标

J =
w ∞

0

(
xTQx+ ru2

)
dt (8)

取得极小值,其中: Q > 0, r > 0.

因为本文将PID控制系统的状态空间描述写成式
(2)所示,考虑到参考输入r = 0,也可以将PID控制的
二次型最优问题可以表述为
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˙̄z = Āz̄ + B̄u,

w̄ = C̄z̄ + D̄u,
(9)

其初始状态为z̄0,寻找一个输出静态反馈控制规律
u = K̄w̄,使得性能指标

J̄ =
w ∞

0

(
z̄TQ̄z̄ + uTR̄u

)
dt, (10)

取得极小值,其中: Q̄ > 0, R̄ > 0.

由于x和z有式(2)中的关系,由式(1)(8)表述的二
次型最优PID控制器,和式(9)–(10)表述的二次型最优
PID控制器,不太容易完全等效. 但从给出一种设计方
法,使得得到的PID控制器有良好的性能.上述这两种
二次型最优PID控制器的差异,完全可以不用考虑.对
式(9)表示的系统,有如下结论.

结结结论论论 2 若式(11)描述的系统,存在输出静态反馈
控制规律u = K̄w̃,使得性能指标式(10)极小,等价于
式(9)描述的系统,存在输出静态反馈控制规律u =

Kw̄,使得性能指标式(10)极小:{
˙̄z = Āz̄ + B̄u,

w̃ = C̄z̄,
(11)

其中

K =
(
1 + D̄K̄

)−1
K̄. (12)

证证证 将u = Kw̄应用到式(8),有

w̄ =
(
I − D̄K

)−1
C̄z̄

即

u =Kw̄ = K
(
I − D̄K

)−1
C̄z̄ =

K
(
I − D̄K

)−1
w̃ = K̄w̃.

上述结论表明,将系统的PID控制,用式(2)的状态
空间形式来描述时,不论状态空间描述的传输项是否
为零,在设计静态输出反馈控制器时,都可按式(11)的
情况处理. 若传输阵不为零,最终的反馈阵,可由式
(12)算得.

结结结论论论 3 式(11)描述的系统,存在输出静态反馈控
制规律u = K̄w̃,使得性能指标式(10)极小的充分必
要条件是方程

ĀTP + PĀ− PB̄R̄
−1
B̄TP + Q̄+

[I + C̄T(C̄C̄
T
)−1C̄]PB̄R̄

−1
B̄TP ·

[I + C̄T(C̄C̄
T
)−1C̄] = 0 (13)

有对称正定解P ,且使得Ā+ B̄K̄C̄是稳定阵,其中

K̄ = −R̄−1B̄TPC̄T(C̄C̄
T
)−1. (14)

证证证 若式(11)系统,在控制规律u = K̄w̃作用下,
闭环系统稳定,则其性能指标式(10)可表示为[6]

J̄ =
w ∞

0

(
z̄TQ̄z̄ + uTR̄u

)
dt =

w ∞

0
z̄T

(
Q̄+ C̄TK̄TR̄K̄C̄

)
z̄dt = z̄T0 P z̄0,

(15)

其中P满足下述方程:(
Ā+ B̄K̄C̄

)T
P+P

(
Ā+ B̄K̄C̄

)
+

Q̄+ C̄TK̄TR̄K̄C̄ = 0.

可得到

ĀTP + PĀ− PB̄R̄
−1
B̄TP + Q̄+ (B̄TP+

R̄K̄C̄)TR̄−1
(
B̄TP + R̄K̄C̄

)
= 0.

记

Q̄k = Q̄+ (B̄TP + R̄K̄C̄)TR̄−1
(
B̄TP + R̄K̄C̄

)
,

则上式可记为

ĀTP + PĀ− PB̄R̄−1B̄TP + Q̄k = 0, (16)

显然,若Q̄ > 0,则Q̄k > 0. 对式(16),容易验证,若有
Q̄K1 > Q̄K2,则其解P1和P2满足P1 > P2. 因此,控
制律使式(14)的性能指标达到极小,等价于控制律使
式(16)的解阵P达到极小,进而等价于使得B̄TP +

R̄K̄C̄ = 0的平方误差达到极小. 即可得到结论.

证毕.

式(13)的解,可通过如下的迭代过程,得到数值解.

1) 初始化K̄0,任意给定一个K̄0,使得Ā+B̄K̄0C̄

是稳定阵;

2) 计算Q̄Ll=Q̄+(B̄TP+R̄K̄ l−1C̄)TR̄−1(B̄TP

+ R̄K̄ l−1C̄);

3) 解式(16)所示Riccati方程,得到Pl;

4) 利用式(14),计算K̄l;

5) 重复步骤2)– 4),直至满意的精度.

4 控控控制制制器器器设设设计计计举举举例例例 (Examples of controller
design)
下面举一些例子,说明本文提出的满足二次型性

能指标最优的PID控制器设计,并通过对比,说明本文
提出方法的有效性.

例例例 1 第1个例子取自文献[8],它是一个搅拌槽的
控制问题,被控对象传递函数为

G (s) =
0.0922

s2+9.251s+ 22.19
.

在文献[8]中,选取x1 = e, x2 = ė, x3 =
w
edt 3个状

态变量,列写PID控制的状态空间描述,将PID控制
的3个参数整定问题,转化为状态反馈增益阵的确定
问题.文献[8]中的二次型性能的权矩阵取为: Q = I,

r = 0.0001. 据此,文献[8]中给出的二次型最优PID
控制器的参数为

[kp kd ki] = [525.2879 44.1394201.5365].
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在这组PID参数下,闭环系统传递函数为

Φ (s) =
Y (s)

R (s)
=

4.0697s2 + 48.4315s+ 18.5816

s3 + 13.3207s2 + 70.6215s+ 18.5816
.

3个闭环极点为

s1 = −0.2773, s2,3 = −6.5217± j4.9469.

将上述被控对象,写成本文提出的PID控制器的状
态空间描述为

˙̄z =

 0 1 0

−22.19−9.251 0

−1 0 0

 z̄+

 0 0.0922

0.0922−0.8529

0 0

u,

w̃ =

[
−1 0 0

0 0 1

]
z̄.

二次型性能的权矩阵取为: Q = I, R = 0.0001I ,
根据上节讨论的算法,可算得反馈增益阵

K̄ =

[
54.0530 98.8168

34.9356 15.3373

]
,

闭环系统的系统阵为

Ā+ B̄K̄C̄ =

−3.2211 1 1.4141

2.6211 −9.2510−3.9695

−1 0 0

 .

由PID参数与上述反馈增益阵的关系,有

[kp kd ki] = [69.3903 34.9356 98.8168].

在这组PID参数下,闭环系统传递函数为

Φ (s) =
Y (s)

R (s)
=

3.2211s2 + 6.3978s+ 9.1109

s3 + 12.4721s2 + 28.5878s+ 9.1109
,

3个闭环系统极点和闭环系统系统阵的特征根分别为:
[−0.3797 − 2.5026 − 9.5897].

从上面的结果,可以看出,虽然两种方法,权矩阵
取的相似,但得到的闭环极点有较大差别.也就是说,
按照式(1)的状态空间描述,利用式(8)的性能指标,优
化PID控制器;与按照式(11)的描述式(10)的性能指标
优化PID控制器,是有一些地方不同的. 如果选择Q

= I, R = diag{0.0001 0.1},经过计算可得到PID参
数为

[kp kd ki] = [68.4232 1.1727 99.1656] ,

相应的闭环极点为

s1 = −0.3623, s2,3 = −4.4984± j2.2369.

此时的极点配置情况与文献[8]的非常相似,但是
本文的PID参数比文献[8]给出的PID参数要小得多,
在实现方面,有更好的性能.这也表明,我们采用两个
输入信号的描述,在优化过程中,可以通过选取R阵的

数值,灵活调整微分与积分系数的关系,获得更好的
系统综合性能.

例例例 2 设被控对象传递函数为

G (s) =
1

s4 + 4.1s3 + 8.9s2 + 6.4s− 6
.

将其表示为式(1)的状态空间形式,有

A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

6−6.4−8.9−4.1

 ,

b =


0

0

0

1

 , cT =


1

0

0

0

 .

将其写成式(11)所示的PID控制系统的状态空间
形式,取权矩阵Q = 2I , R = I ,可算得反馈增益阵

K̄ =

[
9.7256 0.3896

12.8055 1.3595

]
.

相应的 PID控制器参数为 [kp kd ki] = [11.0851

12.8055 0.3896].

在这组PID参数下,闭环系统传递函数为:

Φ (s) =

12.8055s2+11.085s+0.3896

s5+4.1s4+8.9s3+19.2055s2+5.0851s+0.3896
.

这个例子说明,本文给出的方法,对高阶系统同样
是适用的.

5 结结结束束束语语语(Conclusions)
本文提出了一种双输入双输出的状态空间描述,

用于表达PID控制系统.这种描述方法,忠实地反映了
PID控制的结构、信号关系,避免了现有PID控制系统
状态空间描述过程中的近似或冗余. 可以在此描述的
基础上,用状态空间的方法,讨论跟踪控制、优化控制
等各种PID的控制问题.

在上述PID控制系统的状态空间描述的基础上,本
文讨论了满足二次型性能的PID控制器优化设计,并
给出例子说明本文提出方法的有效性. 这些例子说明,
与现有的二次型优化PID控制器设计方法比较,本文
方法更加灵活、控制器更加实用,且适用于各种阶次
的被控对象.
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